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Vorwort

Dieses Buch entstand im Rahmen des Mathematischen Seminars im Frühjahrssemester 2021 an
der Ostschweizer Fachhochschule in Rapperswil. Die Teilnehmer, Studierende der Studiengänge für
Elektrotechnik, Informatik und Bauingenieurwesen der OST, erarbeiteten nach einer Einführung in
das Themengebiet jeweils einzelne Aspekte des Gebietes in Form einer Seminararbeit, über deren
Resultate sie auch in einem Vortrag informierten.

Im Frühjahr 2021 war das Thema des Seminars die Matrizen. Ziel war, die Vielfalt der Anwen-
dungsmöglichkeiten dieser einfachen Datenstruktur zu zeigen.

In einigen Arbeiten wurde auch Code zur Demonstration der besprochenen Methoden und Re-
sultate geschrieben, soweit möglich und sinnvoll wurde dieser Code im Github-Repository dieses
Kurses1 [buch:repo] abgelegt. Im genannten Repository findet sich auch der Source-Code dieses
Skriptes, es wird hier unter einer Creative Commons Lizenz zur Verfügung gestellt.

1https://github.com/AndreasFMueller/SeminarMatrizen.git
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Teil I

Grundlagen
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Einleitung

Die Mathematik befasst sich neben dem Rechnen mit Zahlen, der Arithmetik, mit einer Vielzahl
von Abstraktionen, die oft überhaupt nichts mit Zahlen zu tun haben. Die Geometrie studiert zum
Beispiel Objekte wie Punkte, Geraden, Kreise und deren Beziehungen untereinander, die man de-
finieren kann ganz ohne das Wissen, was eine Zahl ist. Apollonius von Perga (262–190 BCE) hat
in seinem Buch über Kegelschnitte als erster einen algebraischen Zusammenhang zwischen Zahlen
festgestellt, die man also die Vorläufer heutiger Koordinaten eines Punktes ansehen könnte. Erst im
16. Jahrhundert entwickelte sich die Algebra allerdings weit genug, dass eine Algebraisierung der
Geometrie möglich wurde. Pierre de Fermat und René Descartes schufen die sogenannte analyti-
sche Geometrie. Das rechtwinklige Koordinatensystem, nach Descartes auch karteisches Koordina-
tensystem genannt, beschreibt Punkte als Zahlenpaare (x, y) und Kurven in der Ebene durch ihre
Gleichungen. Geraden können als Graphen der Funktion f (x) = ax + b oder als Lösungsmenge
linearer Gleichungen wie ax + by = c verstanden werden. Eine Parabel kann als Graph einer quadra-
tischen Funktion f (x) = ax2 + bx + c dargestellt werden. Die Punkte (x, y) eines Kreises lösen eine
Gleichung der Form

(x − xM)2 + (y − yM)2 = r2.

Mit dieser einfachen Idee konnte jedes geometrische Problem in der Ebene in ein algebraisches
Problem übersetzt werden und umgekehrt.

Die Algebraisierung macht allerdings auch klar, dass dem Aufbau des Zahlensystems mehr Be-
achtung geschenkt werden muss. Zum Beispiel beschreibt die Gleichung

x2 + (y − 1)2 = 4

einen Kreis mit Radius 2 um den Punkt (0, 1). Der Kreis hat natürlich zwei Schnittpunkte mit der x-
Achse, wie mit jeder Gerade, deren Abstand vom Mittelpunkt des Kreises kleiner ist als der Radius.
Schnittpunkte haben die Koordinaten (xS , 0) und xS muss die Gleichung

x2
S + (0 − 1)2 = x2

S + 1 = 4 ⇒ x2
S = 3

erfüllen. Eine solche Lösung ist nicht möglich, wenn man sich auf rationale Koordinaten xS ∈ Q
beschränkt, die Erweiterung auf reelle Zahlen ist notwendig.

Kapitel 1 übernimmt die Aufgabe, die Zahlensysteme klar zu definieren und ihre wichtigsten
Eigenschaften zusammenzutragen. Sie bilden das Fundament aller folgenden Konstruktionen.

Die reellen Zahlen erweitern die rationalen Zahlen derart, dass damit zum Beispiel quaddratische
Gleichungen gelöst werden können. Dies ist aber nicht die einzige mögliche Vorgehensweise. Die
Zahl α =

√
2 ist ja nur ein Objekt, mit dem gerechnet werden kann wie mit jeder anderen Zahl, wel-

che aber die zusätzliche Rechenregel α2 = 2 erfüllt. Die Erweiterung von R zu den komplexen Zahl
verlangt nur, dass man der Menge R ein neues algebraisches Objekt i hinzufügt, welches als spezielle
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Einleitung

Eigenschaft die Gleichung i2 = −1 hat. Bei
√

2 hat die geometrische Anschauung suggeriert, dass es
eine solche Zahl “zwischen” den rationalen Zahlen gibt, aber für i gibt es keine solche Anschauung.
Die imaginäre Einheit i erhielt daher auch diesen durchaus abwertend gemeinten Namen.

Die Zahlensysteme lassen sich also verstehen als einfachere Zahlensysteme, denen man zusätzli-
che Objekte mit besonderen algebraischen Eigenschaften hinzufügt. Doch was sind das für Objekte?
Gibt es die überhaupt? Kann man deren Existenz einfach so postulieren, so wie man das mit i ge-
macht hat? Und was macht man, wenn man sich den nächsten “algebraischen Wunsch” erfüllen will,
auch einfach wieder die Existenz des neuen Objektes postulieren?

Komplexen Zahlen und Matrizen zeigen, wie das gehen könnte. Indem man vier rationale Zahlen
als 2 × 2-Matrix in der Form

A =

(
a11 a12
a21 a22

)

gruppiert und die Rechenoperationen

A + B =

(
a11 a12
a21 a22

)
+

(
b11 b12
b21 b22

)
=

(
a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22

)

AB =

(
a11 a12
a21 a22

) (
b11 b12
b21 b22

)
=

(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)

definiert, kann man neue Objekte mit zum Teil bekannten, zum Teil aber auch ungewohnten alge-
braischen Eigenschaften bekommen. Die Matrizen der Form

aI =

(
a 0
0 a

)
, a ∈ Q

zum Beispiel erfüllen alle Regeln für das Rechnen mit rationalen Zahlen. Q kann man also als
Teilmenge des neuen “Zahlensystems” ansehen. Aber die Matrix

J =

(
0 −1
1 0

)

hat die Eigenschaft

J2 =

(
0 −1
1 0

) (
0 −1
1 0

)
=

(−1 0
0 −1

)
= −I.

Das neue Objekt J ist ein explizit konstruiertes Objekt, welches genau die rechnerischen Eigenschaf-
ten der imaginären Einheit i hat.

Die imaginäre Einheit ist nicht die einzige Grösse, die sich auf diese Weise konstruieren lässt.
Zum Beispiel erfüllt die Matrix

W =

(
0 2
1 0

)
die Gleichung W2 =

(
2 0
0 2

)
= 2I,

die Menge der Matrizen

Q(
√

2) =

{(
a 2b
b a

) ∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ Q
}

verhält sich daher genau so wie die Menge der rationalen Zahlen, denen man ein “imaginäres” neues
Objekt

√
2 hinzugefügt hat.
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Einleitung

Matrizen sind also ein Werkzeug, mit dem sich ein algebraisches Systeme mit fast beliebigen
Eigenschaften konstruieren lässt. Dies führt zu einer Explosion der denkbaren algebraischen Struk-
turen. Kapitel 2 bringt etwas Ordnung in diese Vielfalt, indem die grundlegenden Strukturen charak-
terisiert und benannt werden.

In den folgenden Kapiteln sollen dann weitere algebraische Konstrukte studiert und mit Matrizen
realisiert werden. Den Anfang machen in Kapitel 3 die Polynome. Polynome beschreiben grundle-
gende algebraische Eigenschaften eines einzelnen Objektes, sowohl

√
2 wie auch i sind Lösungen

einer Polynomgleichung.
Eine besondere Rolle spielen in der Mathematik die Symmetrien. Eine der frühesten Anwen-

dungen dieses Gedankens in der Algebra war die Überlegung, dass sich die Nullstellen einer Po-
lynomgleichung permutieren lassen. Die Idee der Permutationsgruppe taucht auch in algebraischen
Konstruktionen wie der Determinanten auf. Tatsächlich lassen sich Permutationen auch als Matrizen
schreiben und die Rechenregeln für Determinanten sind ein direktes Abbild gewisser Eigenschaften
von Transpositionen. Einmal mehr haben Matrizen ermöglicht, ein neues Konzept in einer bekannten
Sprache auszudrücken.

Die Darstellungstheorie ist das Bestreben, nicht nur Permutationen, sondern beliebige Gruppen
von Symmetrien als Mengen von Matrizen darzustellen. Die abstrakten Symmetriegruppen erhal-
ten damit immer konkrete Realisierungen als Matrizenmengen. Auch kompliziertere Strukturen wie
Ringe, Körper oder Algebren lassen sich mit Matrizen realisieren. Aber die Idee ist nicht auf die
Geometrie beschränkt, auch analytische oder kombinatorische Eigenschaften lassen sich in Matri-
zenstrukturen abbilden und damit neuen rechnerischen Behandlungen zugänglich machen.

Das Kapitel 11 illustriert, wie weit dieser Plan führen kann. Die Konstruktion der Homologie-
gruppen zeigt, wie sich die Eigenschaften der Gestalt gewisser geometrischer Strukturen zunächst
mit Matrizen, die kombinatorische Eigenschaften beschreiben, ausdrücken lassen. Anschliessend
können daraus wieder algebraische Strukturen gewonnen werden. Gestalteigenschaften werden da-
mit der rechnerischen Untersuchung zugänglich.

Die folgenden Kapitel sollen zeigen, wie Matrizen der Schlüssel dafür sein können, fast jede
denkbare rechnerische Struktur zu verstehen und auch zum Beispiel für die Berechnung mit dem
Computer zu realisieren.
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Kapitel 1

Zahlen

Das Thema dieses Buches ist die Konstruktion interessanter mathematischer Objekte mit Hilfe von
Matrizen. Die Einträge dieser Matrizen sind natürlich Zahlen. Wir wollen von diesen grundlegenden
Bausteinen ausgehen. Dies schliesst natürlich nicht aus, dass man auch Zahlenmengen mit Hilfe von
Matrizen beschreiben kann, wie wir es später für die komplexen Zahlen machen werden.

In diesem Kapitel sollen daher die Eigenschaften der bekannten Zahlensysteme der natürlichen,
ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen nochmals in einer Übersicht zusammengetragen
werden. Dabei wird besonderes Gewicht darauf gelegt, wie in jedem Fall einerseits neue Objekte
postuliert, andererseits aber auch konkrete Objekte konstruiert werden können.

1.1 Natürliche Zahlen

Die natürlichen Zahlen sind die Zahlen, mit denen wir zählen. Sie abstrahieren das Konzept der
Anzahl der Elemente einer endlichen Menge. Da die leere Menge keine Elemente hat, muss die
Menge der natürlichen Zahlen auch die Zahl 0 enthalten. Wir schreiben

N = {0, 1, 2, 3, . . . }.

Peano-Axiome

Man kann den Zählprozess durch die folgenden Axiome von Peano beschreiben:

1. 0 ∈ N.

2. Jede Zahl n ∈ N hat einen Nachfolger n′ ∈ N.

3. 0 ist nicht Nachfolger einer Zahl.

4. Wenn zwei Zahlen n,m ∈ N den gleichen Nachfolger haben, n′ = m′, dann sind sie gleich
n = m.

5. Enthält eine Menge X die Zahl 0 und mit jeder Zahl auch ihren Nachfolger, dann ist N ⊂ X.

9



Zahlen Natürliche Zahlen

Vollständige Induktion

Es letzte Axiom formuliert das Prinzip der vollständigen Induktion. Um eine Aussage P(n) für alle
natürlichen Zahlen n mit vollständiger Induktion zu beweisen, bezeichnet man mit X die Menge
aller Zahlen, für die P(n) wahr ist. Die Induktionsverankerung beweist, dass P(0) wahr ist, dass also
0 ∈ X. Der Induktionsschritt beweist, dass mit einer Zahl n ∈ X auch der Nachfolger n′ ∈ X ist.
Nach dem letzten Axiom ist N ⊂ X, oder anders ausgedrückt, die Aussage P(n) ist wahr für jede
natürliche Zahl.

Addition

Aus der Nachfolgereigenschaft lässt sich durch wiederholte Anwendung die vertrautere Addition
konstruieren. Um die Zahl n ∈ N um m ∈ N zu vermehren, also n + m auszurechnen, kann man
rekursive Regeln

n + 0 = n

n + m′ = (n + m)′

festlegen. Nach diesen Regeln ist

5 + 3 = 5 + 2′ = (5 + 2)′ = (5 + 1′)′ = ((5 + 1)′)′ = ((5 + 0′)′)′ = (((5)′)′)′.

Dies ist genau die Art und Weise, wie kleine Kinder Rechnen lernen. Sie Zählen von 5 ausgehend
um 3 weiter. Der dritte Nachfolger von 5 heisst üblicherweise 8.

Die algebraische Struktur, die hier konstruiert worden ist, heisst eine Halbgruppe. Allerdings
kann man darin zum Beispiel nur selten Gleichungen lösen, zum Beispiel hat 3 + x = 1 keine
Lösung. Die Addition ist nicht immer umkehrbar.

Multiplikation

Es ist klar, dass auch die Multiplikation definiert werden kann, sobald die Addition definiert ist. Die
Rekursionsformeln

n · 0 = 0
n · m′ = n · m + n (1.1)

legen jedes Produkt von natürlichen Zahlen fest, zum Beispiel

5 · 3 = 5 · 2′ = 5 · 2 + 5 = 5 · 1′ + 5 = 5 · 1 + 5 + 5 = 5 · 0′ + 5 + 5 = 5 · 0 + 5 + 5 + 5 = 5 + 5 + 5.

Doch auch bezüglich der Multiplikation ist N unvollständig, die Beispielgleichung 3x = 1 hat keine
Lösung in N.

Rechenregeln

Aus den Definitionen lassen sich auch die Rechenregeln ableiten, die man für die alltägliche Rech-
nung braucht. Zum Beispiel kommt es nicht auf die Reihenfolge der Summanden oder Faktoren an.
Das Kommutativgesetz besagt

a + b = b + a und a · b = b · a.

10



Zahlen Natürliche Zahlen

Die Kommutativität der Addition werden wir auch in allen weiteren Konstruktionen voraussetzen.
Die Kommutativität des Produktes ist allerdings weniger selbstverständlich und wird beim Matri-
zenprodukt nur noch für spezielle Faktoren zutreffen.

Eine Summe oder ein Produkt mit mehr als zwei Summanden bzw. Faktoren kann in jeder belie-
bigen Reihenfolge ausgewertet werden,

(a + b) + c = a + (b + c) und (a · b) · c = a · (b · c)

dies ist das Assoziativgesetz. Es gestattet auch eine solche Summe oder ein solches Produkt einfach
als a + b + c bzw. a · b · c zu schreiben, da es ja keine Rolle spielt, in welcher Reihenfolge man die
Teilprodukte berechnet.

Die Konstruktion der Multiplikation als iterierte Addition mit Hilfe der Rekursionsformel (1.1)
hat auch zur Folge, dass die Distributivgesetze

a · (b + c) = ab + ac und (a + b)c = ac + bc

gelten. Bei einem nicht-kommutativen Produkt ist es hierbei notwendig, zwischen Links- und Rechts-
Distributivgesetz zu unterscheiden.

Die Distributivgesetze drücken die wohlbekannte Regel des Ausmultiplizierens aus. Ein Distri-
butivgesetz ist also grundlegend dafür, dass man mit den Objekten so rechnen kann, wie man das in
der elementaren Algebra gelernt hat. Auch die Distributivgesetze sind daher Rechenregeln, die wir
in Zukunft immer dann fordern werden, wenn Addition und Multiplikation definiert sind. Sie gelten
immer für Matrizen.

Teilbarkeit

Die Lösbarkeit von Gleichungen der Form ax = b mit a, b ∈ N gibt Anlass zum sehr nützlichen
Konzept der Teilbarkeit. Die Zahl b heisst teilbar durch a, wenn die Gleichung ax = b eine Lösung
in N hat. Jede natürlich Zahl n ist durch 1 und durch sich selbst teilbar, denn n · 1 = n. Andere Teiler
sind dagegen nicht selbstverständlich. Die Zahlen

P = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, . . . }
haben keine weiteren Teiler. Sie heissen Primzahlen. Die Menge der natürlichen Zahlen ist die na-
heliegende Arena für die Zahlentheorie.

Konstruktion der natürlichen Zahlen aus der Mengenlehre

Die Peano-Axiome postulieren, dass es natürliche Zahlen gibt. Es werden keine Anstrengungen
unternommen, die natürlichen Zahlen aus noch grundlegenderen mathematischen Objekten zu kon-
struieren. Die Mengenlehre bietet eine solche Möglichkeit.

Da die natürlichen Zahlen das Konzept der Anzahl der Elemente einer Menge abstrahieren, ge-
hört die leere Menge zur Zahl 0. Die Zahl 0 kann also durch die leere Menge ∅ = {} wiedergegeben
werden.

Der Nachfolger muss jetzt als eine Menge mit einem Element konstruiert werden. Das einzige
mit Sicherheit existierende Objekt, das für diese Menge zur Verfügung steht, ist ∅. Zur Zahl 1 gehört
daher die Menge {∅}, eine Menge mit genau einem Element. Stellt die Menge N die Zahl n dar, dann
können wir die zu n + 1 gehörige Menge N′ dadurch konstruieren, dass wir zu den Elemente von N
ein zusätzliches Element hinzufügen, das noch nicht in N ist, zum Beispiel {N}:

N′ = N ∪ {N}.

11



Zahlen Ganze Zahlen

Die natürlichen Zahlen existieren also, wenn wir akzeptieren, dass es Mengen gibt. Die natürli-
chen Zahlen sind dann nacheinander die Mengen

0 = ∅
1 = 0 ∪ {0} = ∅ ∪ {0} = {0}
2 = 1 ∪ {1} = {0} ∪ {1} = {0, 1}
3 = 2 ∪ {2} = {0, 1} ∪ {2} = {0, 1, 2}
...

n + 1 = n ∪ {n} = {0, . . . , n − 1} ∪ {n} = {0, 1, . . . , n}
...

Natürliche Zahlen als Äquivalenzklassen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die natürlichen Zahlen aus der leeren Menge schrittweise
sozusagen “von unten” aufgebaut. Wir können aber auch eine Sicht “von oben” einnehmen. Da-
zu definieren wir, was eine endliche Menge ist und was es heisst, dass endliche Mengen gleiche
Mächtigkeit haben.

Definition 1.1. Eine Menge A heisst endlich, wenn es jede injektive Abbildung A→ A auch surjektiv
ist. Zwei endliche Mengen A und B heissen gleich mächtig, in Zeichen A ∼ B, wenn es eine Bijektion
A→ B gibt.

Der Vorteil dieser Definition ist, dass sie die früher definierten natürlichen Zahlen nicht braucht,
diese werden jetzt erst konstruiert. Dazu fassen wir in der Menge aller endlichen Mengen die gleich
mächtigen Mengen zusammen, bilden also die Äquivalenzklassen der Relation ∼.

Der Vorteil dieser Sichtweise ist, dass die natürlichen Zahlen ganz explizit als die Anzahlen von
Elementen einer endlichen Menge entstehen. Eine natürlich Zahl ist also eine Äquivalenzklasse ~A�,
die alle endlichen Mengen enthält, die die gleiche Mächtigkeit wie A haben. Zum Beispiel gehört
dazu auch die Menge, die im vorangegangenen Abschnitt aus der leeren Menge aufgebaut wurde.

Die Mächtigkeit einer endlichen Menge A ist die Äquivalenzklasse, in der die Menge drin ist:
|A| = ~A� ∈ N nach Konstruktion vonN. Aus logischer Sicht etwas problematisch ist allerdings, dass
wir von der “Menge aller endlichen Mengen” sprechen ohne uns zu versichern, dass dies tatsächlich
eine zulässige Konstruktion ist.

1.2 Ganze Zahlen
Die Menge der ganzen Zahlen löst das Problem, dass nicht jede Gleichung der Form x + a = b
mit a, b ∈ N eine Lösung x ∈ N hat. Dazu ist erforderlich, den natürlichen Zahlen die negativen
Zahlen hinzuzufügen, also wieder die Existenz neuer Objekte zu postulieren, die die Rechenregeln
weiterhin erfüllen.

Paare von natürlichen Zahlen

Die ganzen Zahlen können konstruiert werden als Paare (u, v) von natürlichen Zahlen u, v ∈ N. Die
Paare der Form (u, 0) entsprechen den natürlichen Zahlen, die Paare (0, v) sind die negativen Zahlen.
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Zahlen Ganze Zahlen

Die Rechenoperationen sind wie folgt definiert:

(a, b) + (u, v) = (a + u, b + v)
(a, b) · (u, v) = (au + bv, av + bu)

(1.2)

Die Darstellung ganzer Zahlen als Paare von natürlichen Zahlen findet man auch in der Buchhaltung,
wo man statt eines Vorzeichen Soll und Haben verwendet. Dabei kommt es nur auf die Differenz der
beiden Positionen an. Fügt man beiden Positionen den gleichen Betrag hinzu, ändert sich nichts.
Viele der Paare (a, b) müssen also als äquivalent angesehen werden.

Äquivalenzrelation

Die Definition (1.2) erzeugt neue Paare, die wir noch nicht interpretieren können. Zum Beispiel ist
0 = 1 + (−1) = (1, 0) + (0, 1) = (1, 1). Die Paare (u, u) müssen daher alle mit 0 identifiziert werden.
Es folgt dann auch, dass alle Paare von natürlichen Zahlen mit “gleicher Differenz” den gleichen
ganzzahligen Wert darstellen, allerdings können wir das nicht so formulieren, da ja die Differenz
noch gar nicht definiert ist. Stattdessen gelten zwei Paare als äquivalent, wenn

(a, b) ∼ (c, d) ⇔ a + d = c + b (1.3)

gilt. Diese Bedingung erhält man, indem man zu a − b = c − d die Summe b + d hinzuaddiert. Ein
ganzen Zahl z ist daher eine Menge von Paaren von natürlichen Zahlen mit der Eigenschaft

(a, b) ∈ z ∧ (a′, b′) ∈ z ⇔ (a, b) ∼ (a′, b′) ⇔ a + b′ = a′ + b.

Man nennt eine solche Menge eine Äquivalenzklasse der Relation ∼.
Die Menge Z der ganzen Zahlen ist die Menge aller solchen Äquivalenzklassen. Die Menge der

natürlichen Zahlen N ist in evidenter Weise darin eingebettet als die Menge der Äquivalenzklassen
von Paaren der Form (n, 0).

Entgegengesetzter Wert

Zu jeder ganzen Zahl z dargestellt durch das Paar (a, b) stellt das Paar (b, a) eine ganze Zahl dar mit
der Eigenschaft

z + (b, a) = (a, b) + (b + a) = (a + b, a + b) ∼ (0, 0) = 0. (1.4)

Die von (b, a) dargestellte ganze Zahl wird mit −z bezeichnet, die Rechnung (1.4) lässt sich damit
abgekürzt als z + (−z) = 0 schreiben.

Lösung von Gleichungen

Gleichungen der Form a = x+b können jetzt für beliebige ganze Zahlen immer gelöst werden. Dazu
schreibt man a, b ∈ N als Paare und sucht die Lösung in der Form x = (u, v). Man erhält

(a, 0) = (u, v) + (b, 0)
(a + b, b) = (u + b, v)

Das Paar (u, v) = (a, b) ist eine Lösung, die man normalerweise als a − b = (a, 0) + (−(b, 0)) =

(a, 0) + (0, b) = (a, b) schreibt.
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Ring

Die ganzen Zahlen sind ein Beispiel für einen sogenannten Ring, eine algebraische Struktur in der
Addition, Subtraktion und Multiplikation definiert sind. Weitere Beispiel werden später vorgestellt,
der Ring der Polynome Z[X] in Kapitel 3 und der Ring der n × n-Matrizen in Kapitel 2. In einem
Ring wird nicht verlangt, dass die Multiplikation kommutativ ist, Matrizenringe sind nicht kommu-
tativ. Z ist ein kommutativer Ring ebenso sind die Polynomringe kommutativ. Die Theorie der nicht
kommutativen Ringe ist sehr viel reichhaltiger und leider auch komplizierter als die kommutative
Theorie.

1.3 Rationale Zahlen
In den ganzen Zahlen sind immer noch nicht alle linearen Gleichungen lösbar, es gibt keine ganze
Zahl x mit 3x = 1. Die nötige Erweiterung der ganzen Zahlen lernen Kinder noch bevor sie die
negativen Zahlen kennenlernen.

Wir können hierbei denselben Trick anwenden, wie schon beim Übergang von den natürlichen
zu den ganzen Zahlen. Wir kreieren wieder Paare (z, n), deren Elemente nennen wir Zähler und
Nenner, wobei z, n ∈ Z und zudem n , 0. Die Rechenregeln für Addition und Multiplikation lauten

(a, b) + (c, d) = (ad + bc, bd) und (a, b) · (c, d) = (ac, bd).

Die ganzen Zahlen lassen sich als in dieser Darstellung als z 7→ (z, 1) einbetten.
Ähnlich wie schon bei den ganzen Zahlen ist diese Darstellung aber nicht eindeutig. Zwei Paare

sind äquivalent, wenn sich deren beide Elemente um denselben Faktor unterscheiden,

(a, b) ∼ (c, d) ⇔ ∃λ ∈ Z : λa = c ∧ λb = d.

Dass es sich hierbei wieder um eine Äquivalenzrelation handelt, lässt sich einfach nachprüfen.
Durch die neuen Regen gibt es nun zu jedem Paar (a, b) mit a , 0 ein Inverses (b, a) bezüglich

der Multiplikation, wie man anhand der folgenden Rechnung sieht,

(a, b) · (b, a) = (a · b, b · a) = (a · b, a · b) ∼ (1, 1).

Brüche

Rationale Zahlen sind genau die Äquivalenzklassen dieser Paare (a, b) von ganzen Zahlen a und
b , 0. Da diese Schreibweise recht unhandlich ist, wird normalerweise die Notation als Bruch a

b
verwendet. Die Rechenregeln werden dadurch zu den wohlvertrauten

a
b

+
c
d

=
ad + bc

bd
, und

a
b
· c

d
=

ac
bd

und die speziellen Brüche 0
b und 1

1 erfüllen die Regeln

a
b

+
0
d

=
ad
bd
∼ a

b
,

a
b
· 0

c
=

0
bc

und
a
b
· 1

1
=

a
b
.

Wir sind uns gewohnt, die Brüche 0
b mit der Zahl 0 und 1

1 mit der Zahl 1 zu identifizieren.
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Kürzen

Wie bei den ganzen Zahlen entstehen durch die Rechenregeln viele Brüche, denen wir den gleichen
Wert zuordnen möchten. Zum Beispiel folgt

ac
bc
− a

b
=

abc − abc
b2c

=
0

b2c
,

wir müssen also die beiden Brüche als gleichwertig betrachten. Allgemein gelten die zwei Brüche
a
b und c

d als äquivalent, wenn ad − bc = 0 gilt. Dies ist gleichbedeutend mit der früher definierten
Äquivalenzrelation und bestätigt, dass die beiden Brüche

ac
bc

und
a
b

als gleichwertig zu betrachten sind. Der Übergang von links nach rechts heisst Kürzen, der Übergang
von rechts nach links heisst Erweitern. Eine rationale Zahl ist also eine Menge von Brüchen, die
durch Kürzen und Erweitern ineinander übergeführt werden können.

Die Menge der Äquivalenzklassen von Brüchen ist die Menge Q der rationalen Zahlen. In Q sind
Addition, Subtraktion und Multiplikation mit den gewohnten Rechenregeln, die bereits in Z gegolten
haben, uneingeschränkt möglich.

Kehrwert

Zu jedem Bruch a
b lässt sich der Bruch b

a , der sogenannte Kehrwert konstruieren. Er hat die Eigen-
schaft, dass

a
b
· b

a
=

ab
ba

= 1

gilt. Der Kehrwert ist also das multiplikative Inverse, jede von 0 verschiedene rationale Zahl hat eine
Inverse.

Lösung von linearen Gleichungen

Mit dem Kehrwert lässt sich jetzt jede lineare Gleichung lösen. Die Gleichung ax = b hat die Lösung

ax =
a
1

u
v

=
b
1

⇒ 1
a

a
1

u
v

=
1
a

b
1

⇒ u
v

=
b
a
.

Dasselbe gilt auch für rationale Koeffizienten a und b. In der Menge Q kann man also beliebige
lineare Gleichungen lösen.

Körper

Q ist ein Beispiel für einen sogenannten Körper, in dem die arithmetischen Operationen Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division möglich sind mit der einzigen Einschränkung, dass nicht
durch 0 dividiert werden kann. Körper sind die natürliche Bühne für die lineare Algebra, da sich
lineare Gleichungssysteme ausschliesslich mit den Grundoperation lösen lassen.

Wir werden im Folgenden für verschiedene Anwendungszwecke weitere Körper konstruieren,
zum Beispiel die reellen Zahlen R und die rationalen Zahlen C. Wann immer die Wahl des Körpers
keine Rolle spielt, werden wir den Körper mit k bezeichnen.
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1.4 Reelle Zahlen
In den rationalen Zahlen lassen sich algebraische Gleichungen höheren Grades immer noch nicht
lösen. Dass die Gleichung x2 = 2 keine rationale Lösung hat, ist schon den Pythagoräern aufge-
fallen. Die geometrische Intuition der Zahlengeraden führt uns dazu, nach Zahlen zu suchen, die
gute Approximationen für

√
2 sind. Wir können zwar keinen Bruch angeben, dessen Quadrat 2 ist,

aber wenn es eine Zahl
√

2 mit dieser Eigenschaft gibt, dann können wir dank der Ordnungsrelation
feststellen, dass sie in all den folgenden, kleiner werdenden Intervallen

[
1,

3
2

]
,
[7
5
,

17
12

]
,
[41
29
,

99
70

]
,
[239
169

,
577
408

]
, . . .

enthalten sein muss1. Jedes der Intervalle enthält auch das nachfolgende Intervall, und die intervall-
länge konvergiert gegen 0. Eine solche Intervallschachtelung beschreibt also genau eine Zahl, aber
möglicherweise keine, die sich als Bruch schreiben lässt.

Die Menge R der reellen Zahlen kann man auch als Menge aller Cauchy-Folgen (an)n∈N betrach-
ten. Eine Folge ist eine Cauchy-Folge, wenn es für jedes ε > 0 eine Zahl N(ε) gibt derart, dass
|an − am| < ε für n,m > N(ε). Ab einer geeigneten Stelle N(ε) sind die Folgenglieder also mit
Genauigkeit ε nicht mehr unterscheidbar.

Nicht jede Cauchy-Folge hat eine rationale Zahl als Grenzwert. Da wir für solche Folgen noch
keine Zahlen als Grenzwerte haben, nehmen wir die Folge als eine mögliche Darstellung der Zahl.
Die Folge kann man ja auch verstehen als eine Vorschrift, wie man Approximationen der Zahl be-
rechnen kann.

Zwei verschiedene Cauchy-Folgen (an)n∈N und (bn)n∈N können den gleichen Grenzwert haben.
So sind

an : 1,
3
2
,

7
5
,

17
12
,

41
29
,

99
70
,

239
169

,
577
408

, . . .

bn : 1, 1.4, 1.41, 1.412, 1.4142, 1.41421, 1.414213, 1.4142135, . . .

beide Folgen, die die Zahl
√

2 approximieren. Im Allgemeinen tritt dieser Fall ein, wenn |an − bn|
eine Folge mit Grenzwert 0 oder Nullfolge ist. Eine reelle Zahl ist also die Menge aller rationalen
Cauchy-Folgen, deren Differenzen Nullfolgen sind.

Die Menge R der reellen Zahlen kann man also ansehen als bestehend aus Mengen von Folgen,
die alle den gleichen Grenzwert haben. Die Rechenregeln der Analysis

lim
n→∞(an + bn) = lim

n→∞ an + lim
n→∞ bn und lim

n→∞ an · bn = lim
n→∞ an · lim

n→∞ bn

stellen sicher, dass sich die Rechenoperationen von den rationalen Zahlen auf die reellen Zahlen
übertragen lassen.

1.5 Komplexe Zahlen
In den reellen Zahlen lassen sich viele algebraische Gleichungen lösen. Andere, z. B. die Gleichung

x2 + 1 = 0, (1.5)

1Die Näherungsbrüche konvergieren sehr schnell, sie sind mit der sogenannten Kettenbruchentwicklung der Zahl
√

2
gewonnen worden.
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haben weiterhin keine Lösung. Der Grund dafür ist das Bestreben bei der Konstruktion der reellen
Zahlen, die Ordnungsrelation zu erhalten. Diese ermöglicht, Näherungsintervall und Intervallschach-
telungen zu definieren.

Die Ordnungsrelation sagt aber auch, dass x2 ≥ 0 ist für jedes x ∈ R, so dass x2+1 > 0 sein muss.
Dies ist der Grund, warum die Gleichung 1.5 keine Lösung in R haben kann. Im Umkehrschluss
folgt auch, dass eine Erweiterung der reellen Zahlen, in der die Gleichung (1.5) lösbar ist, ohne die
Ordnungsrelation auskommen muss. Es muss darin Zahlen geben, deren Quadrat negativ ist und der
Grössenvergleich dieser Zahlen untereinander ist nur eingeschränkt möglich.

Imaginäre und komplexe Zahlen

Den reellen Zahlen fehlen also Zahlen, deren Quadrat negativ ist. Nach inzwischen bewährtem Mus-
ter konstruieren wird die neuen Zahlen daher als Paare (a, b). Die erste Komponente soll die bekann-
ten reellen Zahlen darstellen, deren Quadrat positiv ist. Die zweite Komponente soll für die Zahlen
verwendet werden, deren Quadrat negativ ist. Die Zahl, deren Quadrat −1 sein soll, bezeichnen wir
auch mit dem Paar (0, 1) und schreiben dafür auch i = (0, 1) mit i2 = −1.

Die Rechenregeln sollen weiterhin erhalten bleiben, sie müssen daher wie folgt definiert werden:

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i
(a, b) · (c, d)(ad − bd, ad + bc) (a + bi) · (c + di) = ac − bd + (ad + bc)i.

(1.6)

Diese Regeln ergeben sich ganz natürlich aus den Rechenregeln in R unter Berücksichtigung der
Regel i2 = −1.

Eine komplexe Zahl ist ein solches Paar, die Menge der komplexen Zahlen ist

C = {a + bi | a, b ∈ R}
mit den Rechenoperationen (1.6). Die Menge C verhält sich daher wie eine zweidimensionaler reel-
ler Vektorraum.

Real- und Imaginärteil

Ist z = a + bi eine komplexe Zahl, dann heisst a der Realteil a = <z und b heisst der Imaginärteil
=z. Real- und Imaginärteil sind lineare Abbildungen C → R, sie projizieren einen Punkt auf die
Koordinatenachsen, die entsprechend auch die reelle und die imaginäre Achse heissen.

Die Multiplikation mit i vertauscht Real- und Imaginärteil:

<(iz) = −b = −=z und =(iz) = a = <z.

Zusätzlich kehrt das Vorzeichen der einen Komponente. Wir kommen auf diese Eigenschaft zurück,
wenn wir später in Abschnitt XXX komplexe Zahlen als Matrizen beschreiben.

Komplexe Konjugation

Der komplexen Zahl u = a + bi ordnen wir die sogenannte komplex konjugierte Zahl z = a − bi. Mit
Hilfe der komplexen Konjugation kann man den Real- und Imaginärteil algebraisch ausdrücken:

<z =
z + z

2
=

a + bi + a − bi
2

=
2a
2

= a und =z =
z − z

2i
=

a + bi − a + bi
2i

=
2bi
2i

= b.

In der Gaussschen Zahlenebene ist die komplexe Konjugation eine Spiegelung an der reellen Achse.
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Betrag

In R kann man die Ordnungsrelation dazu verwenden zu entscheiden, ob eine Zahl 0 ist. Wenn x ≥ 0
ist und x ≤ 0, dann ist x = 0. In C steht diese Ordnungsrelation nicht mehr zur Verfügung. Eine
komplexe Zahl ist von 0 verschieden, wenn die Länge des Vektors in der Zahlenebene verschieden
von 0 ist. Wir definieren daher den Betrag einer komplexen Zahl z = a + bi als

|z|2 = a2 + b2 = (<z)2 + (=z)2 ⇒ |z| =
√

a2 + b2 =
√

(<z)2 + (=z)2.

Der Betrag lässt sich auch mit Hilfe der komplexen Konjugation ausdrücken, es ist zz = (a + bi)(a −
bi) = a2 + abi − abi + b2 = |z|2. Der Betrag ist immer eine reelle Zahl.

Division

Die Erweiterung zu den komplexen Zahlen muss auch die Division erhalten. Dies ist durchaus nicht
selbstverständlich. Man kann zeigen, dass ein Produkt von Vektoren eines Vektorraums nur für einige
wenige, niedrige Dimensionen überhaupt möglich ist. Für die Division sind die Einschränkungen
noch gravierender, die einzigen Dimensionen > 1, in denen ein Produkt mit einer Division definiert
werden kann2, sind 2, 4 und 8. Nur in Dimension 2 ist ein kommutatives Produkt möglich, dies muss
das Produkt der komplexen Zahlen sein.

Wie berechnet man den Quotienten z
w für zwei beliebige komplexe Zahlen z = a + bi und w =

c + di mit w , 0? Dazu erweitert man den Bruch mit der komplex konjugierten des Nenners:

z
w

=
zw
ww

=
zw
|w|2

Da der Nenner |w|2 > 0 eine reelle Zahl ist, ist die Division einfach, es ist die Multiplikation mit der
reellen Zahl 1/|w|2.

Wir können den Quotienten auch in Komponenten ausdrücken:

z
w

=
a + bi
c + di

=
(a + bi)(c + di)
(c + di)(c − di)

=
ac − bd + (ad + bc)i

c2 + d2 .

Gausssche Zahlenebene

Beschränkt man die Multiplikation auf einen reellen Faktor, wird C zu einem zweidimensionalen re-
ellen Vektorraum. Man kann die komplexe Zahl a+bi daher auch als Punkt (a, b) in der sogenannten
Gaussschen Ebene betrachten. Die Addition von komplexen Zahlen ist in diesem Bild die vektori-
elle Addition, die Multiplikation mit reellen Zahlen werden wir weiter unten genauer untersuchen
müssen.

Die Zahlenebene führt auf eine weitere Parametrisierung einer komplexen Zahl. Ein Punkt z der
Ebene kann in Polarkoordinaten auch durch den Betrag und den Winkel zwischen der reellen Achse
und dem Radiusvektor zum Punkt beschrieben werden.

2Der Beweis dieser Aussage ist ziemlich schwierig und wurde erst im 20. Jahrhundert mit Hilfe der Methoden der alge-
braischen Topologie erbracht. Eine Übersicht über den Beweis kann in Kapitel 10 von [buch:ebbinghaus] gefunden werden.
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<z

=z

=z = b

<z = a

z = a + bi

r =
|z|

ϕ =
arg z

Abbildung 1.1: Argument und Betrag einer komplexen Zahl z = a + ib in der Gaussschen Zahlene-
bene

Geometrische Interpretation der Rechenoperationen

Die Addition kompelxer Zahlen wurde bereits als Vektoraddition in der Gausschen Zahlenebene.
Die Multiplikation ist etwas komplizierter, wir berechnen Betrag und Argument von zw separat. Für
den Betrag erhalten wir

|zw|2 = zzww = |z|2|w|2

Der Betrag des Produktes ist also das Produkt der Beträge.
Für das Argument verwenden wir, dass

tan arg z =
=z
<z

=
b
a

⇒ b = a tan arg z

und analog für w. Bei der Berechnung des Produktes behandeln wir nur den Fall a , 0 und c , 0,
was uns ermöglicht, den Bruch durch ac zu kürzen:

tan arg wz =
=wz
<wz

=
ad + bc
ac − bd

=

d
c + b

a

1 − b
a

d
c

=
tan arg z + tan arg w

1 + tan arg z · tan arg w
= tan

(
arg z + arg w

)
.

Im letzten Schritt haben wir die Additionsformel für den Tangens verwendet. Daraus liest man ab,
dass das Argument eines Produkts die Summe der Argumente ist. Die Multiplikation mit einer festen
komplexen Zahl führt also mit der ganzen komplexen Ebene eine Drehstreckung durch. Auf diese
geometrische Beschreibung der Multiplikation werden wir zurückkommen, wenn wir die komplexen
Zahlen als Matrizen beschreiben wollen.

Algebraische Vollständigkeit

Die komplexen Zahlen C sind als Erweiterung von R so konstruiert worden, dass die Gleichung
x2 + 1 = 0 eine Lösung hat. Etwas überraschend ist dagegen, dass in dieser Erweiterung jetzt jede
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beliebige algebraische Gleichung lösbar geworden. Dies ist der Inhalt des Fundamentalsatzes der
Algebra.

Satz 1.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Jede algebraische Gleichung der Form

p(x) = xn + an−1xn−1 + a1x + a0 = 0, ak ∈ C
mit komplexen Koeffizienten hat n möglicherweise mit Vielfachheit gezähle Nullstellen α1, . . . , αm,
d. h. das Polynom p(x) lässt sich in Linearfaktoren

p(x) = (x − α1)k1 (x − α2)k2 · . . . · (x − αm)km

zerlegen, wobei k1 + k2 + · · · + km = n. Die Zahlen k j heisst die Vielfachheit der Nullstelle α j.

Der Fundamentalsatz der Algebra wurde erstmals von Carl Friedrich Gauss bewiesen. Seither
sind viele alternative Beweise mit Methoden aus den verschiedensten Gebieten der Mathematik
gegeben worden. Etwas salopp könnten man sagen, dass der Fundamentalsatz ausdrückt, dass die
Konstruktion der Zahlensysteme mit C abgeschlossen ist, soweit damit die Lösbarkeit beliebiger
Gleichungen angestrebt ist.

Quaternionen und Octonionen

Die komplexen Zahlen ermöglichen eine sehr effiziente Beschreibung geometrischer Abbildungen
wie Translationen, Spiegelungen und Drehstreckungen in der Ebene. Es drängt sich damit die Frage
auf, ob sich C so erweitern lässt, dass man damit auch Drehungen im dreidimensionalen Raum
beschreiben könnte. Da Drehungen um verschiedene Achsen nicht vertauschen, kann eine solche
Erweiterung nicht mehr kommutativ sein.

William Rowan Hamilton propagierte ab 1843 eine Erweiterung von C mit zwei zusätzlichen
Einheiten j und k mit den nichtkommutativen Relationen

i2 = j2 = k2 = i jk = −1. (1.7)

Er nannte die Menge aller Linearkombinationen

H = {a0 + a1i + a2 j + a3k | al ∈ R}
die Quaternionen, die Einheiten i, j und k heissen auch Einheitsquaternionen. Konjugation, Betrag
und Division können ganz ähnlich wie bei den komplexen Zahlen definiert werden und machen
H zu einer sogenannten Divisionsalgebra. Alle Rechenregeln mit Ausnahme der Kommutativität
der Multiplikation sind weiterhin gültig und durch jede von 0 verschiedene Quaternion kann auch
dividiert werden.

Aus den Regeln für die Quadrate der Einheiten in (1.7) folgt zum Beispiel i−1 = −i, j−1 = − j
und k−1 = −k. Die letzte Bedingung liefert daraus

i jk = −1 ⇒



i j = i jkk−1 = −1k−1 = k

i2 jk = −i = − jk

− j2k = − ji = k

Aus den Relationen (1.7) folgt also insbesondere auch, dass i j = − ji. Ebenso kann abgeleitet werden,
dass jk = −k j und ik = −ki. Man sagt, die Einheiten sind antikommutativ.
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Die Beschreibung von Drehungen mit Quaternionen ist in der Computergraphik sehr beliebt, weil
eine Quaternion mit nur vier Komponenten a0, . . . , a3 vollständig beschrieben ist. Eine Transforma-
tionsmatrix des dreidimensionalen Raumes enthält dagegen neun Koeffizienten, die vergleichsweise
komplizierte Abhängigkeiten erfüllen müssen. Quaternionen haben auch in weiteren Gebieten inter-
essante Anwendungen, zum Beispiel in der Quantenmechanik, wo antikommutierende Operatoren
bei der Beschreibung von Fermionen eine zentrale Rolle spielen.

Aus rein algebraischer Sicht kann man die Frage stellen, ob es eventuell auch noch grössere
Divisionsalgebren gibt, die H erweitern. Tatsächlich hat Arthur Cayley 1845 eine achtdimensionale
Algebra, die OktonionenO, mit vier weiteren Einheiten beschrieben. Allerdings sind die Oktonionen
nur beschränkt praktisch anwendbar. Grund dafür ist die Tatsache, dass die Multiplikation in O nicht
mehr assoziativ ist. Das Produkt von mehr als zwei Faktoren aus O ist von der Reihenfolge der
Ausführung der Multiplikationen abhängig.
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Kapitel 2

Vektoren und Matrizen

2.1 Lineare Algebra
In diesem Abschnitt tragen wir die bekannten Resultate der linearen Algebra zusammen. Meistens
lernt man diese zuerst für Vektoren und Gleichungssyteme mit reellen Variablen. In der linearen
Algebra werden aber nur die arithmetischen Grundoperationen verwendet, es gibt also keinen Grund,
warum sich die Theorie nicht über einem beliebigen Zahlenkörper entwickeln lassen sollte. Die in
Kapitel 4 untersuchten endlichen Körper sind zum Beispiel besser geeignet für Anwendungen in
der Kryptographie oder für die diskrete schnelle Fourier-Transformation. Daher geht es in diesem
Abschnitt weniger darum alles herzuleiten, sondern vor allem darum, die Konzepte in Erinnerung zu
rufen und so zu formulieren, dass offensichtlich wird, dass alles mit einem beliebigen Zahlkörper k
funktioniert.

2.1.1 Vektoren

Koordinatensysteme haben ermöglicht, Punkte als Zahlenpaare zu beschreiben. Dies ermöglicht,
geometrische Eigenschaften als Gleichungen auszudrücken, aber mit Punkten kann man trotzdem
noch nicht rechnen. Ein Vektor fasst die Koordinaten eines Punktes in einem Objekt zusammen,
mit dem man auch rechnen und zum Beispiel Parallelverschiebungen algebraisieren kann. Um auch
Streckungen ausdrücken zu können, wird auch eine Menge von Streckungsfaktoren benötigt, mit
denen alle Komponenten eines Vektors multipliziert werden können. Sie heissen auch Skalare und
liegen in k.

Zeilen- und Spaltenvektoren

Vektoren sind Tupel von Elementen aus k.

Definition 2.1. Ein n-dimensionaler Spaltenvektor ist ein n-Tupel von Zahlen aus k geschrieben als

v =



v1
v2
...

vn


∈ kn.
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Ein m-dimensionaler Zeilenvektor wird geschrieben als

u =
(
u1 u2 . . . um

)
∈ km.

Für Vektoren gleicher Dimension sind zwei Rechenoperationen definiert. Die Addition von Vek-
toren a, a ∈ kn und die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar λ ∈ k erfolgt elementweise:

a + b =



a1
...

an


+



b1
...

bn


=



a1 + b1
...

an + bn


, λa = λ



a1
...

an


=



λa1
...
λan


.

Die üblichen Rechenregeln sind erfüllt, nämlich

Kommutativität: a + b = b + a ∀a, b ∈ V

Assoziativgesetze: (a + b) + c = a + (b + c) (λµ)a = λ(µa) ∀a, b, c ∈ V, λ, µ ∈ k
Distributivgesetze: λ(a + b) = λa + λb (λ + µ)a = λa + µa ∀a, b ∈ V, λ, µ ∈ k.

(2.1)

Diese Gesetze drücken aus, dass man mit Vektoren so rechnen kann, wie man das in der Algebra
gelernt hat, mit der einzigen Einschränkung, dass man Skalare immer links von Vektoren schreiben
muss. Die Distributivgesetze zum Beispiel sagen, dass man Ausmultipilizieren oder Ausklammern
kann genauso wie in Ausdrücken, die nur Zahlen enthalten.

Man beachte, dass es im allgemeinen kein Produkt von Vektoren gibt. Das aus der Vektorgeo-
metrie bekannte Vektorprodukt ist eine Spezialität des dreidimensionalen Raumes, es gibt keine
Entsprechung dafür in anderen Dimensionen.

Standardbasisvektoren

In kn findet man eine Menge von speziellen Vektoren, durch die man alle anderen Vektoren aus-
drücken kann. Mit den sogenannten Standardbasisvektoren

e1 =



1
0
...
0


, e2 =



0
1
...
0


, . . . , en =



0
0
...
1



kann der Vektor a ∈ kn als

a =



a1
a2
...

an


= a1



1
0
...
0


+ a2



0
1
...
0


+ · · · + an



0
0
...
1


= a1e1 + a2e2 + · · · + anen

ausgedrückt werden.

Vektorraum

Die Rechnungen, die man gemäss der Rechengesetze (2.1) anstellen kann, verlangen nicht, dass
Elemente a und b, mit denen man da rechnet, Zeilen- oder Spaltenvektoren sind. Jede Art von ma-
thematischem Objekt, mit dem man so rechen kann, kann als (abstrakter) Vektor betrachtet werden.
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Definition 2.2. Eine Menge V von Objekten, auf der zwei Operationen definiert, nämlich die Addi-
tion, geschrieben a + b für a, b ∈ V und die Multiplikation mit Skalaren, geschrieben λa für a ∈ V
und λ ∈ k, heisst ein k-Vektorraum oder Vektorraum über k (oder einfach nur Vektorraum, wenn k
aus dem Kontext klar sind), wenn die Rechenregeln (2.1) gelten

Die Mengen von Spaltenvektoren kn sind ganz offensichtlich Vektorräume. Die in Kapitel 3
studierten Mengen von Polynomen mit Koeffizienten in k sind ebenfalls Vektorräume.

Beispiel. Die Zahlenmenge C ist ein R-Vektorraum. Elemente von C können addiert und mit reellen
Zahlen multipliziert werden. Die Rechenregeln für die komplexen Zahlen umfassen auch alle Regeln
(2.1), also ist C ein Vektorraum über R. ©
Beispiel. Die Menge C([a, b]) der stetigen Funktionen [a, b]→ R bildet ein Vektorraum. Funktionen
können addiert und mit reellen Zahlen multipliziert werden:

( f + g)(x) = f (x) + g(x) und (λ f )(x) = λ f (x).

Dies reicht aber noch nicht ganz, denn f + g und λ f müssen ausserdem auch stetige Funktionen
sein. Das dem so ist, lernt man in der Analysis. Die Vektorraum-Rechenregeln (2.1) sind ebenfalls
erfüllt. ©

Die Beispiele zeigen, dass der Begriff des Vektorraums die algebraischen Eigenschaften eine
grosse Zahl sehr verschiedenartiger mathematischer Objekte beschreiben kann. Alle Erkenntnisse,
die man ausschliesslich aus Vekotorraumeigenschaften gewonnen hat, sind auf alle diese Objekte
übertragbar. Im folgenden werden wir alle Aussagen für einen Vektorraum V formulieren, wenn wir
die Darstellung als Tupel kn nicht brauchen.

Gleichungssysteme in Vektorform

Die Vektorraum-Operationen erlauben nun auch, lineare Gleichungssysteme in Vektorform zu schrei-
ben:

a11x1 + . . . + a1nxn = b1
...

. . .
...

...
am1x1 + . . . + a1nxn = bm


⇒ x1



a11
...

am1


+ · · · + xn



a1n
...

amn


=



b1
...

bm


(2.2)

Die rechte Seite von (2.2) ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren.

Definition 2.3. Eine Linearkombination der Vektoren v1, . . . , vn ∈ V ist ein Ausdruck der Form

v = λ1v1 + · · · + λnvn

mit λ1, . . . , λn ∈ k.
Die Menge aller Vektoren, die sich als Linearkombinationen einer gegebenen Menge ausdrücken

lässt, heisst der aufgespannte Raum.

Definition 2.4. Sind a1, . . . , an ∈ V Vektoren, dann heisst die Menge

〈a1, . . . , an〉 = {x1a1 + · · · + xnan | x1, . . . , xn ∈ k}
aller Vektoren, die sich durch Linearkombination aus den Vektoren a1, . . . , an gewinnen lassen, der
von a1, . . . , an aufgespannte Raum.
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Lineare Abhängigkeit

Die Gleichung (2.2) drückt aus, dass sich der Vektor b auf der rechten Seite als Linearkombination
der Spaltenvektoren ausdrücken lässt. Oft ist eine solche Darstellung auf nur eine Art und Weise
möglich. Betrachten wir daher jetzt den Fall, dass es zwei verschiedene Linearkombinationen der
Vektoren a1, . . . , an gibt, die beide den Vektor b ergeben. Deren Differenz ist

x1a1 + . . . + xnan = b
x′1a1 + . . . + x′nan = b

}
⇒ (x1 − x′1︸  ︷︷  ︸

λ1

)a1 + · · · + (xn − x′n︸  ︷︷  ︸
λn

)an = 0. (2.3)

Die Frage, ob ein Gleichungssystem genau eine Lösung hat, hängt also damit zusammen, ob es
Zahlen λ1, . . . , λn gibt, für die die Gleichung erfüllt ist.

Definition 2.5. Die Vektoren a1, . . . , an heissen linear abhängig, wenn es Zahlen λ1, . . . , λn ∈ k gibt,
die nicht alle 0 sind, so dass

λ1a1 + · · · + λnan = 0. (2.4)

Die Vektoren heissen linear abhängig, wenn aus (2.4) folgt, dass alle λ1, . . . , λn = 0 sind.

Lineare Abhängigkeit der Vektoren a1, . . . , an bedeutet auch, dass man einzelne der Vektoren
durch andere ausdrücken kann. Hat man nämlich eine Linearkombination (2.4) und ist der Koeffizi-
ent λk , 0, dann kann man nach ak auflösen:

ak = − 1
λk

(λ1a1 + · · · + λ̂kak + · · · + λnan).

Darin bedeutet der Hut, dass der entsprechende Term weggelassen werden muss. Da dies für jeden
von 0 verschiedenen Koeffizienten möglich ist, sagt man eben nicht, ak ist linear abhängig von den
anderen, sondern man sagt a1, . . . , an sind (untereinander) linear abhängig.

Basis

Ein lineares Gleichungssystem fragt danach, ob und wie ein Vektor b als Linearkombination der
Vektoren a1, . . . , an ausgedrückt werden kann. Wenn dies eindeutig möglich ist, dann haben die
Vektoren a1, . . . , an offenbar eine besondere Bedeutung.

Definition 2.6. Eine linear unabhängig Menge von Vektoren B = {a1, . . . , an} ⊂ V heisst Basis von
V. Die maximale Anzahl linear unabhängiger Vektoren in V heisst Dimension von V.

Die Standardbasisvektoren bilden eine Basis von V = kn.

Unterräume

Die Mengen 〈a1, . . . , an〉 sind Teilmengen von V , in denen die Addition von Vektoren und die Mul-
tiplikation mit Skalaren immer noch möglich ist.

Definition 2.7. Eine Teilmenge U ⊂ V heisst ein Unterraum von V, wenn U selbst ein k-Vektorraum
ist, also

a, b ∈ U ⇒ a + b ∈ U

a ∈ U, λ ∈ k ⇒ λa ∈ U

gilt.
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2.1.2 Matrizen
Die Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems finden in einem Zeilen- oder Spaltenvektor nicht
Platz. Wir erweitern das Konzept daher in einer Art, dass Zeilen- und Spaltenvektoren Spezialfälle
sind.

Definition einer Matrix

Definition 2.8. Eine m × n-Matrix A (über k) ist rechteckiges Schema

A =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn



mit ai j ∈ k. Die Menge aller m × n-Matrizen wird mit

Mm×n(k) = {A | A ist eine m × n-Matrix}.

Falls m = n gilt, heisst die Matrix A auch quadratisch Man kürzt die Menge der quadratischen
Matrizen als Mn(k) = Mn×n(k) ab.

Die m-dimensionalen Spaltenvektoren v ∈ km sind m×1-Matrizen v ∈ Mn×1(k), die n-dimensionalen
Zeilenvetoren u ∈ kn sind 1 × n-Matrizen v ∈ M1×n(k). Eine m × n-Matrix A mit den Koeffizienten
ai j besteht aus den n Spaltenvektoren

a1 =



a11
a21
...

am1


, a2 =



a12
a22
...

am2


, . . . , an =



a1n

a2n
...

amn


.

Sie besteht auch aus den m Zeilenvektoren
(
ak1 ak2 . . . akn

)

mit k = 1, . . . ,m.

Addition und Multiplikation mit Skalaren

Die m × n-Matrizen Mm×n(k) bilden eine Vektorraum, die Addition von Matrizen und die Multipli-
kation wird wie folgt definiert.

Definition 2.9. Sind A, B ∈ Mm×n(k) und λ ∈ k, dann setzt man

A + B =



a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n
...

...
. . .

...
am1 + bm1 am2 + bm2 . . . amn + bmn


und λA =



λa11 λa12 . . . λa1n

λa21 λa22 . . . λa2n
...

...
. . .

...
λam1 λam2 . . . λamn


.
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Multiplikation

Will man ein lineares Gleichungssystem mit Hilfe der Matrix A der Koeffizienten schreiben, be-
kommt es die Form Ax = b, wobei der Vektor der rechten Seiten ist, und x ein Vektor von unbekann-
ten Zahlen. Dies ist jedoch nur sinnvoll, wenn das Produkt Ax sinnvoll definiert werden kann.

Definition 2.10. Eine m × n-Matrix A ∈ Mm×n(k) und eine n × l-Matrix B ∈ Mn×l(k) haben als
Produkt eine n × l-Matrix C = AB ∈ Mn×l(k) mit den Koeffizienten

ci j =

n∑

k=1

aikbk j. (2.5)

Die Koeffizienten aik kommen aus der Zeile i von A, die Koeffizienten bk j stehen in der Spalte j
von B, die Multiplikationsregel (2.5) besagt also, dass das Element ci j entsteht als das Produkt der
Zeile i von A mit der Spalte j von C.

Einheitsmatrix

Welche m × m-Matrix I ∈ Mm(k) hat die Eigenschaft, dass IA = A für jede beliebige Matrix A ∈
Mm×n(k). Wir bezeichnen die Einträge von I mit δi j. Die Bedingung IA = A bedeutet

ai j = δi1a1 j + · · · + δimam j,

Da auf der linken Seite nur ai j vorkommt, müssen alle Terme auf der rechten Seite verschwinden
ausser dem Term mit ai j, dessen Koeffizient δii = 1 sein muss. Die Koeffizienten sind daher

δi j =


1 i = j
0 sonst

Die Zahlen δi j heissen auch das Kronecker-Symbol oder Kronecker-Delta. Die Matrix I hat die Ein-
träge δi j und heisst die Einheitsmatrix

I =



1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


.

2.1.3 Gleichungssysteme
Lineare Gleichungssysteme haben wir bereits in Vektorform geschrieben. Matrizen wurden einge-
führt, um sie noch kompakter in der Matrixform Ax = b zu schreiben. In diesem Abschnitt sollen die
bekannten Resultate über die Lösung von linearen Gleichungssytemen zusammengetragen werden.

Eindeutige Lösung

Mit Hilfe der Vektorform eines linearen Gleichungssystems wurde gezeigt, dass die Lösung genau
dann eindeutig ist, wenn die Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix linear unabhängig sind. Dies
bedeutet, dass das Gleichungssystem

a11x1 + . . . + a1nxn = 0
...

. . .
...

...
am1x1 + . . . + amnxn = 0

(2.6)
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eine nichttriviale Lösung haben muss. Das Gleichungssystem Ax = b ist also genau dann eindeutig
lösbar, wenn das homogene Gleichungssystem Ax = 0 nur die Nulllösung hat.

Inhomogene und homogene Gleichungssysteme

Ein Gleichungssystem mit 0 auf der rechten Seite ist also bereits ausreichend um zu entscheiden,
ob die Lösung eindeutig ist. Ein Gleichungssystem mit rechter Seite 0 heisst homogen. Zu jedem
inhomogenen Gleichungssystem Ax = b mit b , 0 ist Ax = 0 das zugehörige homogene Glei-
chungssystem.

Ein homogenes Gleichungssytem Ax = 0 hat immer mindestens die Lösung x = 0, man nennt
sie auch die triviale Lösung. Eine Lösung x , 0 heisst auch eine nichttriviale Lösung. Die Lösungen
eines inhomgenen Gleichungssystem Ax = b ist also nur dann eindeutig, wenn das zugehörige
homogene Gleichungssystem eine nichttriviale Lösung hat.

Gauss-Algorithmus

Der Gauss-Algorithmus oder genauer Gausssche Eliminations-Algorithmus löst ein lineare Glei-
chungssystem der Form (2.2). Die Koeffizienten werden dazu in das Tableau

a11 . . . a1n b1
...

. . .
...

...
am1 . . . amn bm

geschrieben. Die vertikale Linie erinnert an die Position des Gleichheitszeichens. Es beinhaltet alle
Informationen zur Durchführung des Algorithmus. Der Algorithmus is so gestaltet, dass er nicht
mehr Speicher als das Tableau benötigt, alle Schritte operieren direkt auf den Daten des Tableaus.

In jedem Schritt des Algorithmus wird zunächst eine Zeile i und Spalte j ausgewählt, das Ele-
mente ai j heisst das Pivotelement. Die Pivotdivision

a11 . . . a1 j . . . a1n b1
...

...
. . .

...
...

ai1 . . . ai j . . . ain bi
...

...
. . .

...
...

am1 . . . am j . . . amn bm

→

a11 . . . a1 j . . . a1n b1
...

...
. . .

...
...

ai1
ai j

. . . 1 . . . ain
ai j

bi
ai j

...
...

. . .
...

...
am1 . . . am j . . . amn bm

stellt sicher, dass das Pivot-Element zu 1 wird. Dies ist gleichbedeutend mit der Auflösung der
Gleichung i noch der Variablen x j. Mit der Zeilensubtraktion auf Zeile k , i können die Einträge in
der Spalte j zu Null gemacht werden. Dazu wird das ak j-fache der Zeile i von Zeile k subtrahiert:

...
...

. . .
...

...
ai1 . . . 1 . . . ain bi
...

...
. . .

...
...

ak1 . . . ak j . . . akn bm
...

...
. . .

...
...

→

...
...

. . .
...

...
ai1 . . . 1 . . . ain bi
...

...
. . .

...
...

ak1 − ak jai1 . . . 0 . . . akn − ak jain bm − ak jbn
...

...
. . .

...
...

Typischerweise werden nach jeder Pivotdivision mehrer Zeilensubtraktionen durchgeführt um alle
anderen Elemente der Pivotspalte ausser dem Pivotelement zu 0 zu machen. Beide Operationen
können in einem Durchgang durchgeführt werden.
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Vorwärtsreduktion

Rückwärtseinsetzen

Abbildung 2.1: Zweckmässiger Ablauf der Berechnung des Gauss-Algorithmus. Falls in einer Spalte
kein weiteres von 0 verschiedenes Pivotelement zur Verfügung steht, wird die Zeile übersprungen.
Weisse Felder enthalten 0, dunkelgraue 1. Die roten Kreise bezeichnen Pivot-Elemente, die blauen
Felder die mit einer Zeilensubtraktion zu 0 gemacht werden sollen.

Die beiden Operationen Pivotdivision und Zeilensubtraktion werden jetzt kombiniert um im lin-
ken Teil des Tableaus möglichst viele Nullen und Einsen zu erzeugen. Im Idealfall wird ein Tableau
der Form

1 0 . . . 0 u1
0 1 . . . 0 u2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 um

erreicht, was natürlich nur m = n möglich ist. Interpretiert man die Zeilen dieses Tableaus wieder
als Gleichungen, dann liefert die Zeile i den Wert xi = ui für die Variable i. Die Lösung kann also in
der Spalte rechts abgelesen werden.

Die effizienteste Strategie für die Verwendung der beiden Operationen ist in Abbildung 2.1 dar-
gestellt. In der Phase der Vorwärtsreduktion werden Pivotelemente von links nach rechts möglichst
auf der Diagonale gewählt und mit Zeilensubtraktionen die darunterliegenden Spalten freigeräumt.
Während des Rückwärtseinsetzens werden die gleichen Pivotelemente von rechts nach links genutzt,
um mit Zeilensubtraktionen auch die Spalten über den Pivotelemnten frei zu räumen. Wenn in einer
Spalte kein von 0 verschiedenes Element als Pivotelement zur Verfügung steht, wird diese Spalte
übersprungen. Die so erzeuge Tableau-Form heisst auch die reduzierte Zeilenstufenform (reduced
row echelon form, RREF).

Da der Ablauf des Gauss-Algorithmus vollständig von den Koeffizienten der Matrix A bestimmt
ist, kann er gleichzeitig für mehrere Spalten auf der rechten Seite oder ganz ohne rechte Seite durch-
geführt werden.
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Lösungsmenge

Die Spalten, in denen im Laufe des Gauss-Algorithmus kein Pivotelement gefunden werden kann,
gehören zu Variablen, nach denen sich das Gleichungssystem nicht auflösen lässt. Diese Variablen
sind daher nicht bestimmt, sie können beliebig gewählt werden. Alle anderen Variablen sind durch
diese frei wählbaren Variablen bestimmt.

Für ein Gleichungssystem Ax = b mit Schlusstableau

x1 x2 . . . x ji−1 x j1 x j1+1 . . . x j2−1 x j2 . . . x jk
1 0 . . . 0 c1 j1 0 . . . 0 c1 j2 . . . c1 jk d1
0 1 . . . 0 c2 j1 0 . . . 0 c2 j2 . . . c1 jk d2
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . 1 ci1, j1 0 . . . 0 ci1, j2 . . . ci1 jk di1
0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 ci1+1, j2 . . . ci1+1, jk di1+1
...

...
. . .

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 ci2, j2 . . . ci2 jk di2
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 . . . ci2+1, jk di2+1
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 dm

(2.7)

mit den k frei wählbaren Variablen x j1 , x j2 , . . . , x jk kann die Lösungsmenge als

L =





d1
d2
...

di1
di1+1
...

di2
di2+1
...

dm



+ x j1



−c1 j1
−c2 j1
...

−ci1, j1
1
...
0
0
...
0



+ x j1



−c1 j2
−c2 j2
...

−c j1, j2
−c j1+1, j2

...
−ci2, j2

1
...
0



+ · · · + x jk



−c1 jk
−c2 jk
...

−c j1, jk
−c j1+1, jk

...
−ci2, jk
−ci2+1, jk

...
0



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xi1 , xi2 , . . . , xik ∈ k



geschrieben werden. Insbesondere ist die Lösungsmenge k-dimensional.

Inverse Matrix

Zu jeder quadratischen Matrix A ∈ Mn(k) kann man versuchen, die Gleichungen

Ac1 = e1, Ac2 = e2, . . . , Acn = en

mit den Standardbasisvektoren ei als rechten Seiten zu lösen, wobei die ci Vektoren in kn sind. Diese
Vektoren kann man mit Hilfe des Gauss-Algorithmus finden:

a11 a12 . . . a1n 1 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 1

→
1 0 . . . 0 c11 c12 . . . c1n

0 1 . . . 0 c21 c22 . . . c2n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1 cn1 cn2 . . . cnn
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Die Vektoren ck sind die Spaltenvektoren der Matrix C mit den Einträgen ci j.
Mit den Vektoren ck können jetzt beliebige inhomogene Gleichungssysteme Ax = b gelöst wer-

den. Da b = b1e1 + b2e2 + · · · + bnen, kann man die Lösung x als x = b1c1 + b2c2 + · · · + bncn

konstruieren. Tatsächlich gilt

Ax = A(b1c1 + b2c2 + · · · + bncn)
= b1Ac1 + b2Cc2 + · · · + bnAcn

= b1e1 + b2e2 + · · · + bnen = b.

Die Linearkombination x = b1c1 + · · · + bncn kann in Vektorform als x = Cb geschrieben werden.
Die Konstruktion von C bedeutet auch, dass AC = E, daher heisst C auch die zu A inverse

Matrix. Sie wird auch C = A−1 geschrieben.
Die Definition der inversen Matrix stellt sicher, dass AA−1 = I gilt, daraus folgt aber noch nicht,

dass auch A−1A = I ist. Diese Eigenschaft kann man jedoch wie folgt erhalten. Sei C die inverse
Matrix von A, also AC = I. Sei weiter D die inverse Matrix von C, also CD = I. Dann ist zunächst
A = AE = A(CD) = (AC)D = ID = D und weiter CA = CD = I. Mit der Bezeichnung C = A−1

erhalten wir also auch A−1A = I.
Die Eigenschaften der Matrizenmultiplikation stellen sicher, dass die Menge der invertierbaren

Matrizen eine Struktur bilden, die man Gruppe nennt, die in Abschnitt 2.3.1 genauer untersucht wird.
In diesem Zusammenhang wird dann auf Seite 47 die Eigenschaft A−1A = I ganz allgemein gezeigt.

Determinante

XXX TODO

2.1.4 Lineare Abbildungen
Der besondere Nutzen der Matrizen ist, dass sie auch lineare Abbildungen zwischen Vektorräumen
beschreiben können. In diesem Abschnitt werden lineare Abbildungen abstrakt definiert und die
Darstellung als Matrix mit Hilfe einer Basis eingeführt.

Definition

Eine lineare Abbildung zwischen Vektorräumen muss so gestaltet sein, dass die Operationen des
Vektorraums erhalten bleiben. Dies wird von der folgenden Definition erreicht.

Definition 2.11. Eine Abbildung f : V → U zwischen Vektorräumen V und U heisst linear, wenn

f (v + w) = f (v) + f (w) ∀v,w ∈ V

f (λv) = λ f (v) ∀v ∈ V, λ ∈ k
gilt.

Lineare Abbildungen sind in der Mathematik sehr verbreitet.

Beispiel. Sie V = C1([a, b]) die Menge der stetig differenzierbaren Funktionen auf dem Intervall
[a, b] und U = C([a, b]) die Menge der stetigen Funktion aif [a, b]. Die Ableitung d

dx macht aus
einer Funktion f (x) die Ableitung f ′(x). Die Rechenregeln für die Ableitung stellen sicher, dass

d
dx

: C1([a, b])→ C([a, b]) : f 7→ f ′
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eine lineare Abbildung ist. ©

Beispiel. Sei V die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen auf dem Intervall [a, b] und U =

R. Das bestimmte Integral ∫ b

a
: V → U : f 7→

∫ b

a
f (x) dx

ist nach den bekannten Rechenregeln für bestimmte Integrale eine lineare Abbildung. ©

Matrix

Um mit linearen Abbildungen rechnen zu können, ist eine Darstellung mit Hilfe von Matrizen nötig.
Sei also B = {b1, . . . , bn} eine Basis von V und C = {c1, . . . , cm} eine Basis von U. Das Bild des Ba-
sisvektors bi kann als Linearkombination der Vektoren c1, . . . , cm dargestellt werden. Wir verwenden
die Bezeichnung

f (bi) = a1ic1 + · · · + amicm.

Die lineare Abbildung f bildet den Vektor x mit Koordinaten x1, . . . , xn ab auf

f (x) = f (x1b1 + . . . xnbn)
= x1 f (b1) + . . . xn f (bn)
= x1(a11c1 + · · · + am1cm) + · · · + xn(a1nc1 + · · · + amncm)
= (a11x1 + · · · + a1nxn)c1 + · · · + (am1x1 + · · · + amnxn)cm

Die Koordinaten von f (x) in der Basis C in U sind also gegeben durch das Matrizenprodukt Ax,
wenn x der Spaltenvektor aus den Koordinaten in der Basis B in V ist.

Die Matrix einer linearen Abbildung macht Aussagen über eine lineare Abbilung der Rechnung
zugänglich. Allerdings hängt die Matrix einer linearen Abbildung von der Wahl der Basis ab. Gleich-
zeitig ist dies eine Chance, durch Wahl einer geeigneten Basis kann man eine Matrix in eine Form
bringen, die zur Lösung eines Problems optimal geeignet ist.

Basiswechsel

In einem Vektorraum V seien zwei BasenB = {b1, . . . , bn} undB′ = {b′1, . . . , b′n} gegeben. Ein Vektor
v ∈ V kann in beiden beiden Basen dargestellt werden. Wir bezeichnen mit dem Spaltenvektor x die
Koordinaten von v in der Basis B und mit dem Spaltenvektor x′ die Koordinaten in der Basisi B′.
Um die Koordinaten umzurechnen, muss man die Gleichung

x1b1 + · · · + xnbn = x′1b′1 + · · · + x′nb′n (2.8)

lösen.
Stellt man sich die Vektoren bi und b′j als m-dimensionale Spaltenvektoren vor mit m ≥ n, dann

bekommt (2.8) die Form eines Gleichungssystems

b11x1 + . . . + b1nxn = b′11x′1 + . . . + b′1nx′n
...

. . .
...

...
. . .

...
bm1x1 + . . . + bmnxn = b′m1x′1 + . . . + b′mnx′n
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Dieses Gleichungssystem kann man mit Hilfe eines Gauss-Tableaus lösen. Wir schreiben die zuge-
hörigen Variablen

x1 . . . xn x′1 . . . x′n
b11 . . . b1n b′11 . . . v′1n
...

. . .
...

...
. . .

...

bn1 . . . bnn b′n1 . . . v′nn

bn+1,1 . . . bn+1,n b′n+1,1 . . . v′n+1,n
...

. . .
...

...
. . .

...

bm1 . . . bmn b′m1 . . . v′mn

→

x1 . . . xn x′1 . . . x′n
1 . . . 0 t11 . . . t1n
...

. . .
...

...
. . .

...

0 . . . 1 tn1 . . . tnn

0 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 . . . 0 0 . . . 0

Das rechte untere Teiltableau enthält lauter Nullen genau dann, wenn jeder Vektor in V sich in beiden
Mengen B und B′ ausdrücken lässt. Dies folgt aber aus der Tatsache, dass B und B′ beide Basen
sind, also insbesondere den gleichen Raum aufspannen. Die n × n-Matrix T mit Komponenten ti j

rechnet Koordinaten in der Basis B′ um in Koordinaten in der Basis B.

Umkehrabbbildung

Sei f eine umkehrbare lineare Abbildung U → V und g : V → U. die zugehörige Umkehrabbildung.
Für zwei Vektoren u und w in U gibt es daher Vektoren a = g(u) und b = g(w) in V derart, dass
f (a) = u und f (b) = w. Weil f linear ist, folgt daraus f (a + b) = u + w und f (λa) = λa für jedes
λ ∈ k. Damit kann man jetzt

g(u + w) = g( f (a) + f (b)) = g( f (a + b)) = a + b = g(u) + g(w)
g(λu) = g(λ f (a)) = g( f (λa)) = λa = λg(u)

berechnen, was zeigt, dass auch g eine lineare Abbildung ist. Hat f in geeignet gewählten Basen die
Matrix F, dann hat die Umkehrabbildung g = f −1 die Matrix G = F−1. Da auch f (g(y)) = y gilt für
jeden Vektor y ∈ V folgt, dass FF−1 = E und F−1F = E.

Kern und Bild

Für die Eindeutigkeit der Lösung eines linearen Gleichungssytems ist entscheidend, ob das zugehö-
rige homogene Gleichungssystem Ax = 0 eine nichttriviale Lösung hat. Seine Lösungmenge spielt
also eine besondere Rolle, was rechtfertigt, ihr einen Namen zu geben.

Definition 2.12. Ist f eine lineare Abbildung U → V, dann heisst die Menge

ker f = {x ∈ U | f (x) = 0}
der Kern oder Nullraum der linearen Abbildung f . Ist A ∈ Mm×n(k) Matrix, dann gehört dazu eine
lineare Abbildung f : kn → km. Der Kern oder Nullraum der Matrix A ist die Menge

ker A = {x ∈ km | Ax = 0}.
Der Kern ist ein Unterraum, denn für zwei Vektoren u,w ∈ ker f

f (u + v) = f (u) + f (v) = 0 + 0 = 0 ⇒ u + v ∈ ker f

f (λu) = λ f (u) = λ · 0 = 0 ⇒ λu ∈ ker f
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gilt.
Ob ein Gleichungssystem Ax = b überhaupt eine Lösung hat, hängt davon, ob der Vektor b als

Bild der durch A beschriebenen linearen Abbildung kn → km enthalten ist. Wir definieren daher das
Bild einer linearen Abbildung oder Matrix.

Definition 2.13. Ist f : V → U eine lineare Abbildung dann ist das Bild von f der Unterraum

im f = { f (v) | v ∈ V} ⊂ U

von U. Das Bild einer m × n-Matrix A ist die Menge

im A = {Av | v ∈ kn} ⊂ km.

Zwei Vektoren a, b ∈ im f haben Urbilder u,w ∈ V mit f (u) = a und f (w) = b. Für Summe und
Multiplikation mit Skalaren folgt

a + b = f (u) + f (v) = f (u + v) ⇒ a + b ∈ im f

λa = λ f (u) = f (λu) ⇒ λa ∈ im f ,

also ist auch das Bild im f ein Unterraum von U. Das Bild der Matrix A ist der Unterraum

{x1 f (b1) + . . . xn f (bn)|xi ∈ k} = 〈 f (b1), . . . , f (bn)〉 = 〈a1, . . . , an〉
von km, aufgespannt von den Spaltenvektoren ai von A.

Rang und Defekt

Die Dimensionen von Bild und Kern sind wichtige Kennzahlen einer Matrix.

Definition 2.14. Sei A eine Matrix A ∈ Mm×n(k). Der Rang der Matrix A ist die Dimension des
Bildraumes von A: rank A = dim im A. Der Defekt der Matrix A ist die Dimension des Kernes von
A: def A = dim ker A.

Da der Kern mit Hilfe des Gauss-Algorithmus bestimmt werden kann, können Rang und Defekt
aus dem Schlusstableau eines homogenen Gleichungssystems mit A als Koeffizientenmatrix abgele-
sen werden.

Satz 2.15. Ist A ∈ Mm×n(k) eine m × n-Matrix, dann gilt

rank A = n − def A.

Quotient

TODO: im A ' km/ ker A

2.2 Skalarprodukt
In der bisher dargestellten Form ist die lineare Algebra nicht in der Lage, unsere vom Abstands-
begriff dominierte Geometrie adäquat darzustellen. Als zusätzliches Hilfsmittel wird eine Methode
benötigt, Längen und Winkel auszudrücken. Das Skalarprodukt passt in den algebraischen Rahmen
der linearen Algebra, bringt aber auch einen Abstandsbegriff hervor, der genau der geometrischen
Intuition entspricht.
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2.2.1 Bilinearformen und Skalarprodukte
Damit man mit einem Skalarprodukt rechnen kann wie mit jedem anderen Produkt, müssen man auf
beiden Seiten des Zeichesn ausmultiplizieren können:

(λx1 + µx2) · y = λx1 · y + µx2 · y
x · (λy1 + µy2) = λx · y1 + µx · y2.

Man kann dies interpretieren als Linearität der Abbildungen x 7→ x · y und y 7→ x · y. Dies wird
Bilinearität genannt und wie folgt definiert.

Definition 2.16. Seien U,V,W k-Vektorräume. Eine Abbildung f : U ×V → W heisst bilinear, wenn
die partiellen Abbildungen U → W : x 7→ f (x, y0) und V → W : y 7→ f (x0, y) linear sind für alle
x0 ∈ U und y0 ∈ V, d. h.

f (λx1 + µx2, y) = λ f (x1, y) + µ f (x2, y)
f (x, λy1 + µy2) = λ f (x, y1) + µ f (x, y2)

Eine bilineare Funktion mit Werten in k heisst auch Bilinearform.

Symmetrische bilineare Funktionen

Das Skalarprodukt hängt nicht von der Reihenfolge der Faktoren ab. In Frage dafür kommen daher
nur Bilnearformen f : V × V → k, die zusätzlich f (x, y) = f (y, x) erfüllen. Solche Bilinearformen
heissen symmetrisch. Für eine symmetrische Bilinearform gilt die binomische Formel

f (x + y, x + y) = f (x, x + y) + f (y, x + y) = f (x, x) + f (x, y) + f (y, x) + f (y, y)
= f (x, x) + 2 f (x, y) + f (y, y)

wegen f (x, y) = f (y, x).

Positiv definite Bilinearformen und Skalarprodukt

Bilinearität alleine genügt nicht, um einen Vektorraum mit einem nützlichen Abstandsbegriff aus-
zustatten. Dazu müssen die berechneten Abstände vergleichbar sein, es muss also eine Ordnungs-
relation definiert sein, wie wir sie nur in R kennen. Wir sind daher gezwungen uns auf R- oder
Q-Vektorräume zu beschränken.

Man lernt in der Vektorgeometrie, dass sich mit einer Bilinearform f : V × V → R die Länge
eines Vektors x definieren lässt, indem man ‖x‖2 = f (x, x) setzt. Ausserdem muss f (x, x) ≥ 0 sein für
alle x, was die Bilinearität allein nicht garantieren kann. Verschiedene Punkte in einem Vektorraum
sollen in dem aus der Bilinearform abgeleiteten Abstandsbegriff immer unterscheidbar sein. Dazu
muss jeder von 0 verschiedene Vektor positive Länge haben.

Definition 2.17. Eine Bilinearform f : V × V → R heisst positiv definit, wenn

f (x, x) > 0 ∀x ∈ V \ {0}.

Das zugehörige Skalarprodukt wird f (x, y) = 〈x, y〉 geschrieben. Die l2-Norm ‖x‖2 eines Vektors ist
definiert durch ‖x‖22 = 〈x, x〉.
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Dreiecksungleichung

Damit man sinnvoll über Abstände sprechen kann, muss die Norm ‖ · ‖2 der geometrischen Intui-
tion folgen, die durch die Dreiecksungleichung ausgedrückt wird. In diesem Abschnitt soll gezeigt
werden, dass die l2-Norm diese immer erfüllt. Dazu sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt 〈 , 〉.

Satz 2.18 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Für x, y ∈ V gilt

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖2 · ‖y‖2

mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhängig sind.

Beweis. Wir die Norm von z = x − ty:

‖x − ty‖22 = ‖x‖22 − 2t〈x, y〉 + t2‖y‖22 ≥ 0.

Sie nimmt den kleinsten Wert genau dann an, wenn es ein t gibt derart, dass x = ty. Die rechte Seite
ist ein quadratischer Ausdruck in t, er hat sein Minimum bei

t = −−2〈x, y〉
2‖y‖22

⇒
∥∥∥∥∥x − 〈x, y〉‖y‖22

y
∥∥∥∥∥

2

2
= ‖x‖22 − 2

(〈x, y〉)2

‖y‖22
+

(〈x, y〉)2

‖y‖42
‖y‖22

= ‖x‖22 −
(〈x, y〉)2

‖y‖22
=
‖x‖22 · ‖y‖22 − (〈x, y〉)2

‖y‖22
≥ 0

Es folgt

⇒ ‖x‖22 · ‖y‖22 − (〈x, y〉)2 ≥ 0
⇒ ‖x‖2 · ‖y‖2 ≥ |〈x, y〉|

mit Gleichheit genau dann, wenn es ein t gibt mit x = ty. �

Satz 2.19 (Dreiecksungleichung). Für x, y ∈ V ist

‖x + y‖2 ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2

mit Gleichheit genau dann, wenn x = ty ist für ein t ≥ 0.

Beweis.

‖x + y‖22 = 〈x + y, x + y〉 = 〈x, x〉 + 2〈x, y〉 + 〈y, y〉
= ‖x‖22 + 2〈x, y〉 + ‖y‖22 = ‖x‖22 + 2〈x, y〉 + ‖y‖22 ≤ ‖x‖22 + 2‖x‖2 · ‖y‖2 + ‖y‖22
= (‖x‖2 + ‖y‖2)2

‖x‖2 + ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2,

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn 〈x, y〉 = ‖x‖2 · ‖y‖2. Dies tritt genau dann ein, wenn die beiden
Vektoren linear abhängig sind. �
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Polarformel

Auf den ersten Blick scheint die Norm ‖x‖2 weniger Information zu beinhalten, als die symmetrische
Bilinearform, aus der sie hervorgegangen ist. Dem ist aber nicht so, denn die Bilinearform lässt sich
aus der Norm zurückgewinnen. Dies ist der Inhalt der sogenannte Polarformel.

Satz 2.20 (Polarformel). Ist ‖ · ‖2 eine Norm, die aus einer symmetrischen Bilinearform 〈 , 〉 her-
vorgegangen ist, dann kann die Bilinearform mit Hilfe der Formel

〈x, y〉 =
1
2

(‖x + y‖22 − ‖x‖22 − ‖y‖22) (2.9)

für x, y ∈ V wiedergewonnen werden.

Beweis. Die binomischen Formel

‖x + y‖22 = ‖x‖22 + 2〈x, y〉 + ‖y‖22

kann nach 〈x, y〉 aufgelöst werden, was

〈x, y〉 =
1
2

(‖x + y‖22 − ‖x‖22 − ‖y‖22)

ergibt. Damit ist die Polarformel (2.9) bewiesen. �

Komplexe Vektorräume und Sesquilinearformen

Eine Bilinearform auf einem komplexen Vektorraum führt nicht auf eine Grösse, die sich als Norm
eignet. Selbst wenn 〈x, x〉 > 0 ist,

〈ix, iy〉 = i2〈x, y〉 = −〈x, y〉 < 0.

Dies kann verhindert werden, wenn verlangt wird, dass der Faktor i im ersten Faktor der Bilinearform
als −i aus der Bilinearform herausgenommen werden muss.

Definition 2.21. Seien U,V,W komplexe Vektorräume. Eine Abbildung f : U × V → W heisst ses-
quilinear1 wenn gilt

f (λx1 + µx2, y) = λ f (x1, y) + µ f (x2, y)
f (x, λy1 + µy2) = λ f (x, y1) + µ f (x, y2)

Für die Norm ‖x‖22 = 〈x, x〉 bedeutet dies jetzt

‖λx‖22 = 〈λx, λx〉 = λλ〈x, x〉 = |λ|2‖x‖22 ⇒ ‖λx‖2 = |λ| ‖x‖2.
1Das lateinische Wort sesqui bedeutet eineinhalb, eine Sesquilinearform ist also eine Form, die in einem Faktor (dem

zweiten) linear ist, und im anderen nur halb linear.
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2.2.2 Orthognormalbasis

Gram-Matrix

Sei V ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt und {b1, . . . , bn} eine Basis von V . Wie kann man das
Skalarprodukt aus den Koordinaten ξi und ηi der Vektoren

x =

n∑

i=1

ξibi, und y =

n∑

i=1

ηibi

berechnen? Setzt man x und y in das Skalarprodukt ein, erhält man

〈x, y〉 =

〈 n∑

i=1

ξibi,

n∑

j=1

η jb j

〉
=

n∑

i, j=1

ξiη j〈bi, b j〉.

Die Komponente gi j = 〈bi, b j〉 bilden die sogenannte Gram-Matrix G. Mit ihr kann das Skalarpro-
dukt auch in Vektorform geschrieben werden als 〈x, y〉 = ξtGη.

Orthonormalbasis

Eine Basis {a1, . . . , an} aus orthogonalen Einheitsvektoren, also mit 〈ai, a j〉 = δi j heisst Orthonor-
malbasis. In einer Orthonormalbasis ist die Bestimmung der Koordinaten eines beliebigen Vektors
besonders einfach, ist nämlich

v =

n∑

i=1

〈v, ai〉ai. (2.10)

Die Gram-Matrix einer Orthonormalbasis ist die Einheitsmatrix.

Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

Mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsprozesses kann aus einer beliebige Ba-
sis {a1, a2, . . . , an} ⊂ V eines Vektorraums mit einem SKalarprodukt eine orthonormierte Basis
{b1, b2, . . . , bn} gefunden werden derart, dass für alle k 〈b1, . . . , bk〉 = 〈a1, . . . , ak〉. Der Zusammen-
hang zwischen den Basisvektoren bi und ai ist gegeben durch

b1 =
a1

‖a1‖2
b2 =

a2 − b1〈b1, a2〉
‖a2 − b1〈b1, a2〉‖2

b3 =
a3 − b1〈b1, a3〉 − b2〈b2, a3〉
‖a3 − b1〈b1, a3〉 − b2〈b2, a3〉‖2

...

bn =
an − b1〈b1, an〉 − b2〈b2, an〉 − · · · − bn−1〈bn−1, an〉
‖an − b1〈b1, an〉 − b2〈b2, an〉 − · · · − bn−1〈bn−1, an〉‖2 .

Die Gram-Matrix der Matrix {b1, . . . , bn} ist die Einheitsmatrix.
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Orthogonalisierung

Der Normalisierungsschritt im Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsprozess ist nur möglich, wenn
Quadratwurzeln unbeschränkt gezogen werden können. Das ist in R möglich, nicht jedoch in Q. Es
ist aber mit einer kleinen Anpassung auch über Q immer noch möglich, aus einer Basis {a1, . . . , an}
eine orthogonale Basis zu konstruieren. Man verwendet dazu die Formeln

b1 = a1

b2 = a2 − b1〈b1, a2〉
b3 = a3 − b1〈b1, a3〉 − b2〈b2, a3〉

...

bn = an − b1〈b1, an〉 − b2〈b2, an〉 − · · · − bn−1〈bn−1, an〉.

Die Basisvektoren bi sind orthogonal, aber ‖bi‖2 kann auch von 1 abweichen. Damit ist es zwar nicht
mehr so einfach wie in (2.10), einen Vektor in der Basis zu zerlegen. Ein Vektor v hat nämlich in der
Basis {b1, . . . , bn} die Zerlegung

v =

n∑

i=1

〈bi, v〉
‖bi‖22

bi, (2.11)

Die Koordinaten bezüglich dieser Basis sind also 〈bi, v〉/‖bi‖22.
Die Gram-Matrix einer Orthogonalen Basis ist immer noch diagonal, auf der Diagonalen stehen

die Normen der Basisvektoren. Die Nenner in der Zerlegung (2.11) sind die Einträge der inverse
Matrix der Gram-Matrix.

Orthonormalbasen in komplexen Vektorräumen

Die Gram-Matrix einer Basis {b1, . . . , bn} in einem komplexen Vektorraum hat die Eigenschaft

gi j = 〈bi, b j〉 = 〈b j, bi〉,= g ji 1 ≤ i, j ≤ n.

Sie ist nicht mehr symmetrisch, aber selbstadjungiert, gemäss der folgenden Definition.

Definition 2.22. Sei A eine komplexe Matrix mit Einträgen ai j, dann ist A die Matrix mit komplex
konjugierten Elementen ai j. Die adjungierte Matrix ist A∗ = A

t
. Eine Matrix heisst selbstadjungiert,

wenn A∗ = A.

2.2.3 Symmetrische und selbstadjungierte Abbilungen

In Definition 2.22 wurde der Begriff der selbstadjungierten Matrix basierend eingeführt. Als Eigen-
schaft einer Matrix ist diese Definition notwendigerweise abhängig von der Wahl der Basis. Es ist
nicht unbedingt klar, dass derart definierte Eigenschaften als von der Basis unabhängige Eigenschaf-
ten betrachtet werden können. Ziel dieses Abschnitts ist, Eigenschaften wie Symmetrie oder Selbst-
adjungiertheit auf basisunabhängige Eigenschaften von linearen Abbildungen in einem Vektorraum
V mit Skalarprodukt 〈 , 〉 zu verstehen.
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Symmetrische Abbildungen

Sei f : V → V eine lineare Abbildung. In einer Basis {b1, . . . , bn} ⊂ V wird f durch eine Matrix
A beschrieben. Ist die Basis orthonormiert, dann kann man die Matrixelemente mit ai j = 〈bi, Ab j〉
berechnen. Die Matrix ist symmetrisch, wenn

〈bi, Ab j〉 = ai j = a ji = 〈b j, Abi〉 = 〈Abi, b j〉
ist. Daraus leitet sich jetzt die basisunabhängige Definition einer symmetrischen Abbildung ab.

Definition 2.23. Eine lineare Abbildung f : V → V heisst symmetrisch, wenn 〈x, Ay〉 = 〈Ax, y〉 gilt
für beliebige Vektoren x, y ∈ V.

Für V = Rn und das Skalarprodukt 〈x, y〉 = xty erfüllt eine symmetrische Abbildung mit der
Matrix A die Gleichung

〈x, Ay〉 = xtAy

〈Ax, y〉 = (Ax)ty = xtAty

 ⇒ xtAty = xtAy ∀x, y ∈ Rn,

was gleichbedeutend ist mit At = A. Der Begriff der symmetrischen Abbildung ist also eine natürli-
che Verallgemeinerung des Begriffs der symmetrischen Matrix.

Selbstadjungierte Abbildungen

In einem komplexen Vektorraum ist das Skalarprodukt nicht mehr bilinear und symmetrisch, sondern
sesquilinear und konjugiert symmetrisch.

Definition 2.24. Eine lineare Abbildung f : V → V heisst selbstadjungiert, wenn 〈x, f y〉 = 〈 f x, y〉
für alle x, y ∈ C.

Im komplexen Vektorraum Cn ist das Standardskalarprodukt definiert durch 〈x, y〉 = xty.

Die Adjungierte

Die Werte der Skalarprodukte 〈x, y〉 für alle x ∈ V legen den Vektor y fest. Gäbe es nämlich einen
zweiten Vektor y′ mit den gleichen Skalarprodukten, also 〈x, y〉 = 〈x, y′〉 für alle x ∈ V , dann gilt
wegen der Linearität 〈x, y− y′〉 = 0. Wählt man x = y− y′, dann folgt 0 = 〈y− y′, y− y′〉 = ‖y− y′‖2,
also muss y = y′ sein.

Definition 2.25. Sei f : V → V eine lineare Abbildung. Die lineare Abbildung f ∗ : V → V definiert
durch

〈 f ∗x, y〉 = 〈x, f y〉, x, y ∈ V

heisst die Adjungierte von f .

Eine selbstadjungierte Abbildung ist also eine lineare Abbildung, die mit ihrer Adjungierte über-
einstimmt, als f ∗ = f . In einer orthonormierten Basis {b1, . . . , bn} hat die Abbildung f die Matrix-
elemente ai j = 〈bi, f b j〉. Die adjungierte Abbildung hat dann die Matrixelemente

〈bi, f ∗b j〉 = 〈 f ∗b j, bi〉 = 〈b j, f bi〉 = a ji,

was mit der Definition von A∗ übereinstimmt.
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2.2.4 Orthogonale und unitäre Matrizen
Von besonderer geometrischer Bedeutung sind lineare Abbildung, die die Norm nicht verändern.
Aus der Polarformel (2.9) folgt dann, dass auch das Skalarprodukt erhalten ist, aus dem Winkel
berechnet werden können. Abbildungen, die die Norm erhalten, sind daher auch winkeltreu.

Definition 2.26. Eine lineare Abbildung f : V → V in einem reellen Vektorraum mit heisst orthogo-
nal, wenn 〈 f x, f y〉 = 〈x, y〉 für alle x, y ∈ V gilt.

Die adjungierte einer orthogonalen Abbildung erfüllt 〈x, y〉 = 〈 f x, f y〉 = 〈 f ∗ f x, y〉 für alle x, y ∈
V , also muss f ∗ f die identische Abbildung sein, deren Matrix die Einheitsmatrix ist. Die Matrix O
einer orthogonalen Abbildung erfüllt daher OtO = I.

Für einen komplexen Vektorraum erwarten wir grundsätzlich dasselbe. Lineare Abbildungen, die
die Norm erhalten, erhalten das komplexe Skalarprodukt. Auch in diesem Fall ist f ∗ f die identische
Abbildung, die zugehörigen Matrixen U erfüllen daher U∗U = I.

Definition 2.27. Eine lineare Abbildung f : V → V eines komplexen Vektorraumes V mit Skalar-
produkt heisst unitär, wenn 〈x, y〉 = 〈 f x, f y〉 für alle Vektoren x, y ∈ V. Eine Matrix heisst unitär,
wenn U∗U = I.

Die Matrix einer unitären Abbildung in einer orthonormierten Basis ist unitär.

2.2.5 Orthogonale Unterräume

2.2.6 Andere Normen auf Vektorräumen
Das Skalarprodukt ist nicht die einzige Möglichkeit, eine Norm auf einem Vektorraum zu definieren.
In diesem Abschnitt stellen wir einige weitere mögliche Normdefinitionen zusammen.

l1-Norm

Definition 2.28. Die l1-Norm in V = Rn oder V = Cn ist definiert durch

‖v‖1 =

n∑

i=1

|vi|

für v ∈ V.

Auch die l1-Norm erfüllt die Dreiecksungleichung

‖x + y‖1 =

n∑

i=1

|xi + yi| ≤
∑

i=1

|xi| +
∑

i=1

|yi| = ‖x‖1 + ‖y‖1.

Die l1-Norm kommt nicht von einem Skalarprodukt her. Wenn es ein Skalarprodukt gäbe, wel-
ches auf diese Norm führt, dann müsste

〈x, y〉 =
1
2

(‖x + y‖21 − ‖x‖21 − ‖y‖21)

sein. Für die beiden Standardbasisvektoren x = e1 und y = e2 bedeutet dies

‖e1‖1 = 2
‖e2‖1 = 2

‖e1 ± +e2‖1 = 2


⇒ 〈e1,±e2〉 =

1
2

(22 − 12 − 12) = 1
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Die Linearität des Skalarproduktes verlangt aber, dass 1 = 〈e1,−e2〉 = −〈e1, e2〉 = −1, ein Wider-
spruch.

l∞-Norm

Definition 2.29. Die l∞-Norm in V = Rn und V = Cn ist definiert

‖v‖∞ = max
i
|vi|.

Sie heisst auch die Supremumnorm.

Auch diese Norm erfüllt die Dreiecksungleichung

‖x + y‖∞ = max
i
|xi + yi| ≤ max

i
(|xi| + |yi|) ≤ max

i
|xi| + max

i
|yi| = ‖x‖∞ + ‖y‖∞.

Auch diese Norm kann nicht von einem Skalarprodukt herkommen, ein Gegenbeispiel können wir
wieder mit den ersten beiden Standardbasisvektoren konstruieren. Es ist

‖e1‖∞ = 1
‖e2‖∞ = 1

‖e1 ± e2‖∞ = 1


⇒ 〈e1,±e2〉 =

1
2

(‖e1 ± e2‖2∞ − ‖e1‖2∞ − ‖e2‖2∞) =
1
2

(1 − 1 − 1) = −1
2
.

Es folgt wieder − 1
2 = 〈e1,−e2〉 = −〈e1, e2〉 = 1

2 , ein Widerspruch.

Operatornorm

Der Vektorraum der linearen Abbildungen f : U → V kann mit einer Norm ausgestattet werden,
wenn U und V jeweils eine Norm haben.

Definition 2.30. Seien U und V Vektorräume über R oder C und f : U → V eine lineare Abbildung.
Die Operatorname der linearen Abbildung ist

‖ f ‖ = sup
x∈U∧‖x‖≤1

‖ f x‖.

Nach Definition gilt ‖ f x‖ ≤ ‖ f ‖·‖x‖ für alle x ∈ U. Die in den Vektorräumen U und V verwende-
ten Normen haben einen grossen Einfluss auf die Operatornorm, wie die beiden folgenden Beispiele
zeigen.

Beispiel. Sei V ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarprodukt und y ∈ V ein Vektor. y definiert
die lineare Abbildung

ly : V → C : x 7→ 〈y, x〉.
Zur Berechnung der Operatorname von ly

|ly(x)|2 = |〈y, x〉|2 ≤ ‖y‖22 · ‖x‖22
mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhängig sind. Dies bedeutet, dass ‖ly‖ = ‖y‖, die
Operatorname von ly stimmt mit der Norm von y überein. ©
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Beispiel. Sei V = Cn. Dann definiert y ∈ V eine Linearform

ly : V → C : x 7→ yt x.

Wir suchen die Operatornorm von ly, wenn V mit der l1-Norm ausgestattet wird. Sei k der Index der
betragsmässig grössten Komponente von yk, also ‖y‖∞ = |yk |. Dann gilt

|ly(x)| =
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

yixi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|yi| · |xi| ≤ |yk |
n∑

i=1

|xi| = ‖y‖∞ · ‖x‖1.

Gleichheit wird erreicht, wenn die Komponente k die einzige von 0 verschiedene Komponente des
Vektors x ist. Somit ist ‖ly‖ = ‖y‖∞. ©

Normen auf Funktionenräumen

Alle auf Rn und Cn definierten Normen lassen sich auf den Raum der stetigen Funktionen [a, b]→ R
oder [a, b]→ C verallgemeinern.

Die Supremumnorm auf dem Vektorraum der stetigen Funktionen ist

‖ f ‖∞ = sup
x∈[a,b]

| f (x)|

für f ∈ C([a, b],R) oder f ∈ C([a, b],C).
Für die anderen beiden Normen wird zusätzlich das bestimmte Integral von Funktionen auf [a, b]

benötigt. Die L2-Norm wird erzeugt von dem Skalarprodukt

〈 f , g〉 =
1

b − a

∫ b

a
f (x)g(x) dx ⇒ ‖ f ‖22 =

1
b − a

∫ b

a
| f (x)|2 dx.

Die L2-Norm ist dagegen

‖ f ‖1 =

∫ b

a
| f (x)| dx.

2.3 Algebraische Strukturen
Im Laufe der Definition der Vektorräume kn und der Operationen für die Matrizen in Mm×n(k) haben
wir eine ganze Reihe von algebraischen Strukturen kennengelernt. Nicht immer sind alle Operatio-
nen verfügbar, in einem Vektorraum gibt es normalerweise kein Produkt. Und bei der Konstruktion
des Zahlensystems wurde gezeigt, dass additive oder multiplikative Inverse nicht selbstverständlich
sind. Sinnvolle Mathematik lässt sich aber erst betreiben, wenn zusammen mit den vorhandenen
Operationen auch einige Regeln erfüllt sind. Die schränkt die Menge der sinnvollen Gruppierungen
von Eigenschaften ein. In diesem Abschnitten sollen diesen sinnvollen Gruppierungen von Eigen-
schaften Namen gegeben werden.

2.3.1 Gruppen
Die kleinste sinnvolle Struktur ist die einer Gruppe. Eine solche besteht aus einer Menge G mit einer
Verknüpfung, die additiv

G ×G → G : (g, h) = gh
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assoziative Verknüpfung: a(bc) = (ab)c ∀a, b, c

N, Σ∗

Gruppe: neutrales Element e: eg = ge = g ∀g ∈ G
inverses Element g−1: gg−1 = g−1g = e ∀g ∈ G

Z, GLn(R), S n, An

abelsche Gruppe: a + b = b + a ∀a, b
Addition

Q∗, SO(2), Cn

Vektorraum:
Skalarmultiplikation
λ(a + b) = λa + λb
(λ + µ)a = λa + µa
∀λ, µ ∈ k ∀a, b ∈ V

Rn, Cn, l2

Algebra:

a(λb) = λab
∀a, b ∈ A, λ ∈ k

c0(R)

Ring:
Multiplikation

a(b + c) = ab + ac
(a + b)c = ac + bc

∀a, b, c ∈ R

c0(Z), L2(R)

Ring mit Eins:

1 · a = a · 1 = a∀a ∈ R

Z[X], Mn(Z)

Algebra mit Eins

Mn(R), C([a, b])

Körper:

a ∈ K \ {0} ⇒ ∃a−1

Fp, R, C, Q(X)

Abbildung 2.2: Übersicht über die verschiedenen algebraischen Strukturen, die in Abschnitt 2.3
zusammengestellt werden.
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oder multiplikativ

G ×G → G : (g, h) = g + h

geschrieben werden kann. Ein Element 0 ∈ G heisst neutrales Element bezüglich der additiv ge-
schriebenen Verknüpfung falls 0 + x = x für alle x ∈ G. Ein Element e ∈ G heisst neutrales Element
bezüglich der multiplikativ geschriebneen Verknüpfung, wenn ex = x für alle x ∈ G. In den folgen-
den Definitionen werden wir immer die multiplikative Schreibweise verwenden, für Fälle additiv
geschriebener siehe auch die Beispiele weiter unten.

Definition 2.31. Ein Gruppe ist eine Menge G mit einer Verknüfung mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Verknüpfung ist assoziativ: (ab)c = a(bc) für alle a, b, c ∈ G.

2. Es gibt ein neutrales Element e ∈ G

3. Für jedes Element g ∈ G gibt es ein Element h ∈ G mit hg = e.

Das Element h heisst auch das Inverse Element zu g.

Falls nicht jedes Element invertierbar ist, aber wenigstens ein neutrales Element vorhanden ist,
spricht man von einem Monoid. Hat man nur eine Verknüpfung, spricht man oft von einer Halbruppe.

Definition 2.32. Eine Gruppe G heisst abelsch, wenn ab = ba für alle a, b ∈ G.

Additiv geschrieben Gruppen werden immer als abelsch angenommen, multiplikativ geschrieben
Gruppen können abelsch oder nichtabelsch sein.

Beispiele von Gruppen

Beispiel. Die Menge Z mit der Addition ist eine additive Gruppe mit dem neutralen Element 0. Das
additive Inverse eines Elementes a ist −a. ©

Beispiel. Die von Null verschiedenen Elemente k∗ eines Zahlekörpers bilden bezüglich der Multi-
plikation eine Gruppe mit neutralem Element 1. Das multiplikative Inverse eines Elementes a ∈ k
mit a , 0 ist a−1 = 1

a . ©

Beispiel. Die Vektoren kn bilden bezüglich der Addition eine Gruppe mit dem Nullvektor als neu-
tralem Element. Betrachtet man kn als Gruppe, verliert man die Multiplikation mit Skalaren aus den
Augen. kn als Gruppe zu bezeichnen ist also nicht falsch, man verliert dadurch aber ©

Beispiel. Die Menge aller quadratischen n × n-Matrizen Mn(k) ist eine Gruppe bezüglich der Addi-
tion mit der Nullmatrix als neutralem Element. Bezügich der Matrizenmultiplikation ist Mn(k) aber
keine Gruppe, da sich die singulären Matrizen nicht inverieren lassen. Die Menge der invertierbaren
Matrizen

GLn(k) = {A ∈ Mn(k) | A invertierbar}
ist bezüglich der Multiplikation eine Gruppe. Die Gruppe GLn(k) ist eine echte Teilmenge von
Mn(k), die Addition und Multiplikation führen im Allgemeinen aus der Gruppe heraus, es gibt also
keine Mögichkeit, in der Gruppe GLn(k) diese Operationen zu verwenden. ©
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Einige einfache Rechenregeln in Gruppen

Die Struktur einer Gruppe hat bereits eine Reihe von Einschränkungen zur Folge. Zum Beispiel
sprach die Definition des neutralen Elements e nur von Produkten der Form ex = x, nicht von
Produkten xe. Und die Definition des inversen Elements h von g hat nur verlangt, dass gh = e, es
wurde nichts gesagt über das Produkt hg.

Satz 2.33. Ist G eine Gruppe mit neutralem Element e, dann gilt

1. xe = x für alle x ∈ G

2. Es gibt nur ein neutrales Element. Wenn also f ∈ G mit f x = x für alle x ∈ G, ist dann folgt
f = e.

3. Wenn hg = e gilt, dann auch gh = e und h ist durch g eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir beweisen als Erstes den ersten Teil der Eigenschaft 3. Sei h die Inverse von g, also
hg = e. Sei weiter i die Inverse von h, also ih = e. Damit folgt jetzt

g = eg = (ih)g = i(hg) = ie.

Wende man dies auf das Produkt gh an, folgt

gh = (ie)h = i(eh) = ih = e

Es ist also nicht nur hg = e sondern immer auch gh = e.
Für eine Inverse h von g folgt

ge = g(hg) = (gh)g = eg = g,

dies ist die Eigenschaft 1.
Sind f und e neutrale Elemente, dann folgt

f = f e = e

aus der Eigenschaft 1.
Schliesslich sei x ein beliebiges Inverses von g, dann ist xg = e, dann folgt x = xe = x(gh) =

(xg)h = eh = h, es gibt also nur ein Inverses von g. �

Diesem Problem sind wir zum Beispiel auch in Abschnitt 2.1.3 begegnet, wo wir nur gezeigt
haben, dass AA−1 = E ist. Da aber die invertierbaren Matrizen eine Gruppe bilden, folgt jetzt aus
dem Satz automatisch, dass auch A−1A = E.

Homomorphismen

Lineare Abbildung zwischen Vektorräumen zeichnen sich dadurch aus, dass sie die algebraische
Struktur des Vektorraumes respektieren. Für eine Abbildung zwischen Gruppen heisst dies, dass die
Verknüpfung, das neutrale Element und die Inverse respektiert werden müssen.

Definition 2.34. Ein Abbildung ϕ : G → H zwischen Gruppen heisst ein Homomorphismus, wenn
ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2) für alle g1, g2 ∈ G gilt.
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Der Begriff des Kerns einer linearen Abbildung lässt sich ebenfalls auf die Gruppensituation
erweitern. Auch hier ist der Kern der Teil der Gruppe, er unter dem Homomorphismus “unsichtbar”
wird.

Definition 2.35. Ist ϕ : G → H ein Homomorphisus, dann ist

kerϕ = {g ∈ G | ϕ(g) = e}
eine Untergruppe.

Normalteiler

Der Kern eines Homomorphismus ist nicht nur eine Untergruppe, er erfüllt noch eine zusätzliche
Bedingung. Für jedes g ∈ G und h ∈ kerϕ gilt

ϕ(ghg−1) = ϕ(g)ϕ(h)ϕ(g−1) = ϕ(g)ϕ(g−1) = ϕ(gg−1) = ϕ(e) = e ⇒ ghg−1 ∈ kerϕ.

Der Kern wird also von der Abbildung h 7→ ghg−1, der Konjugation in sich abgebildet.

Definition 2.36. Eine Untergruppe H ⊂ G heisst ein Normalteiler, geschrieben H/G wenn gHg−1 ⊂
H für jedes g ∈ G.

Die Konjugation selbst ist ebenfalls keine Unbekannte, sie ist uns bei der Basistransformations-
formel schon begegnet. Die Tatsache, dass kerϕ unter Konjugation erhalten bleibt, kann man also
interpretieren als eine Eigenschaft, die unter Basistransformation erhalten bleibt.

Faktorgruppen

Ein Unterraum U ⊂ V eines Vektorraumes gibt Anlass zum Quotientenraum, der dadurch entsteht,
dass man die Vektoren in U zu 0 kollabieren lässt. Eine ähnliche Konstruktion könnte man für eine
Untergruppe H ⊂ G versuchen. Man bildet also wieder die Mengen von Gruppenelementen, die sich
um ein Elemente in H unterscheiden. Man kann diese Mengen in der Form gH mit g ∈ G schreiben.

Man möchte jetzt aber auch die Verknüpfung für solche Mengen definieren, natürlich so, dass
g1H · g2H = (g1g2)H ist. Da die Verknüpfung nicht abelsch sein muss, entsteht hier ein Problem.
Für g1 = e folgt, dass Hg2H = g2H sein muss. Das geht nur, wenn Hg2 = g2H oder g2Hg−1

2 = H
ist, wenn also H ein Normalteiler ist.

Definition 2.37. Für eine Gruppe G mit Normalteiler H /G ist die Menge

G/H = {gH | g ∈ G}
eine Gruppe mit der Verknüpfung g1H · g2H = (g1g2)H. G/H heisst Faktorgruppe oder Quotienten-
gruppe.

Für abelsche Gruppen ist die Normalteilerbedingung keine zusätzliche Einschränkung, jeder Un-
tergruppe ist auch ein Normalteiler.

Beispiel. Die ganzen Zahlen Z bilden eine abelsche Gruppe und die Menge der Vielfachen von n
nZ ⊂ Z ist eine Untergruppe. Da Z abelsch ist, ist nZ ein Normalteiler und die Faktorgruppe Z/nZ
ist wohldefiniert. Nur die Elemente

0 + nZ, 1 + nZ, 2 + nZ, . . . (n − 1) + nZ

sind in der Faktorgruppe verschieden. Die Gruppe Z/nZ besteht also aus den Resten bei Teilung
durch n. Diese Gruppe wird in Kapitel 4 genauer untersucht. ©

Das Beispiel suggeriert, dass man sich die Elemente von G/H als Reste vorstellen kann.
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Darstellungen

Abstrakt definierte Gruppen können schwierig zu verstehen sein. Oft hilft es, wenn man eine geo-
metrische Darstellung der Gruppenoperation finden kann. Die Gruppenelemente werden dann zu
umkehrbaren linearen Operationen auf einem geeigneten Vektorraum.

Definition 2.38. Eine Darstellung einer Gruppe G ist ein Homomorphismus G → GL( R).

Beispiel. Die Gruppen GLn(Z), SLn(Z) oder SO(n) sind alle Teilmengen von GLn(R. Die Einbet-
tungsabbildung G ↪→ GLn(R) ist damit automatisch eine Darstellung, sie heisst auch die reguläre
Darstellung der Gruppe G. ©

In Kapitel 6 wird gezeigt, dass Permutationen einer endlichen eine Gruppe bilden und wie sie
durch Matrizen dargestellt werden können.

2.3.2 Ringe und Moduln
Die ganzen Zahlen haben ausser der Addition mit neutralem Element 0 auch noch eine Multiplikati-
on mit dem neutralen Element 1. Die Multiplikation ist aber nicht immer invertierbar und zwar nicht
nur für 0. Eine ähnliche Situation haben wir bei Mn(k) angetroffen. Mn(k) ist eine zunächst eine
Gruppe bezüglich der Addition, hat aber auch noch eine Multiplikation, die nicht immer umkehrbar
ist. Diese Art von Struktur nennt man einen Ring.

Definition eines Rings

Definition 2.39. Eine Menge R mit einer additiven Operation + mit neutralem Element 0 und einer
multiplikativ geschriebenen Operation · heisst ein Ring, wenn folgendes gilt.

1. R ist eine Gruppe bezüglich der Addition.

2. R \ {0} ist eine Halbgruppe.

3. Es gelten die Distributivgesetze

a(b + c) = ab + ac und (a + b)c = ac + bc

für beliebige Elemente a, b, c ∈ R.

Die Distributivgesetze stellen sicher, dass man in R beliebig ausmultiplizieren kann. Man kann
also so rechnen kann, wie man sich das gewohnt ist. Es stellt auch sicher, dass die Multiplikation mit
0 immer 0 ergibt, denn es ist

r0 = r(a − a) = ra − ra = 0.

Man beachte, dass weder verlangt wurde, dass die Multiplikation ein neutrales Element hat oder
kommutativ ist. Der Ring Z erfüllt beide Bedingungen. Die Beispiele weiter unten werden zeigen,
dass es auch Ringe gibt, in denen die Multiplikation nicht kommutativ ist, die Multiplikation kein
neutrales Element hat oder beides.

Definition 2.40. Ein Ring R heisst ein Ring mit Eins, wenn die Multiplikation ein neutrales Element
hat.

Definition 2.41. Ein Ring R heisst kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist.
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z + w

z · w

Abbildung 2.3: Der Ring der ganzen Gausschen Zahlen besteht aus den ganzahligen Gitterpunkten
in der Gausschen Zahlenebene

Beispiele von Ringen

Beispiel. Alle Zahlenkörper aus Kapitel 1 sind kommutative Ringe mit Eins. ©

Beispiel. Die Menge c(Z) der Folgen (an)n∈N mit Folgengliedern in Z wird eine Ring, wenn man die
Addition und Multiplikation elementweise definiert, also

Addition: a + b ist die Folge mit Folgengliedern (a + b)n = anbn für alle n ∈ N
Multiplikation: a · b ist die Folge mit Folgengliedern (a · b)n = anbn für alle n ∈ N

für a, b ∈ c(Z). Die Algebra ist kommutativ und hat die konstante Folge un = 1 ∀n als Eins.
Wir betrachten jetzt ein Unterring c0(Z) ⊂ c(Z) bestehend aus den Folgen, die nur für endlich

viele Folgenglieder von 0 verschieden sind. Für eine Folge a ∈ c0(Z) gibt es eine Zahl N derart, dass
an = 0 für n ≥ N. Die konstante Folge un = 1, die in c(Z) erfüllt diese Bedingung nicht, die Eins des
Ringes c(Z) ist also nicht in c0(Z). c0(Z) ist immer noch ein Ring, aber er hat kein Eins. ©

Beispiel. Die Menge
Z + iZ = {a + bi | a, b ∈ Z} = Z[i] ⊂ C

ist eine Teilmenge von C und erbt natürlich die arithmetischen Operationen. Die Summe zweier
solcher Zahlen a + bi ∈ Z[i] und c + di ∈ Z[i] ist (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i ∈ Z[i], weil
a + c ∈ Z und b + d ∈ Z ganze Zahlen sind. Ebenso ist das Produkt dieser Zahlen (a + bi)(c + di) =

(ac − bd) + (ad + bc)i ∈ Z[i] weil Realteil ac − bd ∈ Z und der Imaginärteil ad + bc ∈ Z ganze
Zahlen sind. Die Menge Z[i] ist also ein kommutative Ring mit Eins, er heisst der Ring der ganzen
Gaussschen Zahlen. ©
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Beispiel. Die Menge der Matrizen Mn(Z) ist ein Ring mit Eins. Für n > 1 ist er nicht kommutativ.
Der Ring M2(Z) enthält den Teilring

G =

{(a −b
b a

) ∣∣∣∣∣ a, b ∈ Z
}

= Z + ZJ ⊂ M2(Z).

Da die Matrix J die Relation J2 = −E erfüllt, ist der Ring G nichts anderes als der Ring der ganzen
Gaussschen Zahlen. Der Ring Z[i] ist also ein Unterring des Matrizenrings M2(Z). ©

Einheiten

In einem Ring mit Eins sind normalerweise nicht alle von 0 verschiedenen Elemente intertierbar. Die
Menge der von 0 verschiedenen Elemente in R wir mit R∗ bezeichnet. Die Menge der invertierbaren
Elemente verdient einen besonderen Namen.

Definition 2.42. Ist R ein Ring mit Eins, dann heissen die Elemente von

U(R) = {r ∈ R | r in R invertierbar}.

die Einheiten von R.

Satz 2.43. U(R) ist eine Gruppe, die sogenannte Einheitengruppe.

Beispiel. Die Menge M2(Z) ist ein Ring mit Eins, die Einheitengruppe besteht aus den invertierbaren
2 × 2-Matrizen. Aus der Formel für

(
a b
c d

)−1

=
1

ad − bc

(
d −b
−c a

)

zeigt, dass U(M2(Z)) = SL2(Z). ©

Beispiel. Die Einheitengruppe von Mn(k) ist die allgemeine lineare Gruppe U(Mn(k)) = GLn(k).
©

Nullteiler

Ein möglicher Grund, warum ein Element r ∈ R nicht invertierbar ist, kann sein, dass es ein Element
s ∈ R gibt mit rs = 0. Wäre nämlich t ein inverses Element, dann wäre 0 = t0 = t(rs) = (tr)s = s.

Definition 2.44. Ein Element r ∈ R∗ heisst ein Nullteiler in R, wenn es ein s ∈ R∗ gibt mit rs = 0
Ein Ring ohne Nullteiler heisst nullteilerfrei.

In R ist man sich gewohnt zu argumentieren, dass wenn ein Produkt ab = 0 ist, dann muss einer
der Faktoren a = 0 oder b = 0 sein. Dieses Argument funktioniert nur, weil R ein nullteilerfreier
Ring ist. In M2(R) ist dies nicht mehr möglich. Die beiden Matrizen

A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 0
0 1

)
⇒ AB = 0

sind Nullteiler in M2(Z).
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<z

=z

<z

=z

Abbildung 2.4: Ideale im Ring der ganzen Gaussschen Zahlen Z[i]. Für jedes Element r ∈ Z[i] ist
die Menge rZ[i] ein ein Ideal in Z[i]. Links das Ideal (1 + 2i)Z[i] (blau), rechts das Ideal (1 + i)Z[i]
(rot).

Homomorphismus

Eine Abbildung zwischen Ringen muss die algebraische Struktur respektieren, wenn sich damit
Eigenschaften vom einen Ring auf den anderen transportieren lassen sollen.

Definition 2.45. Eine Abbildung ϕ : R → S zwischen Ringen heisst ein Homomorphismus oder
Ringhomomorphismus, wenn ϕ ein Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppen der Ringe ist
und ausserdem gilt

ϕ(r1r2) = ϕ(r1)ϕ(r2).

Der Kern ist die Menge
kerϕ = {r ∈ R | ϕ(r) = 0}

Wieder hat der Kern zusätzliche Eigenschaften. Er ist natürlich bezüglich der additiven Struktur
des Ringes ein Normalteiler, aber weil die additive Gruppe ja abelsch ist, ist das keine wirkliche
Einschränkung. Für ein beliebiges Element r ∈ R und k ∈ kerϕ gilt

ϕ(kr) = ϕ(k)ϕ(r) = 0 · ϕ(r) = 0
ϕ(rk) = ϕ(r)ϕ(k) = ϕ(r) · 0 = 0.

Für den Kern gilt also, dass kerϕ · R ⊂ kerϕ und R · kerϕ ⊂ kerϕ.

Ideale

Bei der Betrachtung der additiven Gruppe des Ringes Z der ganzen Zahlen wurde bereits die Un-
tergruppe nZ diskutiert und die Faktorgruppe Z/nZ der Reste konstruiert. Reste können aber auch
multipliziert werden, es muss also auch möglich sein, der Faktorgruppe eine multiplikative Struktur
zu verpassen.
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Sei jetzt also I ⊂ R ein Unterring. Die Faktorgruppe R/I hat bereits die additive Struktur, es muss
aber auch die Multiplikation definiert werden. Die Elemente r1 + I und r2 + I der Faktorgruppe R/I
haben das Produkt

(r1 + I)(r2 + I) = r1r2 + r1I + Ir2 + II.

Dies stimmt nur dann mit r1r2 + I überein, wenn r1I ⊂ I und r2I ⊂ I ist.

Definition 2.46. Ein Unterring I ⊂ R heisst ein Ideal, wenn für jedes r ∈ R gilt rI ⊂ I und Ir ⊂ I
gilt. Die Faktorgruppe R/I erhält eine natürliche Ringstruktur, R/I heisst der Quotientenring.

Beispiel. Die Menge nZ ⊂ Z besteht aus den durch n teilbaren Zahlen. Multipliziert man durch n
teilbare Zahlen mit einer ganzen Zahl, bleiben sie durch n teilbar, nZ ist also ein Ideal in Z. Der
Quotientenring ist der Ring der Reste bei Teilung durch n, er wird in Kapitel 4 im Detail untersucht.

©
Ein Ideal I ⊂ R drückt als die Idee “gemeinsamer Faktoren” auf algebraische Weise aus und der

Quotientenring R/I beschreibt das, was übrig bleibt, wenn man diese Faktoren ignoriert.

Beispiel. In Abbildung 2.4 sind zwei Ideale im Ring der ganzen Gaussschen Zahlen dargestellt. Die
blauen Punkte sind I1 = (1 + 2i)Z und die roten Punkte sind I2 = (1 + i)Z. Die Faktorgruppen R/I1
und R/I2 fassen jeweils Punkte, die sich um ein Element von I1 bzw. I2 unterscheiden, zusammen.

Im Falle von I2 gibt es nur zwei Arten von Punkten, nämlich die roten und die schwarzen, der
Quotientenring hat daher nur zwei Elemente, R/I2 = {0 + I2, 1 + I2}. Wegen 1 + 1 = 0 in diesem
Quotientenring, ist R/I2 = Z/2Z.

Im Falle von I1 gibt es fünf verschiedene Punkte, als Menge ist

R/I1 = {0 + I1, 1 + I1, 2 + I1, 3 + I1, 4 + I1}.
Die Rechenregeln sind also dieselben wie im Ring Z/5Z. In gewisser Weise verhält sich die Zahl
1 + 2i in den ganzen Gaussschen Zahlen bezüglich Teilbarkeit ähnlich wie die Zahl 5 in den ganzen
Zahlen. ©

2.3.3 Algebren
Die Skalar-Multiplikation eines Vektorraums ist in einem Ring nicht vorhanden. Die Menge der
Matrizen Mn(k) ist sowohl ein Ring als auch ein Vektorraum. Man nennt eine k-Algebra oder Algebra
über k ein Ring A, der auch eine k-Vektorraum ist. Die Multiplikation des Ringes muss dazu mit der
Skalarmultiplikation verträglich sein. Dazu müssen Assoziativgesetze

λ(µa) = (λµ)a und λ(ab) = (λa)b

für a, b ∈ A und λ, µ ∈ k und eine Regel der Form

a(λb) = λ(ab) (2.12)

gelten. Die Bedingung (2.12) ist eine Folge der Forderung, dass die Multiplikation eine lineare Ab-
bildung sein soll. Dies bedeutet, dass

a(λb + µc) = λ(ab) + µ(ac), (2.13)

woraus (2.12) für µ = 0 folgt. Die Regel (2.13) beinhaltet aber auch das Distributivgesetz. Mn(k) ist
eine Algebra.
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Die Algebra der Funktionen kX

Sie X eine Menge und kX die Menge aller Funktionen X → k. Auf kX kann man Addition, Multipli-
kation mit Skalaren und Multiplikation von Funktionen punktweise definieren. Für zwei Funktion
f , g ∈ kX und λ ∈ k definiert man

Summe f + g: ( f + g)(x) = f (x) + g(x)
Skalare λ f : (λ f )(x) = λ f (x)
Produkt f · g: ( f · g)(x) = f (x)g(x)

Man kann leicht nachprüfen, dass die Menge der Funktionen kX mit diesen Verknüfungen die Struk-
tur einer k-Algebra erhält.

Die Algebra der Funktionen kX hat auch ein Einselement: die konstante Funktion

1: [a, b]→ k : x 7→ 1

mit Wert 1 erfüllt

(1 · f )(x) = 1(x) f (x) = f (x) ⇒ 1 · f = f ,

die Eigenschaft einer Eins in der Algebra.

Die Algebra der stetigen Funktionen C([a, b])

Die Menge der stetigen Funktionen C([a, b]) ist natürlich eine Teilmenge aller Funktionen: C([a, b]) ⊂
R[a,b] und erbt damit auch die Algebraoperationen. Man muss nur noch sicherstellen, dass die Sum-
me von stetigen Funktionen, das Produkt einer stetigen Funktion mit einem Skalar und das Produkt
von stetigen Funktionen wieder eine stetige Funktion ist. Eine Funktion ist genau dann stetig, wenn
an jeder Stelle der Grenzwert mit dem Funktionswert übereinstimmt. Genau dies garantieren die be-
kannten Rechenregeln für stetige Funktionen. Für zwei stetige Funktionen f , g ∈ C([a, b]) und einen
Skalar λ ∈ R gilt

Summe: lim
x→x0

( f + g)(x) = lim
x→x0

( f (x) + g(x)) = lim
x→x0

f (x) + lim
x→x0

g(x) = f (x0) + g(x0) = ( f + g)(x0)

Skalare: lim
x→x0

(λ f )(x) = lim
x→x0

(λ f (x)) = λ lim
x→x0

f (x) = λ f (x0) = (λ f )(x0)

Produkt: lim
x→x0

( f · g)(x) = lim
x→x0

f (x) · g(x) = lim
x→x0

f (x) · lim
x→x0

g(x) = f (x0)g(x0) = ( f · g)(x0).

für jeden Punkt x0 ∈ [a, b]. Damit ist C([a, b]) eine R-Algebra. Die Algebra hat auch eine Eins, da
die konstante Funktion 1(x) = 1 stetig ist.

2.3.4 Körper

Die Multiplikation ist in einer Algebra nicht immer umkehrbar. Die Zahlenkörper von Kapitel 1
sind also sehr spezielle Algebren, man nennt sie Körper. In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten
Eigenschaften von Körpern zusammengetragen werden.

XXX TODO
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2.4 Hadamard-Algebra
Das Matrizenprodukt ist nicht die einzige Möglichkeit, ein Produkt auf Vektoren oder Matrizen zu
definieren. In diesem Abschnitt soll das Hadamard-Produkt beschrieben werden, welches zu einer
kommutativen-Algebra-Struktur führt.

2.4.1 Hadamard-Produkt
Im Folgenden werden wir kn = Mn×1(k) setzen und den Fall der Vektoren nicht mehr separat
diskutieren. Die Addition und Multiplikation mit Skalaren ist in Mm×n(k) komponentenweise defi-
niert. Wir können natürlich auch ein Produkt komponentenweise definieren, dies ist das Hadamard-
Produkt.

Definition 2.47. Das Hadamard-Produkt zweier Matrizen A, B ∈ Mm×n(k) ist definiert als die Matrix
A � B mit den Komponenten

(A � B)i j = (A)i j(B)i j.

Wir nennen Mm×n(k) mit der Multiplikation � auch die Hadamard-Algebra Hm×n(k).

Dies ist jedoch nur interessant, wenn Mm×n(k) mit diesem Produkt eine interessante algebraische
Struktur erhält. Dazu müssen die üblichen Verträglichkeitsgesetze zwischen den Vektorraumopera-
tionen von Mm×n(k) und dem neuen Produkt gelten, wir erhalten dann eine Algebra. Da alle Opera-
tionen elementweise definiert sind, muss man auch alle Rechengesetze nur elementweise prüfen. Es
gilt

A � (B �C) = (A � B) �C ⇔ ai j(bi jci j) = (ai jbi j)ci j

A � (B + C) = A � B + A �C ⇔ ai j(bi j + ci j) = ai jbi j + ai jci j

(A + B) �C = A �C + B �C ⇔ (ai j + bi j)ci j = ai jci j + bi jci j

(λA) � B = λ(A � B) ⇔ (λai j)bi j = λ(ai jbi j)
A � (λB) = λ(A � B) ⇔ ai j(λbi j) = λ(ai jbi j)

für alle i, j.
Das Hadamard-Produkt ist kommutativ, da die Multiplikation in k kommuativ ist. Das Hadamard-

Produkt kann auch für Matrizen mit Einträgen in einem Ring definiert werden, in diesem Fall ist es
möglich, dass die entsehende Algebra nicht kommutativ ist.

Die Hadamard-Algebra hat auch ein Eins-Elemente, nämlich die Matrix, die aus lauter Einsen
besteht.

Definition 2.48. Die sogenannte Einsmatrix U ist die Matrix

U =



1 1 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1


∈ Mm×n(k)

mit lauter Einträgen 1 ∈ k.
Die Hadamard-Algebra ist ein Spezialfall der Algebra der Funktionen kX . Ordnet man dem Vek-

tor v ∈ kn mit den Komponenten vi die Abbildung

v : [n]→ k : i 7→ vi
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zu, dann geht die Addition von Vektoren in die Addition von Funktionen über, die Multiplikation
von Skalaren mit Vektoren geht in die Multiplikation von Funktionen mit Skalaren über und die
Hadamard-Multiplikation geht über in das Produkt von Funktionen.

Auch die Hadamard-Algebra Hm×n(k) kann als Funktionenalgebra betrachtet werden. Einer Ma-
trix A ∈ Hm×n(k) ordnet man die Funktion

a : [m] × [n] : (i, j) 7→ ai j

zu. Dabei gehen die Algebraoperationen von Hm×n(k) über in die Algebraoperationen der Funktio-
nenalgebra k[m]×[n]. Aus der Einsmatrix der Hadamard-Algebra wird dabei zur konstanten Funktion
1 auf [m] × [n].

2.4.2 Hadamard-Produkt und Matrizenalgebra
Es ist nur in Ausnahmefällen, Hadamard-Produkt und Matrizen-Produkt gleichzeitig zu verwenden.
Das liegt daran, dass die beiden Produkte sich überhaupt nicht vertragen.

Unverträglichkeit von Hadamard- und Matrizen-Produkt

Das Hadamard-Produkt und das gewöhnliche Matrizenprodukt sind in keiner Weise kompatibel. Die
beiden Matrizen

A =

(
3 4
4 5

)
und B =

(−5 4
4 −3

)

sind inverse Matrizen bezüglich des Matrizenproduktes, also AB = E. Für das Hadamard-Produkt
gilt dagegen

A � B =

(−15 16
16 −15

)
.

Die Inverse einer Matrix A Bezüglich des Hadamard-Produktes hat die Einträge a−1
i j . Die Matrix E ist

bezüglich des gewöhnlichen Matrizenproduktes invertierbar, aber sie ist bezüglich des Hadamard-
Produktes nicht invertierbar.

Einbettung der Hadamard-Algebra ein eine Matrizenalgebra

Hadamard-Algebren können als Unteralgebren einer Matrizenalgebra betrachtet werden. Der Ope-
rator diag bildet Vektoren ab in Diagonalmatrizen nach der Regel

diag : kn → Mn(k) :



v1
...

vn


7→



v1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . vn



Das Produkt von Diagonalmatrizen ist besonders einfach. Für zwei Vektoren a, b ∈ kn

a � b =



a1b1
...

anbn


7→



a1b1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . anbn


=



a1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . an





b1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . bn


.

Das Hadamard-Produkt der Vektoren geht also über in das gewöhnliche Matrizenprodukt der Dia-
gonalmatrizen.
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Für die Hadamard-Matrix ist die Einbettung etwas komplizierter. Wir machen aus einer Matrix
erst einen Vektor, den wir dann mit dem diag in eine Diagonalmatrix umwandeln:



a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . .


7→



a11
...

a1n

a21
...

a2n
...

ann



Bei dieser Abbildung geht die Hadamard-Multiplikation wieder in das gewöhnliche Matrizenprodukt
über.

Beispiel: Faltung und Fourier-Theorie

2.4.3 Weitere Verknüpfungen

Transposition

Das Hadamard-Produkt verträgt sich mit der Transposition:

(A � B)t = At � Bt.

Insbesondere ist das Hadamard-Produkt zweier symmetrischer Matrizen auch wieder symmetrisch.

Frobeniusnorm

Das Hadamard-Produkt in der Hadamard-Algebra Hm×n(R) nimmt keine Rücksicht auf die Dimen-
sionen einer Matrix und ist nicht unterscheidbar von Rm×n mit dem Hadamard-Produkt. Daher darf
auch der Begriff einer mit den algebraischen Operationen verträglichen Norm nicht von von den
Dimensionen abhängen. Dies führt auf die folgende Definition einer Norm.

Definition 2.49. Die Frobenius-Norm einer Matrix A ∈ Hm×nR) mit den Einträgen (ai j) = A ist

‖A‖F =

√∑

i, j

a2
i j.

Das Frobenius-Skalarprodukt zweier Matrizen A, B ∈ Hm×n(R) ist

〈A, B〉F =
∑

i, j

ai jbi j = Spur AtB

und es gilt ‖A‖F =
√〈A, A〉.

Für komplexe Matrizen muss
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Definition 2.50. Die komplexe Frobenius-Norm einer Matrix A ∈ Hm×n(C) ist

‖A‖ =

√∑

i, j

|ai j|2 =

√∑

i,u

ai jai j

das komplexe Frobenius-Skalarprodukt zweier Matrizen A, B ∈ Hm×n(C) ist das Produkt

〈A, B〉F =
∑

i, j

ai jbi j = Spur(A∗B)

und es gilt ‖A‖F =
√〈A, A〉.

Skalarprodukt

Übungsaufgaben

2.1. Gegeben ist die Matrix

A =



0 0 0 . . . 0 a1n

1 0 0 . . . 0 a2n

0 1 0 . . . 0 a3n

0 0 1 . . . 0 a4n
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 ann



a) Berechnen Sie det A

b) Finden Sie die inverse Matrix A−1

c) Nehmen Sie an, dass ain ∈ Z. Formulieren Sie eine Bedingung an die Koeffizienten ain, die
garantiert, dass A−1 eine Matrix mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

Lösung. a) Die Determinante ist am einfachsten mit Hilfe des Entwicklungssatzes durch Ent-
wicklung nach der ersten Zeile zu bestimmen:

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . . 0 a1n

1 0 0 . . . 0 a2n

0 1 0 . . . 0 a3n

0 0 1 . . . 0 a4n
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n+1a1n det En = −1n+1a1n.

b) Die inverse Matrix kann am einfachsten mit Hilfe des Gauss-Algorithmus gefunden werden.
Dazu schreiben wir die Matrix A in die linke Hälfte eines Tableaus und die Einheitsmatrix in
die rechte Hälfte und führen den Gauss-Algorithmus durch.

0 0 0 . . . a1n 1 0 0 . . . 0
1 0 0 . . . a2n 0 1 0 . . . 0
0 1 0 . . . a3n 0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . ann 0 0 0 . . . 1
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Die Arbeit wird wesentlich vereinfacht, wenn wir zunächst die erste Zeile ganz nach unten
schieben:

→

1 0 . . . 0 a2n 0 1 0 . . . 0
0 1 . . . 0 a3n 0 0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1 ann 0 0 0 . . . 1
0 0 . . . 0 a1n 1 0 0 . . . 0

Mit einer einzigen Gauss-Operationen kann man jetzt die inverse Matrix finden. Dazu muss
man zunächst durch das Pivot-Elemente a1n dividieren, und dann in der Zeile k das ak+1,n-
fache der letzten Zeile subtrahieren. Dies hat nur eine Auswirkung auf die erste Spalte in der
rechten Hälfte:

→

1 0 . . . 0 0 − a2n
a1n

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 − a3n

a1n
0 1 . . . 0

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1 0 − ann
a1n

0 0 . . . 1
0 0 . . . 0 1 1

a1n
0 0 . . . 0

Die inverse Matrix von A ist also

A−1 =



− a2n
a1n

1 0 . . . 0
− a3n

a1n
0 1 . . . 0

...
...

...
. . .

...

− ann
a1n

0 0 . . . 1
1

a1n
0 0 . . . 0



(2.14)

c) Aus der Darstellung (2.14) der Inversen A−1 können wir ablesen, dass A−1 nur dann eine
ganzzahlige Matrix sein kann, wenn a1n invertierbar ist, also a1n = ±1. ©

2.2. Nach Aufgabe 2.1 hat die Matrix

A =


0 0 1
1 0 a
0 1 b

 ∈ M2(Z) die Inverse A−1 =


−b 1 0
−a 0 1
1 0 0

 ∈ M2(Z).

Kann man A−1 als Linearkombination der Matrizen E, A und A2 schreiben?

Lösung. Wir berechnen zunächst A2:

A2 =


0 0 1
1 0 a
0 1 b




0 0 1
1 0 a
0 1 b

 =


0 1 b
0 a 1 + ab
1 b a + b2



Gesucht sind jetzt die Koeffizienten λi einer Linearkombination

A−1 = λ0E + λ1A + λ2A2.
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Die drei Matrizen auf der rechten Seite haben in der ersten Spalte nur Nullen und Einsen, so dass
wir an der ersten Spalten von A+ unmittelbar ablesen können, welche Werte wir für λi verwenden
müssen. Wir finden λ0 = −b, λ1 = −a und λ2 = 1. Wir setzen dies ein:

−bE − aA + A2 = −b


1 0 0
0 1 0
0 0 1

−a


0 0 1
1 0 a
0 1 b

 +


0 1 b
0 a 1 + ab
1 b a + b2



=


−b 1 b−a
−a −b + a −a2 + 1 + ab
1 −a + b −b−ab + a + b2

 =


−b 1 b − a
−a a − b 1 + a(b − a)
1 b − a (1 − b)(a − b)



Diese Matrix kann nur dann mit A−1 übereinstimmen, wenn a − b = 0 ist, als a = b. ©
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Kapitel 3

Polynome

Ein Polynom ist ein Ausdruck der Form

p(X) = anXn + an−1Xn−1 + · · · a2X2 + a1X + a0. (3.1)

Ursprünglich stand das Symbol X als Platzhalter für eine Zahl. Die Polynomgleichung Y = p(X)
drückt dann einen Zusammenhang zwischen den Grössen X und Y aus. Zum Beispiel drückt

H = −1
2

gT 2 + v0T + h0 = p(T ) (3.2)

im Schwerefeld der Erde nahe der Oberfläche einen Zusammenhang zwischen der Zeit T und der
Höhe H eines frei fallenden Körpers aus. Setzt man einen Wert für T in (3.2) ein, erhält man den
zugehörigen Wert für H. Man stellt sich hier also vor, dass T eigentlich eine Zahl ist und dass
(3.1) nur ein “unfertiger” Ausdruck oder ein “Programm” für eine Berechnung ist. In dieser eher
arithmetischen Sichtweise ist es aber eigentlich egal, dass in (3.1) nur einfache Multiplikationen und
Additionen vorkommen. In einem Programm könnten ja auch beliebig komplizierte Operationen
verwendet werden, warum also diese Beschränkung.

Für die nachfolgenden Betrachtungen stellen wir uns X daher nicht mehr einfach als einen Platz-
halter für eine Zahl vor, sondern als ein neues algebraisches Objekt, für das man die Rechenregeln
erst noch definieren muss. In diesem Kapteil sollen die Regeln zum Beispiel sicherstellen, dass man
mit Polynomen so rechnen kann, wie wenn X eine Zahl wäre. Es sollen also zum Beispiel die Regeln

aX = Xa (a + b)X = aX + bX a + X = X + a (3.3)

gelten. In dieser algebraischen Sichtweise können je nach den gewählten algebraischen Rechenre-
geln für X interessante rechnerische Strukturen abgebildet werden. Ziel dieses Kapitels ist zu zeigen,
wie man die Rechenregeln für X mit Hilfe von Matrizen allgemein darstellen kann. Diese Betrach-
tungsweise wird später in Anwendungen ermöglichen, handliche Realisierungen für das Rechnen
mit Grössen zu finden, die polynomielle Gleichungen erfüllen. Ebenso sollen in späteren Kapiteln
die Regeln (3.3) erweitert oder abgelöst werden um weitere Anwendungen zu erschliessen.

Bei der Auswahl der zusätzlichen algebraischen Regeln muss man sehr vorsichtig vorgehen.
Nimmt man zum Beispiel an, dass man durch X teilen kann, dann würde dies in der arithmetischen
Sichtweise bereits ausschliessen, dass man für X die Zahl 0 einsetzen kann. Aber auch eine Regel wie
X2 ≥ 0, die für alle reellen Zahlen gilt, würde die Anwendungsmöglichkeiten zu stark einschränken.
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Es gibt zwar keine reelle Zahl, die man in das Polynom p(X) = X2 + 1 einsetzen könnte, so dass es
den Wert 0 annimmt. Man könnte X aber als ein neues Objekt ausserhalb von R betrachten, welches
die Gleichung X2 +1 = 0 erfüllt. In den komplexen Zahlen C gibt es mit der imaginären Einheit i ∈ C
tatsächlich ein Zahl mit der Eigenschaft i2 = −1 und damit eine Objekt, welches die Ungleichung
X2 ≥ 0 verletzt.

Für das Symbol X sollen also die “üblichen” Rechenregeln gelten. Dies ist natürlich nur sinn-
voll, wenn man auch mit den Koeffizienten a0, . . . , an rechnen kann. Sie müssen also Elemente einer
algebraischen Struktur sein, in der mindestens die Addition und die Multiplikation definiert sind.
Die ganzen Zahlen Z kommen dafür in Frage, aber auch die rationalen oder reellen Zahlen Q und
R. Man kann sogar noch weiter gehen: man kann als Koeffizienten auch Vektoren oder sogar Matri-
zen zulassen. Polynome können addiert werden, indem die Koeffizienten addiert werden. Polynome
können aber auch multipliziert werden, was auf die Faltung der Koeffizienten hinausläuft:

p(X) = anXn + an−1Xn−1 + · · · + a1X + a0

q(X) = bmXm + bm−1Xm−1 + · · · + b1X + b0

p(X)q(X) = anbmXn+m + (anbm−1 + an−1bm)Xn+m−1 + · · · +
∑

i+ j=k

aib jXk + · · · + (a1b0 + a0b1)X + a0b0

(3.4)

Dies ist aber nur möglich, wenn die Koeffizienten selbst miteinander multipliziert werden können,
wenn also die Koeffizienten mindestens Elemente einer Algebra sind.

3.1 Definitionen
In diesem Abschnitt stellen wir einige grundlegende Definitionen für das Rechnen mit Polynomen
zusammen.

3.1.1 Skalare
Wie schon in der Einleitung angedeutet sind Polynome nur dann sinnvoll, wenn man mit den Koef-
fizienten gewisse Rechenoperationen durchführen kann. Wir brauchen mindestens die Möglichkeit,
Koeffizienten zu addieren. Wenn wir uns vorstellen, dass wir X durch eine Zahl ersetzen können,
dann brauchen wir zusätzlich die Möglichkeit, einen Koeffizienten mit einer Zahl zu multiplizieren.

Die Struktur, die wir hier beschrieben haben, hängt davon ab, was wir uns unter einer “Zahl”
vorstellen. Wir bezeichnen die Menge, aus der die “Zahlen” kommen können mit R und nennen sie
die Menge der Skalare. Wenn wir uns vorstellen, dass man die Elemente von R an Stelle von X in das
Polynom einsetzen kann, dann muss es möglich sein, in R zu Multiplizieren und zu Addieren, und
es müssen die üblichen Rechenregeln der Algebra gelten, R muss also ein Ring sein. Wir werden im
folgenden meistens voraussetzen, dass R sogar kommutativ ist und eine 1 hat.

Definition 3.1. Sei R ein Ring. Die Menge

R[X] = {p(X) = anXn + an−1Xn−1 + . . . a1X + a0 | ak ∈ R, n ∈ N}
heisst die Menge der Polynome mit Koeffizienten in R oder Polynome über R. Polynome können
addiert werden, indem Koeffizienten mit gleichem Index addiert werden:

p(X) = anXn + an−1Xn−1 + · · · + a1X + a0
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q(X) = bnXn + bn−1Xn−1 + · · · + b1X + b0

p(X) + q(X) = (an + bn)Xn + (an−1 + bn−1)Xn−1 + · · · + (a1 + b1)X + (a0 + b0)

Die Multiplikation ist durch die Formel (3.4) definiert.

Ein Polynom heisst normiert oder auch monisch, wenn der höchste Koeffizient oder auch Leit-
koeffizient des Polynomus 1 ist, also an = 1. Wenn man in R durch an dividieren kann, dann kann
man aus dem Polynom p(X) = anXn + . . . mit Leitkoeffizient an das normierte Polynom

1
an

p(X) =
1
an

(anXn + · · · + a0) = Xn +
an−1

an
Xn−1 + · · · + a0

an

machen. Man sagt auch, das Polynom p(X) wurde normiert.
Die Tatsache, dass zwei Polynome nicht gleich viele von 0 verschiedene Koeffizienten haben

müssen, verkompliziert die Beschreibung der Rechenoperationen ein wenig. Wir werden daher im
Folgenden oft für ein Polynom

p(X) = anXn + an−1Xn−1 + . . . a1X + a0

annehmen, dass alle Koeffizienten an+1, an+2, . . . implizit mit Wert 0 definiert sind. Wir werden uns
also erlauben,

p(X) =
∑

k

akXk =

∞∑

k=0

akXk

zu schreiben, wobei in der ersten Form das Summenzeichen bedeuten soll, dass nur über diejenigen
Indizes k summiert wird, für die ak definiert ist.

3.1.2 Der Polynomring
Die Menge R[X] aller Polynome über R wird zu einem Ring, wenn man die Rechenoperationen
Addition und Multiplikation so definiert, wie man das in der Schule gelernt hat. Die Summe von
zwei Polynomen

p(X) = anXn + an−1Xn−1 + · · · + a1X + a0

q(X) = bmXm + bm−1Xm−1 + · · · + b1X + b0

ist
p(X) + q(X) =

∑

k

(ak + bk)Xk,

wobei die Summe wieder so zu interpretieren ist, über alle Terme summiert wird, für die mindestens
einer der Summanden von 0 verschieden ist.

Für das Produkt verwenden wir die Definition

p(X)q(X) =
∑

k

∑

l

akblXk+l,

die natürlich mit Formel (3.4) gleichbedeutend ist. Die Polynom-Multiplikation und Addition sind
nur eine natürliche Erweiterung der Rechenregeln, die man schon in der Schule lernt, es ist daher

63



Polynome Definitionen

nicht überraschend, dass die bekannten Rechenregeln auch für Polynome gelten. Das Distributivge-
setz

p(X)(u(X) + v(X)) = p(X)u(X) + p(X)v(X) (p(X) + q(X))u(X) = p(X)u(X) + q(X)u(X)

zum Beispiel sagt ja nichts anderes, als dass man ausmultiplizieren kann. Oder die Assoziativgesetze

p(X) + q(X) + r(X) = (p(X) + q(X)) + r(X) = p(X) + (q(X) + r(X))
p(X)q(X)r(X) = (p(X)q(X))r(X) = p(X)(q(X)r(X))

für die Multiplikation besagt, das es keine Rolle spielt, in welcher Reihenfolge man die Additionen
oder Multiplikationen ausführt.

3.1.3 Grad

Definition 3.2. Der Grad eines Polynoms p(X) ist die höchste Potenz von X, die im Polynom vor-
kommt. Das Polynom

p(X) = anXn + an−1Xn−1 + . . . a1X + a0

hat den Grad n, wenn an , 0 ist. Der Grad von p wird mit deg p bezeichnet. Konstante Polynome
p(X) = a0 mit a0 , 0 hat den Grad 0. Der Grad des Nullpolynoms p(X) = 0 ist definiert als −∞.

Der Grad eines Polynoms ist sinnvoll in dem Sinn, dass er sich mit den Rechenoperationen
gut verträgt. Damit lässt sich weiter unten auch die spezielle Wahl des Grades des Nullpolynoms
begründen. Es gelten nämlich die folgenden Rechenregeln.

Lemma 3.3. Sind p und q Polynome mit Koeffizienten in R und 0 , λ ∈ R, dann gilt

deg(pq) ≤ deg p + deg q (3.5)
deg(p + q) ≤ max(deg p, deg q) (3.6)

deg(λp) ≤ deg p (3.7)

Die Formel (3.7) ist eigentlich ein Spezialfall von (3.5). Die Zahl λ ∈ R kann man als Polynom
vom Grad 0 betrachten, wofür natürlich (3.5) gilt, also deg(λp) ≤ deg λ + deg p.

Beweis. Wir schreiben die Polynome wieder in der Form

p(X) = anXn + an−1Xn−1 + · · · + a1X + a0 ⇒ deg p = n

q(X) = bmXm + bm−1Xm−1 + · · · + b1X + b0 ⇒ deg q = m.

Dann kann der höchste Koeffizient in der Summe p+q nicht weiter oben sein als die grössere von den
beiden Zahlen n und m angibt, dies beweist (3.5). Ebenso kann der höchste Koeffizient im Produkt
nach der Formel (3.4) nicht weiter oben als bei n + m liegen, dies beweist beweist (3.6). Es könnte
aber passieren, dass anbm = 0 ist, d. h. es ist durchaus möglich, dass der Grad kleiner ist. Schliesslich
kann der höchsten Koeffizient von λp(X) nicht grösser als der höchste Koeffizient von p(X) sein, was
(3.7) beweist. �
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Etwas enttäuschend an diesen Rechenregeln ist, dass der Grad eines Produktes nicht exakt die
Summe der Grade hat. Der Grund ist natürlich, dass es in gewissen Ringen R passieren kann, dass
das Produkt an · bm = 0 ist. Zum Beispiel ist im Ring der 2 × 2 Matrizen das Produkt der Elemente

an =

(
1 0
0 0

)
und bm =

(
0 0
0 1

)
⇒ anbm =

(
0 0
0 0

)
. (3.8)

Diese unangehme Situation tritt immer ein, wenn es von Null verschiedene Elemente gibt, deren
Produkt 0 ist. In Matrizenringen ist das der Normalfall, man kann diesen Fall also nicht einfach
ausschliessen. In den Zahlenmengen wie Z, Q und R passiert das natürlich nie.

Definition 3.4. Ein Ring R heisst nullteilerfrei, wenn für zwei Elemente a, b ∈ R aus ab = 0 immer
geschlossen werden kann, dass a = 0 oder b = 0. Ein von 0 verschiedenes Element a ∈ R heisst
Nullteiler, wenn es eine b ∈ R mit b , 0 gibt derart dass ab = 0.

Die beiden Matrizen in (3.8) sind Nullteiler im Ring M2(Z) der 2×2-Matrizen. Der Matrizenring
M2(Z) ist also nicht nullteilerfrei.

In einem nullteilerfreien Ring gelten die Rechenregeln für den Grad jetzt exakt:

Lemma 3.5. Sei R ein nullteilerfreier Ring und p und q Polynome über R und 0 , λ ∈ R. Dann gilt

deg(pq) = deg p + deg q (3.9)
deg(p + q) ≤ max(deg p, deg q) (3.10)

deg(λp) = deg p (3.11)

Beweis. Der Fall, dass der höchste Koeffizient verschwindet, weil an, bm oder λNullteiler sind, kann
unter den gegebenen Voraussetzungen nicht eintreten, daher werden die in Lemma 3.3 gefunden
Ungleichungen für Produkte exakt. �

Die Gleichung (3.11) kann im Fall λ = 0 natürlich nicht gelten. Betrachten wir λ wieder als ein
Polynom, dann folgt aus (3.9), dass

λ , 0 ⇒ deg(λp) = deg λ + deg p = 0 + deg p

λ = 0 ⇒ deg(0p) = deg 0 + deg p = deg 0

Diese Gleichung kann also nur aufrechterhalten werden, wenn die “Zahl” deg 0 die Eigenschaft
besitzt, dass man immer noch deg 0 bekommt, wenn man irgend eine Zahl deg p hinzuaddiert. Wenn
also

deg 0 + deg p = deg 0 ∀ deg p ∈ Z
gilt. So eine Zahl gibt es in den ganzen Zahlen nicht. Wenn man zu einer ganzen Zahl eine andere
ganze Zahl hinzuaddiert, ändert sich fast immer etwas. Man muss daher deg 0 = −∞ setzen und
festlegen, dass −∞ + n = −∞ für beliebige ganze Zahlen n gilt.

Definition 3.6. Die Polynome vom Grad ≤ n mit Koeffizienten in R bilden die Teilmenge

R(n)[X] = {p ∈ R[X] | deg p ≤ n}.
Die Mengen R(n)[X] bilden eine Filtrierung des Polynomrings R[X], d. h. sie sind ineinander ge-
schachtelt

R(−∞)[X] ⊂ R(0)[X] ⊂ R(1)[X] ⊂ . . . ⊂ R(k)[X] ⊂ R(k+1)[X] ⊂ . . . ⊂ R[X]∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥
{0} ⊂ R ⊂ {a1X + a0 |ak ∈ R} ⊂ . . .
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und ihre Vereinigung ist R[X].

Die Formeln für den Grad können wir auch mit den Mengen R(k)[X] ausdrücken:

deg(p + q) ≤ max(deg p, deg q) ⇒ R(k) + R(l) ⊂ R(max(k,l)) = R(k)[X] ∪ R(l)[X].

deg(p · q) = deg p + deg q ⇒ R(k)[X] · R(l)[X] = R(k+l)[X].

3.1.4 Teilbarkeit
Im Ring der ganzen Zahlen sind nicht alle Divisionen ohne Rest ausführbar, so entsteht das Konzept
der Teilbarkeit. Der Divisionsalgorithmus, den man in der Schule lernt, liefert zu beliebigen ganzen
Zahlen a, b ∈ Z den Quotienten q und den Rest r derart, dass a = qb + r. Der Algorithmus basiert
auf der Zehnersystemdarstellung

a = an10n + an−110n−1 + · · · + a1101 + a0

b = bm10n + bm−110n−1 + · · · + b1101 + b0

und ermittelt den Quotienten, indem er mit den einzelnen Stellen ak und bk arbeitet. Er ist also
eigentlich ein Algorithmus für die Polynome

a = anXn + an−1Xn−1 + · · · + a1X1 + a0

b = bmXn + bm−1Xn−1 + · · · + b1X1 + b0,

mit dem einzigen Unterschied, dass statt X mit der festen Zahl X = 10 gearbeitet wird. Der Teilungs-
algorithmus für Polynome lässt sich aber leicht rekonstruieren.

Polynomdivision

Wir zeigen den Polynomdivisionsalgorithmus an einem konkreten Beispiel. Gesucht sind Quotient
q ∈ Z[X] und Rest r ∈ Z[X] der beiden Polynome

a(X) = X4 − X3 − 7X2 + X + 6

b(X) = X2 + X + 1,
(3.12)

für die also gilt a = bq + r. Die Division ergibt

X4 − X3 − 7X2 + X + 6 : X2 + X + 1 = X2 − 2X − 6 = q
−(X4 + X3 + X2)

− 2X3 − 8X2 + X
−(− 2X3 − 2X2 − 2X)

− 6X2 + 3X + 6
−(− 6X2 − 6X − 6)

9X + 12 = r

Durch nachrechnen kann man überprüfen, dass tatsächlich

bq = X4 − X3 − 7X2 − 8X − 6

bq + r = X4 − X3 − 7X2 + X + 6 = a
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gilt.
Das Beispiel (3.13) war besonders einfach, weil der führende Koeffizient des Divisorpolynomes

1 war. Für b = 2X2 + X + 1 funktioniert der Algorithmus dagegen nicht mehr. Jedes für q in Frage
kommende Polynom vom Grad 2 muss von der Form q = q2X2 + q1X + q0 sein. Multipliziert
man mit b, erhält man bq = 2q2X4 + (2q1 + q2)X3 + . . . . Insbesondere ist es nicht möglich mit
ganzzahligen Quotienten qk ∈ Z auch nur der ersten Koeffizienten von a zu erhalten. Dazu müsste
nämlich an = 1 = 2q2 oder q2 = 1

2 < Z sein. Der Divisionsalgorithmus funktioniert also nur dann,
wenn die Division durch den führenden Koeffizienten des Divisorpolynomes b immer ausführbar ist.
Im Beispiel (3.13) war das der Fall, weil der führende Koeffizient 1 war. Für beliebige Polynome b ∈
R[X] ist das aber nur der Fall, wenn die Koeffizienten in Tat und Wahrheit einem Körper entstammen.

Im Folgenden betrachten wir daher nur noch Polynomringe mit Koeffizienten in einem Körper
k. In Q[X] ist die Division a : b für die Polynome

a(X) = X4 − X3 − 7X2 + X + 6

b(X) = X2 + X + 1,
(3.13)

problemlos durchführbar:

X4 − X3 − 7X2 + X + 6 : 2X2 + X + 1 = 1
2 X2 − 3

4 X − 27
8 = q

−(X4 + 1
2 X3 + 1

2 X2)
− 3

2 X3 − 15
2 X2 + X

−(− 3
2 X3 − 3

4 X2 − 3
4 X)

− 27
4 X2 + 7

4 X + 6
−(− 27

4 X2 − 27
8 X − 27

8 )
41
8 X + 75

8 = r

Der Algorithmus funktioniert selbstverständlich genauso in R[X] oder C[X], und ebenso in den in
Kapitel 4 studierten endlichen Körpern.

Euklidische Ringe und Faktorzerlegung

Der Polynomring k[X] hat noch eine weitere Eigenschaft, die ihn von einem gewöhnlichen Ring un-
terschiedet. Der Polynomdivisionsalgorithmus findet zu zwei Polynomen f , g ∈ k[X] den Quotienten
q ∈ k[X] und den Rest r ∈ k[X] mit f = qg + r, wobei ausserdem deg r < deg g ist.

Definition 3.7. Ein euklidischer Ring R ist ein nullteilerfreier Ring mit einer Gradfunktion deg: R \
{0} → N mit folgenden Eigenschaften

1. Für x, y ∈ R gilt deg(xy) ≥ deg(x).

2. Für alle x, y ∈ R gibt es q, r ∈ R mit x = qy + r mit deg(y) > deg(x)

Bedingung 2 ist die Division mit Rest.

Die ganzen Zahlen Z bilden einen euklidischen Ring mit der Gradfunktion deg(z) = |z| für z ∈ Z.
Aus dem Divisionsalgorithmus für ganze Zahlen leiten sich alle grundlegenden Eigenschaften über
Teilbarkeit und Primzahlen ab. Eine Zahl x ist teilbar durch y, wenn x = qy mit q ∈ Z, es gibt Zahlen
p ∈ Z, die keine Teiler haben und jede Zahl kann auf eindeutige Art und Weise in ein Produkt von
Primfaktoren zerlegt werden.
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Irreduzible Polynome

Das Konzept der Primzahl lässt sich wie folgt in den Polynomring übertragen.

Definition 3.8. Ein Polynom f ∈ R[X] heisst irreduzibel, es keine Faktorisierung f = gh in Faktoren
g, h ∈ R[X] mit deg(g) > 0 und deg(h) > 0.

Beispiel. Polynome ersten Grades aX + b sind immer irreduzibel, da sie bereits minimalen Grad
haben.

Sei jetzt f = X2 + bX + c ein quadratisches Polynom in Q[X]. Wenn es faktorisierbar sein
soll, dann müssen die Faktoren Polynome ersten Grades sein, also f = (X − x1)(X − x2) mit xi ∈
Q. Die Zahlen xi die einzigen möglichen Lösungen für xi können mit der Lösungsformel für die
quadratische Gleichung

xi = −b
2
±

√
b2

4
− c

gefunden werden. Die Faktorisierung ist also genau dann möglich, wenn b2/4 − c ein Quadrat in Q.
In R ist das Polynom faktorisierbar, wenn b2 − 4c ≥ 0 ist. In C gibt es keine Einschränkung, die
Wurzel zu ziehen, in C gibt es also keine irreduziblen Polynome im Grad 2. ©

Faktorisierung in einem Polynomring

Ein Polynomring ist ganz offensichtlich auch ein euklidischer Ring. Wir erwarten daher die ent-
sprechenden Eigenschaften auch in einem Polynomring. Allerdings ist eine Faktorzerlegung nicht
ganz eindeutig. Wenn das Polynom f ∈ Z[X] die Faktorisierung f = g · h mit g, hZ[X] hat, dann
ist rg · r−1h ebenfalls eine Faktorisierung für jedes r = ±1. Dasselbe gilt in Q für jedes r ∈ Q∗.
Faktorisierung ist also nur eindeutig bis auf Elemente der Einheitengruppe des Koeffizientenringes.
Diese Mehrdeutigkeit kann in den Polynomringen k[X] überwunden werden, indem die Polynome
normiert werden.

Satz 3.9. Ein normiertes Polynom f ∈ k[X] kann in normierte Faktoren g1, . . . , gk ∈ k[X] zerlegt
werden, so dass f = g1 · . . . · gk, wobei die Faktoren irreduzibel sind. Zwei solche Faktorisierungen
unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge der Faktoren. Ein Polynom f ∈ k[X] kann in ein
Produkt ang1 · . . . · gk zerlegt werden, wobei die normierten Faktoren gi bis auf die Reihenfolge
eindeutig sind.

3.1.5 Formale Potenzreihen

XXX TODO

3.2 Polynome als Vektoren

Ein Polynom
p(X) = anXn + an−1Xn−1 + . . . a1X + a0

mit Koeffizienten in einem Ring R ist spezifiziert, wenn die Koeffizienten ak bekannt sind. Die Po-
tenzen von X dienen hier nur dazu, die verschiedenen Koeffizienten zu unterscheiden. Das Polynom
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p(X) vom Grad n ist also auch gegeben durch den n + 1-dimensionalen Vektor


a0
a1
...

an−1
an



∈ Rn.

Diese Darstellung eines Polynoms gibt auch die Addition von Polynomen und die Multiplikation
von Polynomen mit Skalaren aus R korrekt wieder. Die Abbildung von Vektoren auf Polynome

ϕ : Rn → R[X] :



a0
...

an


7→ anXn + an−1Xn−1 + · · · + a1X + a0

erfüllt also
ϕ(λa) = λϕ(a) und ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b)

und ist damit eine lineare Abbildung. Umgekehrt kann man auch zu jedem Polynom p(X) vom
Grad ≤ n einen Vektor finden, der von ϕ auf das Polynom p(X) abgebildet wird. Die Abbildung ϕ
ist also ein Isomorphismus

ϕ : {p ∈ R[X] | deg(p) ≤ n} ≡→ Rn+1

zwischen der Menge der Polynome vom Grad ≤ n auf Rn+1. Für alle Rechnungen, bei denen es nur
um Addition von Polynomen oder um Multiplikation mit Skalaren geht, ist also diese vektorielle
Darstellung mit Hilfe von ϕ eine zweckmässige Darstellung.

In zwei Bereichen ist die Beschreibung von Polynomen mit Vektoren allerdings ungenügend:
einerseits können Polynome können beliebig hohen Grad haben, während Vektoren in Rn+1 höchs-
tens n + 1 Komponenten haben können. Andererseits geht bei der vektoriellen Beschreibung die
multiplikative Struktur vollständig verloren.

3.2.1 Polynome beliebigen Grades
Ein Polynom

q(X) = bmXm + bm−1Xm−1 + · · · + b1X + b0

vom Grad m < n kann dargestellt werden als ein Vektor


b0
b1
...

bm−1
bm

0
...



∈ Rn+1

mit der Eigenschaft, dass die Komponenten mit Indizes m + 1, . . . n verschwinden. Polynome vom
Grad m < n bilden einen Unterraum der Polynome vom Grad n. Wir können auch die m + 1-
dimensionalen Vektoren in den n + 1-dimensionalen Vektoren einbetten, indem wir die Vektoren
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durch “auffüllen” mit Nullen auf die richtige Länge bringen. Es gibt also eine lineare Abbildung

Rm+1 → Rn+1 :



b0
b1
...

bm


7→



b0
b1
...

bm

0
...



.

Die Moduln Rk sind also alle ineinandergeschachtelt, können aber alle auf konsistente Weise mit der
Abbildung ϕ in den Polynomring R[X] abgebildet werden.

{0} R R2 . . . Rk Rk+1 . . .

R(0)[X] R(1)[X] R(2)[X] . . . R(k)[X] R(k+1)[X] . . .

R[X]

3.2.2 Multiplikative Struktur

3.3 Polynommultiplikation mit Matrizen

3.4 Minimalpolynom
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Endliche Körper

Aus den ganzen Zahlen Z entsteht ein Körper, indem wir Brüche bilden alle von 0 verschiedenen
Nenner zulassen. Der Körper der rationalen Zahlen Q enthält unendliche viele Zahlen und hat zu-
sätzlich die sogenannte archimedische Eigenschaft, nämliche dass es zu zwei positiven rationalen
Zahlen a und b immer eine ganze Zahl n gibt derart, dass na > b. Dies bedeutet auch, dass es in den
rationalen Zahlen beliebig grosse Zahlen gibt. Man kann aus den ganzen Zahlen aber auch eine Rei-
he von Körpern ableiten, die diese Eigenschaft nicht haben. Nicht überraschend werden die ersten
derartigen Körper, die wir in Abschnitt 4.2 konstruieren werden, endlich viele Elemente haben. Als
Hilfsmittel für die Definition der Division in diesem Körper wird als Vorbereitung in Abschnitt 4.1
der euklidische Algorithmus vorgestellt, wobei auch eine besonders zum Thema dieses Buches pas-
sende Beschreibung in Matrixform angegeben wird. Zu diesen sogenannten Galois-Körpern können
wir dann weitere Elemente hinzufügen, wie das in Abschnitt 4.3 gezeigt wird. Diese Technik, die
auch für den Körper Q funktioniert, erlaubt dafür zu sorgen, dass in einem Körper gewisse algebrai-
sche Gleichungen lösbar werden.

4.1 Der euklidische Algorithmus
Der euklidische Algorithmus bestimmt zu zwei gegebenen ganzen Zahlen a und b den grössten
gemeinsamen Teiler g. Zusätzlich findet er ganze Zahlen s und t derart, dass

sa + tb = g.

In diesem Abschnitt soll der Algorithmus zunächst für ganze Zahlen vorgestellt werden, bevor er auf
Polynome verallgemeinert und dann in Matrixform niedergeschrieben wird.

4.1.1 Ganze Zahlen
Gegeben sind zwei ganze Zahlen a und b und wir dürfen annehmen, dass a ≥ b. Gesucht ist der
grösste gemeinsame Teiler g von a und b. Wir schreiben g|a für “g ist Teiler von a” oder “g teilt a”,
gesucht ist also die grösste ganze Zahl g derart, dass g|a und g|b.

Ist b|a, dann ist offenbar b der grösste gemeinsame Teiler von a und b. Im Allgemeinen wird der
grösste gemeinsame Teiler aber kleiner sein. Wir teilen daher a durch b, was nur mit Rest möglich
ist. Es gibt ganze Zahlen q, der Quotient, und r, der Rest, derart, dass

a = qb + r ⇒ r = a − qb. (4.1)
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Nach Definition des Restes ist r < b. Da der grösste gemeinsame Teiler sowohl a als auch b teilt,
muss er wegen (4.1) auch r teilen. Somit haben wir das Problem, den grössten gemeinsamen Teiler
von a und b zu finden, auf das “kleinere” Problem zurückgeführt, den grössten gemeinsamen Teiler
von b und r zu finden.

Um den eben beschriebenen Schritt zu wiederholen, wählen wir die folgende Notation. Wir
schreiben a0 = a und b0 = b. Im ersten Schritt finden wird q0 und r0 derart, dass a0 − q0b0 = r0.
Dann setzen wir a1 = b0 und b1 = r0. Mit a1 und b1 wiederholen wir den Divisionsschritt, der einen
neuen Quotienten q1 und einen neuen Rest r1 liefert mit a1 − q1b1 = r1. So entstehen vier Folgen
von Zahlen ak, bk, qk und rk derart, dass in jedem Schritt gilt

ak − qkbk = rk g|ak g|bk ak = bk−1 bk = rk−1

Der Algorithmus bricht im Schritt n ab, wenn rn+1 = 0. Der letzte nicht verschwindende Rest rn

muss daher der grösste gemeinsame Teiler sein: g = rn.

Beispiel. Wir bestimmen den grössten gemeinsamen Teiler von 76415 und 23205 mit Hilfe des eben
beschriebenen Algorithmus. Wir schreiben die gefundenen Zahlen in eine Tabelle:

k ak bk qk rk

0 76415 23205 3 6800
1 23205 6800 3 2805
2 6800 2805 2 1190
3 2805 1190 2 425
4 1190 425 2 340
5 425 340 1 85
6 340 85 4 0

Der Algorithmus bricht also mit dem letzten Rest rn = 85 ab, dies ist der grösste gemeinsame
Teiler. ©

Die oben protokollierten Werte von qk werden für die Bestimmung des grössten gemeinsamen
Teilers nicht benötigt. Wir können sie aber verwenden, um die Zahlen s und t zu bestimmen.

Beispiel. Wir drücken die Reste im obigen Beispiel durch die Zahlen ak, bk und qk aus und setzen
sie in den Ausdruck g = a5 − q5b5 ein, bis wir einen Ausdruck in a0 und b0 für g finden:

r5 = a5 − q5b5 = a5 − 1 · b5 g = a5 − 1 · b5 = b4 − 1 · r4

r4 = a4 − q4b4 = a4 − 2 · b4 = b4 − (a4 − 2b4) = −a4 + 3b4 = −b3 + 3r3

r3 = a3 − q3b3 = a3 − 2 · b3 = −b3 + 3(a3 − 2b3) = 3a3 − 7b3 = 3b2 − 7r2

r2 = a2 − q2b2 = a2 − 2 · b2 = 3b2 − 7(a2 − 2b2) = −7a2 + 17b2 = −7b1 + 17r1

r1 = a1 − q1b1 = a1 − 3 · b1 = −7b1 + 17(a1 − 3b1) = 17a1 − 58b1 = 17b0 − 58r0

r0 = a0 − q0b0 = a0 − 3 · b0 = 17b0 − 58(a0t − 3b0) = −58a0 + 191b0

Tatsächlich gilt
−58 · 76415 + 191 · 23205 = 85,

die Zahlen t = −58 und s = 191 sind also genau die eingangs versprochenen Faktoren. ©

72



Endliche Körper Der euklidische Algorithmus

4.1.2 Matrixschreibweise
Die Durchführung des euklidischen Algorithmus lässt sich besonders elegant in Matrixschreibweise
dokumentieren. In jedem Schritt arbeitet man mit zwei ganzen Zahlen ak und bk, die wir als zwei-
dimensionalen Spaltenvektor betrachten können. Der Algorithmus macht aus ak und bk die neuen
Zahlen ak+1 = bk und bk+1 = rk = ak − qkbk, dies kann man als

(
ak+1
bk+1

)
=

(
bk

rk

)
=

(
0 1
1 −qk

) (
ak

bk

)

schreiben. Der Algorithmus bricht ab, wenn die zweite Komponente des Vektors = 0 ist, in der ersten
steht dann der grösste gemeinsame Teiler. Hier ist die Durchführung des Algorithmus in Matrix-
Schreibweise:

(
23205
6800

)
=

(
0 1
1 −3

) (
76415
23205

)

(
6800
2805

)
=

(
0 1
1 −3

) (
23205
6800

)

(
2805
1190

)
=

(
0 1
1 −2

) (
6800
2805

)

(
1190
425

)
=

(
0 1
1 −2

) (
2805
1190

)

(
425
340

)
=

(
0 1
1 −2

) (
1190
425

)

(
340
85

)
=

(
0 1
1 −1

) (
425
340

)

(
85
0

)
=

(
0 1
1 −4

) (
340
85

)
=

(
g
0

)
.

Definition 4.1. Wir kürzen

Q(qk) =

(
0 1
1 −qk

)

ab.

Mit dieser Definition lässt sich der euklidische Algorithmus wie folgt beschreiben.

Algorithmus 4.2 (Euklid). Der Algorithmus operiert auf zweidimensionalen Zustandsvektoren x ∈
Z2 wie folgt:

1. Initialisiere den Zustandsvektor mit den ganzen Zahlen a und b: x =

(
a
b

)

2. Bestimme den Quotienten q als die grösste ganze Zahl, für die qx2 ≤ x1 gilt.

3. Berechne den neuen Zustandsvektor als Q(q)x.

4. Wiederhole Schritte 2 und 3 bis die zweite Komponente des Zustandsvektors verschwindet. Die
erste Komponente ist dann der gesuchte grösste gemeinsame Teiler.
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Endliche Körper Der euklidische Algorithmus

Auch die Berechnung der Zahlen s und t lässt sich jetzt leichter verstehen. Nach Algorithmus 4.2
ist (

g
0

)
= Q(qn)Q(qn−1) · · ·Q(q0)

(
a
b

)
.

Schreiben wir Q = Q(qn)Q(qn−1) · · ·Q(q0), dann enthält die Matrix Q in der erste Zeile die ganzen
Zahlen s und t, mit denen sich der grösste gemeinsame Teiler aus a und b darstellen lässt:

Q =

(
s t

q21 q22

)
⇒

{ g = sa + tb

0 = q21a + q22b.

Beispiel. Wir verifizieren die Behauptung durch Nachrechnen:

Q =

(
0 1
1 −qn

) (
0 1
1 −qn−1

)
· · ·

(
0 1
1 −q0

)

=

(
0 1
1 −4

) (
0 1
1 −1

)

︸                ︷︷                ︸
(
0 1
1 −2

) (
0 1
1 −2

)

︸                ︷︷                ︸
(
0 1
1 −2

) (
0 1
1 −3

)

︸                ︷︷                ︸
(
0 1
1 −3

)

=

(
1 −1
−4 5

) (
1 −2
−2 5

)

︸                    ︷︷                    ︸
(

1 −2
−3 7

) (
0 1
1 −3

)

︸                  ︷︷                  ︸
=

(
3 −7
−14 33

) (−3 10
7 −23

)
=

(−58 191
273 −899

)
.

In der zweiten Zeile findet man Zahlen, die a und b zu 0 kombinieren:

273 · 76415 − 899 · 23205 = 0,

in der ersten stehen die Zahlen s = −58 und t = 191 und tatsächlich ergibt

ta + sb = −58 · 76415 + 191 · 23205 = 85 = g

den grössten gemeinsamen Teiler von 76415 und 23205. ©
Die Wirkung der Matrix

Q(q) =

(
0 1
1 −q

)

lässt sich mit genau einer Multiplikation und einer Addition berechnen. Dies ist die Art von Matrix,
die wir für die Implementation der Wavelet-Transformation anstreben.

4.1.3 Vereinfachte Durchführung
Die Durchführung des euklidischen Algorithmus mit Hilfe der Matrizen Q(qk) ist etwas unhandlich.
In diesem Abschnitt sollen die Matrizenprodukte daher in einer Form dargestellt werden, die leichter
als Programm zu implementieren ist.

In Abschnitt 4.1.3 wurde gezeigt, dass das Produkt der aus den Quotienten qk gebildeten Matri-
zen Q(qk) berechnet werden müssen. Dazu beachten wir zunächst, dass die Multiplikation mit der
Matrix Q(qk) die zweite Zeile in die erste Zeile verschiebt:

Q(qk)
(
u v
c d

)
=

(
0 1
1 −qk

) (
u v
c d

)
=

(
c d

u − qkc v − qkd

)
.
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Die Matrizen
Qk = Q(qk)Q(qk−1) . . .Q(q0)

haben daher jeweils für aufeinanderfolgende Werte vo k eine Zeile gemeinsam. Wir bezeichnen die
Einträge der ersten Zeile der Matrix Qk mit ck und dk. Es gilt dann

Qk =

(
ck dk

ck+1 dk+1

)
= Q(qk)

(
ck−1 dk−1
ck dk

)

Daraus ergeben sich die Rekursionsformeln

ck+1 = ck−1 − qkck

dk+1 = dk−1 − qkdk.
(4.2)

Die Auswertung des Matrizenproduktes von links nach rechts beginnt mit der Einheitsmatrix, es ist

Q0 = Q(q0)I =

(
0 1
1 −q0

) (
1 0
0 1

)
,

woraus man ablesen kann, dass

Q−1 =

(
c−1 d−1
c0 d0

)
=

(
1 0
0 1

)
(4.3)

gesetzt werden muss.
Mit diesen Notationen kann man den Algorithmus jetzt in der früher verwendeten Tabelle durch-

führen, die man um die zwei Spalten ck und dk hinzufügt und die Werte in dieser Spalte mit Hilfe
der Rekursionsformeln (4.2) aus den initialen Werten (4.3) berechnet.

Beispiel. Wir erweitern das Beispiel von Seite 72 zur Bestimmung des grössten gemeinsamen Tei-
lers von 76415 und 23205 zur Berechnung der Koeffizienten ck und dk Wir schreiben die gefundenen
Zahlen in eine Tabelle:

k ak bk qk rk ck dk

1 0
0 76415 23205 3 6800 0 1
1 23205 6800 3 2805 1 −3
2 6800 2805 2 1190 −3 10
3 2805 1190 2 425 7 −23
4 1190 425 2 340 −17 56
5 425 340 1 85 41 −135
6 340 85 4 0 −58 191
7 85 0 273 −899

Aus den letzten zwei Spalten der Tabelle kann man ablesen, dass

−58 · 76415 + 191 · 23205 = 85
273 · 76415 − 899 · 23205 = 0,

wie erwartet. Die gesuchten Zahlen s und t sind also s = −58 und t = 191. ©
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Die Matrizen Qk kann man auch as der Tabelle ablesen, sie bestehen aus den vier Elementen in
den Zeilen k und k + 1 in den Spalten ck und dk. Auf jeder Zeile gilt bk = cka0 + dkb0, für k > 0 ist
dies cka0 + dkb0 = rk−1.

Bis jetzt gingen wir immer davon aus, dass a > b ist. Dies ist jedoch nicht nötig, wie die Durch-
führung des Algorithmus für das obige Beispiel mit vertauschten Werten von a und b zeigt. Wir be-
zeichnen die Elemente zur Unterscheidung von der ursprünglichen Durchführung mit einem Strich:

k a′k b′k q′k r′k c′k d′k
1 0

0 23205 76415 0 23205 0 1
1 76415 23205 3 6800 1 0
2 23205 6800 3 2805 −3 1
3 6800 2805 2 1190 10 −3
4 2805 1190 2 425 −23 7
5 1190 425 2 340 56 −17
6 425 340 1 85 −135 41
7 340 85 4 0 191 −58
8 85 0 −899 273

Da für a < b der erste Quotient q′0 = 0 ist, werden die ersten neuen Elemente c′1 = 1 = d0 und
d′1 = 0 = c0 sein. Die nachfolgenden Quotienten sind genau die gleichen, also qk = q′k+1 und damit
werden auch

ck = d′k+1 und dk = c′k+1

sein. Man findet also die gleichen Einträge in einer Tabelle, die eine Zeile mehr hat und in der die
letzten zwei Spalten gegenüber der ursprünglichen Tabelle vertauscht wurden.

4.1.4 Polynome
Der Ring Q[X] der Polynome in der Variablen X mit rationalen Koeffizienten1 verhält sich bezüglich
Teilbarkeit ganz genau gleich wie die ganzen Zahlen. Insbesondere ist der euklidische Algorithmus
genauso wie die Matrixschreibweise auch für Polynome durchführbar.

Beispiel. Wir berechnen als Beispiel den grössten gemeinsamen Teiler der Polynome

a = X4 − 2X3 − 7X2 + 8X + 12, b = X4 + X3 − 7X2 − X + 6.

Wir erstellen wieder die Tabelle der Reste

k ak bk qk rk

0 X4 − 2X3 − 7X2 + 8X + 12 X4 + X3 − 7X2 − X + 6 1 −3X3 + 9X + 6

1 X4 + X3 − 7X2 − X + 6 −3X3 + 9X + 6 − 1
3 X − 1

3 −4X2 + 4X + 8

2 −3X3 + 9X + 6 −4X2 + 4X + 8 3
4 X + 3

4 0

1Es kann auch ein beliebiger anderer Körper für die Koeffizienten verwendet werden. Es gelten sogar ähnlich interessan-
te Gesetzmässigkeiten, wenn man für die Koeffizienten ganze Zahlen zulässt. Dann wird das Problem der Faktorisierung
allerdings verkompliziert durch das Problem der Teilbarkeit der Koeffizienten. Dieses Problem entfällt, wenn man die Koef-
fizienten aus einem Bereich wählt, in dem Teilbarkeit kein Problem ist, also in einem Körper.
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Daraus kann man ablesen, dass −4x2 + 4x + 8 grösster gemeinsamer Teiler ist. Normiert auf einen
führenden Koeffizienten 1 ist dies das Polynom x2 − x + 2 = (x + 2)(x − 1).

Wir berechnen auch noch die Polynome s und t. Dazu müssen wir die Matrizen Q(qk) miteinan-
der multiplizieren:

Q = Q(q2)Q(q1)Q(q0)

=

(
0 1
1 − 3

4 (X + 1)

) (
0 1
1 1

3 (X + 1)

) (
0 1
1 −1

)

=

( 1
3 (X + 1) − 1

3 (X − 2)
− 1

4 (X2 + 2X − 3) 1
4 (X2 − X − 6)

)
.

In der ersten Zeile finden wir die Polynome t(X) und s(X), mit denen

ta + sb =
1
3

(X + 1)(X4 − 2X3 − 7X2 + 8X + 12) − 1
3

(X − 2)(X4 + X3 − 7X2 − X + 6)

= −4X2 + 4X + 8

und dies ist tatsächlich der gefundene grösste gemeinsame Teiler. Die zweite Zeile von Q gibt uns
die Polynomfaktoren, mit denen a und b gleich werden:

q21a + q22b = −1
4

(X2 + 2X − 3)(X4 − 2X3 − 7X2 + 8X + 12) +
1
4

(X2 − X − 6)(X4 + X3 − 7X2 − X + 6)

= 0. ©
Man kann natürlich den grössten gemeinsamen Teiler auch mit Hilfe einer Faktorisierung der Poly-
nome a und b finden:

Faktorisierung von a: a = (X − 3)(X − 2) (X + 1)(X + 2)
Faktorisierung von b: b = (X − 2)(X − 1)(X + 1) (X + 3)

gemeinsame Faktoren: g = (X − 2) (X + 1) = X2 − X + 2

v = a/g = (X − 3) (X + 2) = X2 − X − 6

u = b/g = (X − 1) (X + 3) = X2 + 2X − 3

Aus den letzten zwei Zeilen folgt ua − vb = ab/g − ab/g = 0, wie erwartet.

4.2 Galois-Körper
Ein Körper k enthält mindestens die Zahlen 0 und 1. Die Null ist nötig, damit k eine Gruppe be-
züglich der Addition ist, die immer ein neutrales Element, geschrieben 0 enthält. Die Eins ist nötig,
damit k∗ = k \ {0} eine Gruppe bezüglich der Multiplikation ist, die immer eine neutrales Element,
geschrieben 1 enthält. Durch wiederholte Addition entstehen auch die Zahlen 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1
und so weiter. Es sieht also so aus, als ob ein Körper immer unendliche viele Elemente enthalten
müsste. Wie können also endliche Körper entstehen?

In diesem Abschnitt sollen die sogenannten Galois-Körper Fp mit genau p Elementen konstruiert
werden, die es für jede Primzahl p gibt. Sie sind die Basis für weitere endliche Körper, die eine
beliebige Primzahlpotenz pn von Elementen haben und die die Basis wichtiger kryptographischer
Algorithmen sind.
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4.2.1 Arithmetik modulo p

Damit aus den Zahlen 0, 1, 2, . . . ein endlicher Körper werden kann, muss die Folge sich wiederho-
len. Schreiben wir a0 = 0, a1 = 1, . . . für die Folge, dann muss es also ein Folgenelement ak geben
und ein n derart, dass ak+n = ak. Dies bedeutet, dass k + n = k sein muss. Subtrahiert man k auf
beiden Seiten, dann folgt, dass n = 0 sein muss. Damit ein endlicher Körper entsteht, muss also die
Menge

{0, 1, 2, . . . , n − 1}
eine Gruppe bezüglich der Addition sein, und

{1, 2, . . . , n − 1}
eine Gruppe bezüglich der Multiplikation.

Restklassenring

Wir definieren die Grundoperationen in einer Menge, die mit den Zahlen {0, 1, 2, . . . , n − 1} identifi-
ziert werden kann.

Definition 4.3. Die Zahlen a, b ∈ Z heissen kongruent modulo n, geschrieben

a ≡ b mod n,

wenn a − b durch n teilbar ist, also n|(a − b).

Die Zahlen mit gleichem Rest sind Äquivalenzklassen der Kongruenz modulo n. Die Zahlen mit
Rest k modulo n bilden die Restklasse

~k� = {. . . , k − 2n, k − n, k, k + n, k + 2n, . . . } ⊂ Z.
Sie bilden eine endliche Menge, die man mit den Resten 0, 1, . . . , n − 1 identifizieren kann.

Definition 4.4. Die Menge Z/nZ besteht aus den Restklassen ~0�, ~1�, . . . , ~n−1�, die auch einfach
0, 1, . . . , n − 1 geschrieben werden.

Beim Rechnen mit Resten modulo n können Vielfache von n ignoriert werden. Zum Beispiel gilt

48 ≡ −1 mod 7 48 = −1 in Z/7Z
3 · 5 = 15 ≡ 1 mod 7 3 · 5 = 1 in Z/7Z.

Das Beispiel zeigt, dass man mindestens in Z/7Z mit Resten ganz ähnlich rechnen kann wie in Q.
In Z/7Z scheinen 3 und 5 multiplikative inverse zu sein.

Tatsächlich kann man auf den Restklassen eine Ringstruktur definieren. Dazu muss man sicher-
stellen, dass die Auswahl eines Repräsentanten keinen Einfluss auf den Rest hat. Der Rest a kann
jede Zahl der Form a + kn darstellen. Ebenso kann der Rest b jede zahl der Form b + ln darstellen.
Deren Summe ist a + b + (k + l)n ≡ a + b mod n. Der Repräsentant des Restes hat also keinen
Einfluss auf die Summe.

Ebenso ist das Produkt der beiden Repräsentaten (a + kn) · (b + ln) = ab + (al + bk)n + kln2 =

ab + (al + bk + kln)n ≡ ab mod n für jede Wahl von k und l. Auch die Multiplikation ist also
unabhängig vom gewählten Repräsentanten.

Definition 4.5. Die Menge Z/nZ ist ein Ring, heisst der Restklassenring modulo n.
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Division in Z/nZ

Um einen endlichen Körper zu erhalten, muss die Menge

Z/nZ \ {~0�} = {~1�, ~2�, . . . ~n − q�}

eine Gruppe bezüglich der Multiplikation sein. Insbesondere darf kein Produkt a · b mit Faktoren in
Z/nZ\ {~0�} zu Null werden. Für n = 15 funktioniert dies nicht, das Produkt 3 ·5 ≡ 0 mod 15. Man
nennt von Null verschiedene Faktoren, deren Produkt Null ist, einen Nullteiler. Falls sich n = p1 · p2
in zwei Faktoren zerlegen lässt, dann sind p1 und p2 Nullteiler in Z/nZ. Ein Körper kann also nur
entstehen, wenn n eine Primzahl ist.

Definition 4.6. Ist p eine Primzahl, dann heisst Fp = Z/pZ der Galois-Körper der Ordnung p.

Diese Definition ist nur gerechtfertigt, wenn F∗p tatsächlich eine Gruppe ist, wenn also jede Zahl
zwischen 1 und p− 1 ein Inverses bezüglich der Multiplikation hat. Zu einem Rest a ∈ F∗p muss also
ein Rest b gefunden werden, so dass ab ≡ 1 mod p. Dies ist gleichbedeutend mit Zahlen b und n
derart, dass

ab + np = 1. (4.4)

In (4.4) sind a und p gegeben, gesucht sind b und n.
In Abschnitt 4.1 wurde gezeigt, wie der euklidische Algorithmus eine Gleichung der Form (4.4)

lösen kann, wenn die beiden gegebenen Zahlen a und p teilerfremd sind. Dies ist aber dadurch
garantiert, dass p eine Primzahl ist und 1 ≤ a < p. Die multiplikative Inverse von a in F∗p kann also
mit Hilfe des euklidischen Algorithmus effizient gefunden werden.

Beispiel. Die kleinste Primzahl grösser als 2021 ist p = 2063. Was ist die Inverse von 2021 in F2063?
Wir führen den euklidischen Algorithmus für das Paar (2063, 2021) durch und erhalten

k ak bk qk rk

0 2063 2021 1 42
1 2021 42 48 5
2 42 5 8 2
3 5 2 2 1
4 2 1 2 0

Die gesuchten Faktoren b und n können aus dem Matrizenprodukt Q(qn) . . .Q(q0) gefunden werden:

Q =

(
0 1
1 −2

) (
0 1
1 −2

) (
0 1
1 −8

) (
0 1
1 −48

) (
0 1
1 −1

)

=

(
0 1
1 −2

) (
0 1
1 −2

) (
0 1
1 −8

) (
1 −1
−48 49

)

=

(
0 1
1 −2

) (
0 1
1 −2

) (−48 49
385 −393

)

=

(
0 1
1 −2

) (
385 −393
−818 835

)

=

(−818 835
2021 −2063

)
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Daraus können wir ablesen, dass

−818 · 2021 + 835 · 2063 = 1.

Der Rest −818 ≡ 1245 mod 2063 ist also die multiplikative Inverse von 2021 in F2063. ©

Der kleine Satz von Fermat

In Z wachsen die Potenzen einer Zahl immer weiter an. In einem endlichen Körper kann dies nicht
gelten, da nur endlich viele Werte zur Verfügung stehen. Tatsächlich müssen die Potenzen einer von
0 verschiedenen Zahl a ∈ F∗p alle in F∗p liegen. Es gibt aber nur p − 1 Zahlen in F∗p, spätestens die
Potenz mit Exponent p muss also mit einer früheren Potenz übereinstimmen. Der kleine Satz von
Fermat sagt etwas genauer: die p-te Potenz von a ist genau die Zahl a:

Satz 4.7 (Kleiner Satz von Fermat). In Fp gilt ap = a für alle a ∈ F∗p.

Wir beweisen diesen Satz in der folgenden, traditionelleren Formulierung.

Satz 4.8. Für jede ganze Zahl a > 0 gilt p|(ap − a) genau dann, wenn p eine Primzahl ist.

Beweis. Wir müssen zeigen, dass p ein Teiler ist von ap − a. Das nachfolgende kombinatorische Ar-
gument wird zum Beispiel von Mathologor auf seinem Youtube-Kanal im Video https://youtu.
be/_9fbBSxhkuA illustriert.

Zum Beiweis interpretieren wir die vorkommenden Zahlen kombinatorisch. Die Zahl ap ist die
Anzahl der verschiedenen Perlenketten der Länge p, die sich aus Glasperlen mit a verschiedenen
Farben herstellen lassen. Davon bestehen a Perlenketten aus nur einer einzigen Farbe. Die Zahl
ap − a ist also die Anzahl der Perlenketten der Länge p aus Glasperlen mit a verschiedenen Farben,
die mindestens zwei verschiedene Farben verwenden.

Wir stellen jetzt die Frage nach der Anzahl der geschlossenen Perlenketten der Länge p als Glas-
perlen in a verschiedenen Farben. Aus jeder geschlossenen Perlenkette lassen sich p Perlenketten
machen, indem man sie an einer der p Trennstellen zwischen Perlen aufteilt.

Wir müssen uns noch überlegen, unter welchen Voraussetzungen alle diese möglichen Auftren-
nungen zu verschiedenen Perlenketten führen. Zwei Trennstellen, die k-Perlen auseinander liegen,
führen nur dann zur gleichen Perlenkette, wenn die geschlossenen Ketten durch Drehung um k Perlen
ineinander übergehen. Dies bedeutet aber auch, dass sich das Farbmuster alle k-Perlen wiederholen
muss. Folglich ist k ein Teiler von p. p verschiedene Perlenketten entstehen also immer genau dann,
wenn p eine Primzahl ist.

Wir schliessen daraus, dass ap − a durch p teilbar ist, genau dann, wenn p eine Primzahl ist. �

Der kleine Satz von Fermat kann auch dazu verwendet werden, Potenzen in Fp zu vereinfachen,
wie das folgende Beispiel2 zeigt.

Beispiel. Man berechnet in F13 die Potenz 11666. Nach dem kleinen Satz von Fermat ist 1113 = 11
oder 1112 = 1, man kann also den Exponenten modulo 12 reduzieren. Weil 666 = 55 · 12 + 6 erhält
man 11666 = 116. Da die Potenzen von 11 etwas mühsam zu berechnen sind, kann man sie wegen
11 = −2 in F13 auch als Potenzen von −2 bekommen. Aber (−2)6 = 64 = −1 ∈ F13. ©

2Das Beispiel stammt aus dem Video https://youtu.be/_9fbBSxhkuA, welches Mathologer zu Halloween 2018 ver-
öffentlich hat
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In der Form ap−1 = 1 in Fp liefert der kleine Satz von Fermat die Inverse von a als ap−2. Dies
bedeutet zum Beispiel, dass in F3 jede von 0 verschiedene Zahl zu sich selbst invers ist: 1 · 1 = 1
und 2 · 2 = 1. Diese Art, die Inverse zu bestimmen, ist allerdings nicht effizienter als der euklidische
Algorithmus, aber sie ist manchmal für theoretische Überlegungen nützlich.

Der Satz von Wilson

Der Satz von Wilson ermöglicht, die multiplikative Inverse auf eine andere Art zu berechnen. Sie ist
zwar nicht unbedingt einfacher, aber manchmal nützlich für theoretische Überlegungen.

Satz 4.9 (Wilson). Die ganze Zahl p ≥ 2 ist genau dann eine Primzahl, wenn (p−1)! ≡ −1 mod p.

Beweis. Wenn p keine Primzahl ist, dann lässt sich p in Faktoren p = n1 · n2 = p zerlegen. Beide
Faktoren kommen in der Liste 1, 2, . . . , p − 1 vor. Insbesondere haben p = n1n2 und (p − 1)! min-
destens einen der Faktoren n1 oder n2 gemeinsam, wir können annehmen, dass n1 dieser Faktor ist.
Es folgt, dass der grösste gemeinsame Teiler von p und (p − 1)! grösser als n1 ist, auch (p − 1)! ein
Vielfaches von n1 in Fp. Insbesondere kann (p − 1)! nicht −1 ∈ Fp sein.

Ist andererseits p eine Primzahl, dann sind die Zahlen 1, 2, . . . , p − 1 alle invertierbar in Fp. Die
Zahlen 1 und −1 ≡ p − 1 mod p sind zu sich selbst invers, da 1 · 1 = 1 und (−1) · (−1) = 1. Wenn
eine Zahl a zu sich selbst invers ist in Fp, dann ist a2 − 1 = 0 in Fp. Daher ist auch (a + 1)(a− 1) = 0,
in Fp muss daher einer der Faktoren 0 sein, also a = −1 oder a = 1 in Fp.

Zu jeder Zahl a ∈ {2, . . . , p−2} liegt die Inverse a−1 ebenfalls in diesen Bereich und ist verschie-
den von a: a−1 , a. Das Produkt der Zahlen 2 · 3 · . . . · (p − 2) besteht also aus zueinander inversen
Paaren. Es folgt

2 · 3 · . . . · (p − 2) = 1.

Multipliziert man dies mit p − 1 = −1 ∈ Fp, folgt die Behauptung des Satzes. �

Mit dem Satz von Wilson kann man die Inverse einer beliebigen Zahl a ∈ Fp finden. Dazu
verwendet man, dass a einer der Faktoren in (p − 1)! ist. Lässt man diesen Faktor weg, erhält man
eine Zahl

b = 1 · 2 · . . . · â · . . . · (p − 1),

wobei der Hut bedeutet, dass der Faktor a weggelassen werden soll. Nach dem Satz von Wilson ist
ab = −1 in Fp, also ist −b die multiplikative Inverse von a.

Beispiel. Die Inverse von 2 ∈ F7 ist

a−1 = − 1 · 3 · 4︸  ︷︷  ︸ · 5 · 6︸︷︷︸

= −5 · 2 = −3 = 4

Tatsächlich ist 2 · 4 = 8 ≡ 1 mod 7. ©

4.2.2 Charakteristik

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass jeder Körper k eine Erweiterung entweder von Q oder eines
endlichen Körpers Fp ist.
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Primkörper

Sei k ein Körper. Er enthält mindestens die Zahlen 0 und 1 und alle Vielfachen davon. Wenn alle
Vielfachen in k von 0 verschieden sind, dann bilden Sie ein Bild der ganzen Zahlen Z ⊂ k. Damit
müssen dann aber auch alle Brüche in k enhalten sein, es folgt also, dass Q ⊂ k sein muss.

Wenn andererseits eines der Vielfachen von 1 in k verschwindet, dann wissen wir aus Ab-
schnitt 4.2.1, dass der Körper Fp in k enthalten sein muss. Dies ist der kleinste Teilkörper, der in
k enthalten ist.

Definition 4.10. Der kleinste Teilkörper eines Körpers k heisst der Primkörper von k.

Der Primkörper erlaubt jetzt, die Charakteristik eines Körpers k zu definieren.

Definition 4.11. Die Charakteristik eines Körpers k ist p, wenn der Primkörper Fp ist. Falls der
Primkörper Q ist, ist die Charakteristik 0.

Die Charakteristik hat wichtige Auswirkungen darauf, wie in einem Körper gerechnet wird. End-
liche Körper enthalten immer einen Körper von Primzahl-Ordnung und haben damit immer Prim-
charakteristik. Ein Körper mit Charakteristik 0 enthält immer unendliche viele Elemente.

Teilbarkeit von Binomialkoeffizienten

Die Abbildung 4.1 zeigt den Rest bei Teilung durch 2 der Binomialkoeffizienten. Man kann daraus
ablesen, dass

(
n
m

)
≡ 0 mod 2 für n = 2k und 0 < m < n. Abbildung 4.2 zeigt das Pascal-Dreieck

auch noch für p = 5. Hier ist auch schön die Selbstähnlichkeit des Pascal-Dreiecks erkennbar. Ersetzt
man die “5er-Dreiecke” durch ein volles Dreieck mit der Farbe des kleinen Dreiecks an seiner Spitze,
entsteht wieder das ursprüngliche Pascal-Dreieck. Dabei gehen die Zeilen aus lauter Nullen ausser
an den Enden ineinander über.

Satz 4.12. Sei p eine Primzahl, dann ist
(

p
m

)
≡ 0 mod p

für 0 < m < n.

Beweis. Für den Binomialkoeffizienten gilt
(

p
m

)
=

p · (p − 1) · (p − 2) · . . . · (p − m + 1)
1 · 2 · 3 · . . . · m .

Für m < p kann keiner der Faktoren im Nenner p sein, der Faktor p im Zähler kann also nicht
weggekürzt werden, so dass der Binomialkoeffizient durch p teilbar sein muss. �

Satz 4.13. Sei p eine Primzahl, dann ist
(
pk

m

)
≡ 0 mod p (4.5)

für 0 < m < pk
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n = 0

n = 2

n = 4

n = 8

n = 16

n = 32

k
=

0
k
=

2
k
=

4
k
=

8

k
=

16

k
=

32

Abbildung 4.1: Binomialkoeffizienten module 2 im Pascal-Dreieck. Auf den rot hinterlegten Zeilen,
die zu Exponenten der Form 2k gehören, sind alle Koeffizienten ausser dem ersten und letzten durch
2 teilbar.

Beweis. Wir wissen aus Satz 4.12, dass

(a + b)p = ap + bp. (4.6)

Wir müssen zeigen, dass (a + b)pk
= apk

+ bpk
gilt. Wir verwenden vollständige Induktion, (4.6) ist

die Induktionsverankerung. Wir nehmen jetzt im Sinne der Induktionsannahme an, dass (4.5) für ein
bestimmtes k gilt. Dann ist

(a + b)pk+1
= (a + b)pk ·p =

(
(a + b)pk )p

= (apk
+ bpk

)p = apk ·p + bpk ·p = apk+1
+ bpk+1

,

also die Behauptung für k + 1. Damit ist (4.5) für alle k bewiesen. �

Die Aussage von Satz 4.13 kann man auch im Körper Fp formulieren:

Satz 4.14. In Fp gilt (
pk

m

)
= 0
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n = 0

n = 5

n = 25

k
=

0

k
=

5

k
=

25

Abbildung 4.2: Binomialkoeffizienten module 5 im Pascal-Dreieck. Die von 0 verschiedenen Reste
werden durch Farben dargestellt: 1 = schwarz, 2 = rot, 3 = grün, 4 = blau. Auf den gelb hinterlegten
Zeilen, die zu Exponenten der Form 5k gehören, sind alle Koeffizienten ausser dem ersten und letzten
durch 5 teilbar.

für beliebige k > 0 und 0 < m < pk.

Frobenius-Automorphismus

Die Abbildung x 7→ xn ist weit davon entfernt, sich mit den algebraischen Strukturen zu vertragen.
Zum Beispiel kann man nicht erwarten, dass (a + b)n = an + bn, denn nach der binomischen Formel

(a + b)n =

n∑

k=0

(
n
k

)
akbn−k = an +

(
n
1

)
an−1b + · · · +

(
n

n − 1

)
abn−1 + bn (4.7)

gibt es zwischen den Termen an den Enden des Ausdrucks noch viele Zwischenterme, die normaler-
weise nicht verschwinden.

Ganz anders sieht die Situation aus, wenn n = p ist. Nach Satz 4.14 verschwinden die Binomi-
alkoeffizienten der Zwischenterme der Summe (4.7) als Elemente von Fp. Daher gilt
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Satz 4.15 (Frobenius-Automorphismus). In einem Körper k der Charakteristik p ist die Abbildung
x 7→ xp ist ein Automorphismus, der den Primkörper Fp ⊂ k fest lässt.

Beweis. Wir müssen uns nur noch davon überzeugen, dass Fp ⊂ k fest bleibt. Nach dem kleine Satz
von Fermat 4.7 ist ap = a für alle a ∈ Fp, der Frobenius-Automorphismus lässt also alle Elemente
von Fp fest. �

Definition 4.16. Der Automorphismus x 7→ xp heisst Frobenius-Automorphismus.

4.3 Wurzeln
Im Körper Q kann man zum Beispiel die Wurzel aus 2 nicht ziehen. Das Problem haben wir in
Abschnitt 1.4 dadurch gelöst, dass wir Q zu den reellen Zahlen R erweitert haben. Es ist aber auch
möglich, nur die Zahl

√
2 hinzuzufügen, so entsteht der Körper Q(

√
2). Das Problem dabei ist, was

denn eigentlich
√

2 überhaupt ist. Solange man die reellen Zahlen nicht hat, hat man auch
√

2 nicht.
Das Problem wird akut bei den endlichen Körpern wie zum Beispiel F3, da man diese nicht in R
einbetten kann, also keine bekannte Menge von Zahlen existiert, in der wir die Wurzel

√
2 finden

könnte.
Im Altertum fiel dieses Problem zunächst den Pythagoreern auf. Wenn

√
2 kein Bruch ist, was ist

es dann? Im 15. Jahrhundert stellte sich dieses Problem bei den Versuchen, die kubische Gleichung
allgemein zu lösen, erneut. Hier war es die Wurzel

√−1, die den reellen Zahlen hinzuzufügen war.
In R hat

√−1 sicher keinen Platz, also wo existert es denn überhaupt? Auch der von Descartes
eingeführte, eher unglückliche Begriff “imaginäre Zahl” illustriert dieses Dilemma.

Inzwischen hat man sich daran gewöhnt, dass man einfach ein neues Symbol wählt, die algebrai-
schen Regeln postuliert, nach denen damit zu rechnen ist, und dann hofft oder besser beweist, dass
keine Widersprüche auftreten. Auf diese Weise kann man einem Körper k eine beliebige Nullstelle
α eines Polynoms f ∈ k[X] mit Koeffizienten in k hinzufügen und so den Körper k(α) konstruieren.
Trotzdem bleibt die Frage offen: was ist denn eigentlich α?

In diesem Abschnitt werden Wurzeln wie folgt konstruiert. Zunächst wird in Abschnitt 4.3.2
gezeigt, dass man immer eine Matrix Mα finden kann, welche genau die algebraischen Eigenschaften
einer Nullstelle α eines Polynoms hat. Die Frage “Was ist α?” erhält also die Antwort “Eine Matrix”.
Mit diesem Bild lassen sich alle Körperoperationen realisieren, die Inverse kann zum Beispiel als die
inverse Matrix mit dem Gauss-Algorithmus berechnet werden. In einem zweiten Schritt zeigen wir
dann, dass man die Rechnung noch etwas vereinfachen kann, wenn man in Polynomringen arbeitet.
Schliesslich zeigen wir dann im Abschnitt 4.3.3, wie man den Prozess iterieren kann und so für
beliebige Polynome immer einen Körper finden kann, der alle Nullstellen enthält. Wir beginnen in
Abschnitt 4.3.1 damit, die Polynome, die für die Konstruktion in Frage kommen, etwas genauer zu
charakterisieren.

4.3.1 Irreduzible Polynome
Die Zahlen, die man dem Körper hinzufügen möchte, müssen Nullstellen eines Polynoms sein. Wir
gehen daher davon aus, dass f ∈ k[X] ein Polynom mit Koeffizienten in k ist, dessen Nullstelle α
hinzugefügt werden sollen. Das Ziel ist natürlich, dass diese Erweiterung vollständig beschrieben
werden kann durch das Polynom, ganz ohne Bezug zum Beispiel auf einen numerischen Wert der
Nullstelle, der ohnehin nur in C sinnvoll wäre.

Nehmen wir jetzt an, dass sich das Polynom f faktorisieren lässt. Dann gibt es Polynome g, h ∈
k[X] derart, dass f = g · h. Die Polynome g und h haben geringeren Grad als f . Setzt man die
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Nullstelle α ein, erhält man 0 = f (α) = g(α)h(α), daher muss einer der Faktoren verschwinden,
also g(α) = 0 oder h(α) = 0. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann angenommen werden,
dass g(α) = 0. Die Operation des Hinzufügens der Nullstelle α von f muss also genauso gut mit
g ausgeführt werden können. Indem wir diese Überlegung auf g anwenden können wir schliessen,
dass es ein Polynom m ∈ k[X] kleinstmöglichen Grades geben muss, welches α als Nullstelle hat.
Zusätzlich kann verlangt werden, dass das Polynom normiert ist.

Definition 4.17. Ein Polynom f ∈ k[X] heisst irreduzibel, wenn es sich nicht in zwei Faktoren
g, h ∈ k[X] mit f = gh zerlegen lässt.

Für die Konstruktion des Körpers k(α) muss daher ein irreduzibles Polynom verwendet werden.

Beispiel. Das Polynom f (X) = X2 − 2 ist in Q[X], es hat die beiden Nullstellen
√

2 und −√2.
Beide Nullstellen haben die exakt gleichen algebraischen Eigenschaften, sie sind mit algebraischen
Mitteln nicht zu unterscheiden. Nur die Vergleichsrelation ermöglicht, die negative Wurzel von der
positiven zu unterscheiden. Das Polynom kann in Q nicht faktorisiert werden, denn die einzig denk-
bare Faktorisierung ist (X − √2)(X +

√
2), die Faktoren sind aber keine Polynome in Q[X]. Also ist

f (X) = X2 − 2 ein irreduzibles Polynom über Q.
Man kann das Polynom aber auch als Polynom in F23[X] betrachten. Im Körper F23 kann man

durch probieren zwei Nullstellen finden:

52 = 25 ≡ 2 mod 23

und 182 = 324 ≡ 2 mod 23.

Und tatsächlich ist in F23[X]

(X − 5)(X − 18) = X2 − 23X + 90 ≡ X2 − 2 mod 23,

über F23 ist das Polynom X2 − 2 also reduzibel. ©
Beispiel. Die Zahl

α =
1 + i

√
3

2
ist eine Nullstelle des Polynoms f (X) = X3 − 1 ∈ Z[X]. α enthält aber nur Quadratwurzeln, man
würde also eigentlich erwarten, dass α Nullstelle eines quadratischen Polynoms ist. Tatsächlich ist
f (X) nicht irreduzibel, es ist nämlich

X3 − 1 = (X − 1)(X2 + X + 1).

Da α nicht Nullstelle des ersten Faktors ist, muss es Nullstelle des Polynoms m(X) = X2 + X + 1
sein. Der zweite Faktor ist irreduzibel.

Das Polynom m(X) kann man aber auch als Polynom in F7 ansehen. Dann kann man aber zwei
Nullstellen finden,

X = 2 ⇒ 22 + 2 + 1 = 4 + 2 + 1 ≡ 0 mod 7

X = 4 ⇒ 42 + 4 + 1 = 16 + 4 + 1 = 21 ≡ 0 mod 7.

Dies führt auf die Faktorisierung

(X − 2)(X − 4) ≡ (X + 5)(X + 3) = X2 + 8X + 15 ≡ X2 + X + 1 mod 7.

Das Polynom X2 + X + 1 ist daher über F7 reduzibel und das Polynom X3 − 1 ∈ F7 zerfällt daher in
Linearfaktoren X3 − 1 = (X + 6)(X + 3)(X + 5). ©
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4.3.2 Körpererweiterungen

Nach den Vorbereitungen von Abschnitt 4.3.1 können wir jetzt definieren, wie die Körpererweite-
rung konstruiert werden soll.

Erweiterung mit einem irreduziblen Polynom

Sei m ∈ k[X] ein irreduzibles Polynome über k mit dem Grad deg m = n, wir dürfen es als normiert
annehmen und schreiben es in der Form

m(X) = m0 + m1X + m2X2 + . . .mn−1Xn−1 + Xn.

Wir möchten den Körper k um eine Nullstelle α von m erweitern. Da es in k keine Nullstelle von
m gibt, konstruieren wir k(α) auf abstrakte Weise, ganz so wie das mit der imaginären Einheit i
gemacht wurde. Die Zahl α ist damit einfach ein neues Symbol, mit dem man wie in der Algebra
üblich rechnen kann. Die einzige zusätzliche Eigenschaft, die von α verlangt wird, ist dass m(α) = 0.
Unter diesen Bedingungen können beliebige Ausdrücke der Form

a0 + a1α + a2α
2 + . . . akα

k (4.8)

gebildet werden. Aus der Bedingung m(α) = 0 folgt aber, dass

αn = −mn−1α
n−1 − · · · − m2α

2 − m1α − m0. (4.9)

Alle Potenzen mit Exponenten ≥ n in (4.8) können daher durch die rechte Seite von (4.9) ersetzt
werden. Als Menge ist daher

k(α) = {a0 + a1α + a2α
2 + · · · + an−1α

n−1 | ai ∈ k}

ausreichend. Die Addition von solchen Ausdrücken und die Multiplikation mit Skalaren aus k ma-
chen k(α) � kn zu einem Vektorraum, die Operationen können auf den Koeffizienten komponenten-
weise ausgeführt werden.

Matrixrealisierung der Multiplikation mit α

Die schwierige Operation ist die Multiplikation mit α. Dazu stellen wir zusammen, wie die Multi-
plikation mit α auf den Basisvektoren von k(α) wirkt:

α : kn → kn :



1 7→ α

α 7→ α2

α2 7→ α3

...

αn−2 7→ αn−1

αn−1 7→ αn = −m0 − m1α − m2α
2 − · · · − mn−1α

n−1
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Diese lineare Abbildung hat die Matrix

Mα =



0 −m0
1 0 −m1

1 0 −m2

1
. . .

...
. . . 0 −mn−2

1 −mn−1



.

Aufgrund der Konstruktion die Lineare Abbildung m(Mα), die man erhält, wenn man die Matrix Mα

in das Polynom m einsetzt, jeden Vektor in k(α) zu Null machen. Als Matrix muss daher m(Mα) = 0
sein. Dies kann man auch mit einem Computeralgebra-System nachprüfen.

Beispiel. In einem früheren Beispiel haben wir gesehen, dass α = 1
2 (−1 +

√
3) eine Nullstelle des

irreduziblen Polynomes m(X) = X2 + X + 1 ist. Die zugehörige Matrix Mα ist

Mα =

(
0 −1
1 −1

)
⇒ M2

α =

(−1 1
−1 0

)
, M3

α =

(
1 0
0 1

)
.

Wir können auch verifizieren, dass

m(Mα) = M2
α + Mα + I =

(−1 1
−1 0

)
+

(
0 −1
1 −1

)
+

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Die Matrix ist also eine mögliche Realisierung für das “mysteriöse” Element α. Es hat alle algebrai-
schen Eigenschaften von α. ©

Die Menge k(α) kann durch die Abbildung α 7→ Mα mit der Menge aller Matrizen

k(Mα) =
{
a0I + a1Mα + a2M2

α + · · · + an−1Mn−1
α

∣∣∣ ai ∈ k
}

in eine Eins-zu-eins-Beziehung gebracht werden. Diese Abbildung ist ein Algebrahomomorphismus.
Die Menge k(Mα) ist also das Bild des Körpers k(α) in der Matrizenalgebra Mn(k).

Inverse

Im Moment wissen wir noch nicht, wie wir α−1 berechnen sollten. Wir können aber auch die Ma-
trizendarstellung verwenden. Für Matrizen wissen wir selbstverständlich, wie Matrizen invertiert
werden können. Tatsächlich kann man die Matrix Mα direkt invertieren:

M−1
α =

1
m0



−m1 m0
−m2 0 m0
−m3 0 m0
...

. . .
. . .

−mn−1 0 0 0 m0
−1 0 0 0 0



,
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wie man durch Ausmultiplizieren überprüfen kann:

1
m0



−m1 m0
−m2 0 m0
−m3 0 m0
...

. . .
. . .

−mn−1 0 0 0 m0
−1 0 0 0 0





0 −m0
1 0 −m1

1 0 −m2

1
. . .

...
. . . 0 −mn−2

1 −mn−1



=



1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1



Die Invertierung in k(Mα) ist damit zwar geklärt, aber es wäre viel einfacher, wenn man die Inverse
auch in k(α) bestimmen könnte.

Die Potenzen von Mk
α haben in der ersten Spalte genau in Zeile k+1 eine 1, alle anderen Einträge

in der ersten Spalte sind 0. Die erste Spalte eines Elementes a(α) = a0 + a1α + a2α
2 + an−1α

n−1

besteht daher genau aus den Elementen ai. Die Inverse des Elements a kann daher wie folgt gefunden
werden. Zunächst wird die Matrix a(Mα) gebildet und invertiert. Wir schreiben B = a(Mα)−1. Aus
den Einträgen der ersten Spalte kann man jetzt die Koeffizienten

b0 = (B)11, b1 = (B)21, b2 = (B)31, . . . , bn−1 = (B)n,1

ablesen und daraus das Element

b(α) = b0 + b1α + b2α
2 + · · · + bn−1α

n−1

bilden. Da b(Mα) = B die inverse Matrix von a(Mα) ist, muss b(α) das Inverse von a(α) sein.

Beispiel. Wir betrachten das Polynom

m(X) = X3 + 2X2 + 2X + 3 ∈ F7[X],

es ist irreduzibel. Sei α eine Nullstelle von m, wir suchen das inverse Element zu

a(α) = 1 + 2α + 2α2 ∈ F7(α).

Die Matrix a(Mα) bekommt die Form

A =


1 1 6
2 4 5
2 5 1

 .

Die Inverse kann man bestimmen, indem man den Gauss-Algorithmus in F7 durchführt. Die Arith-
metik in F7 ist etwas ungewohnt, insbesondere die Pivot-Division ist etwas mühsam, daher sind in
Abbildung 4.3 die Additions- und Multiplikationstabellen zusammengestellt. Mit dieser Rechenhilfe
kann jetzt der Gaussalgorithmus leicht durchgeführt werden:

1 1 6 1 0 0
2 4 5 0 1 0
2 5 1 0 0 1

→
1 1 6 1 0 0
0 2 0 5 1 0
0 3 3 5 0 1

→
1 1 6 1 0 0
0 1 0 6 4 0
0 0 3 1 2 1

→
1 1 6 1 0 0
0 1 0 6 4 0
0 0 1 5 3 5
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+ 0 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6 0
2 2 3 4 5 6 0 1
3 3 4 5 6 0 1 2
4 4 5 6 0 1 2 3
5 5 6 0 1 2 3 4
6 6 0 1 2 3 4 5

· 0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6
2 0 2 4 6 1 3 5
3 0 3 6 2 5 1 4
4 0 4 1 5 2 6 3
5 0 5 3 1 6 4 2
6 0 6 5 4 3 2 1

Abbildung 4.3: Additions- und Multiplikationstabelle für das Rechnen im Galois-Körper F7. Die
multiplikative Inverse eines Elements in a ∈ F∗7 findet man, indem man in der Multiplikationstabelle
in der Zeile a die Spalte mit der 1 sucht, diese Spalte ist mit der multiplikativen Inversen von a
angeschrieben.

→
1 1 0 6 3 5
0 1 0 6 4 0
0 0 1 5 3 5

→
1 0 0 0 6 5
0 1 0 6 4 0
0 0 1 5 3 5

Für die Durchführung braucht man die Inversen in F7 der Pivot-Elemente, sie sind 2−1 = 4 und
3−1 = 5. Im rechten Teil des Tableau steht jetzt die inverse Matrix

A−1 = B =


0 6 5
6 4 0
5 3 5

 .

Daraus können wir jetzt das inverse Element

b(α) = 6α + 5α2

ablesen. Das Produkt b(X) · a(X) ist

(1 + 2X + 2X2)(6X + 5X2) = 10X4 + 22X3 + 17X2 + 6X

= 3X4 + X3 + 3X2 + 6X

Diese Polynom muss jetzt mit dem Minimalpolynom m(X) reduziert werden, wir subtrahieren dazu
3Xm(X) und erhalten

= −5X3 − 3X2 − 3X

= 2X3 + 4X2 + 4X

Die vollständige Reduktion wird erreicht, indem wir nochmals 2m(X) subtrahieren:

= −6 ≡ 1 mod 7,

das Element b(α) = 6α + 5α2 ist also das Inverse Element von a(α) = 1 + 2α + 2α2 in F7(α). ©
Die Matrixrealisation von k(α) führt also auf eine effiziente Berechnungsmöglichkeit für das

Inverse eines Elements von k(α).
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Algebraische Konstruktion

Die Matrixdarstellung von α ermöglicht eine rein algebraische und für die Rechnung besser geeig-
nete Konstruktion. Für jedes Polynom f ∈ k[X] ist f (Mα) ∈ Mn(k). Dies definiert einen Homomor-
phismus

ϕ : k[X]→ Mn(k) : f 7→ f (Mα).

Wir haben früher schon gesehen, dass das Bild dieses Homomorphismus genau die Menge k(Mα) ist.
Allerdings ist ϕ nicht injektiv, das Polynom m wird zum Beispiel auf ϕ(m) = m(Mα) = 0 abgebildet.

Der Kern von ϕ besteht aus allen Polynomen p ∈ k[X], für die p(Mα) = 0 gilt. Da aber alle
Matrizen E,Mα, . . . ,Mn−1

α linear unabhängig sind, muss ein solches Polynom den gleichen Grad
haben we m, und damit ein Vielfaches von m sein. Der Kern besteht daher genau aus den Vielfachen
von m(X), kerϕ = m(X)k[X].

Es ist nicht a priori klar, dass der Quotient R/I für ein Ideal I ⊂ R ein Körper ist. Hier spielt es
eine Rolle, dass das von m erzeugte Ideal maximal ist im folgenden Sinne.

Definition 4.18. Ein Ideal I ⊂ R heisst maximal, wenn für jedes andere Ideal J mit I ⊂ J ⊂ R
entweder I = J oder J = R gilt.

Beispiel. Die Ideale pZ ⊂ Z sind maximal genau dann, wenn p eine Primzahl ist.
TODO: XXX Begründung ©

Satz 4.19. Der Ring R/I ist genau dann ein Körper, wenn I ein maximales Ideal ist.

Beweis. �

Ein irreduzibles Polynom m ∈ k[X] erzeugt ein maximales Ideal, somit ist k[X]/mk[X] �
k(Mα) � k(α).

Reduktion modulo m

Die algebraische Konstruktion hat gezeigt, dass die arithmetischen Operationen im Körper k(α)
genau die Operationen in k[X]/mk[X] sind. Eine Zahl in k(α) wird also durch ein Polynom vom
n−1 dargestellt. Addieren und Subtrahieren erfolgen Koeffizientenweise in k. Bei der Multiplikation
entsteht möglicherwise ein Polynom grösseren Grades, mit dem Polynomdivisionsalgorithmus kann
der Rest bei Division durch m ermittelt werden.

Beispiel. Das Polyonom f = X5+X4+X3+X2+X1+1 ∈ F7[X] soll modulo m(X) = X3+2X2+2X2+3
reduziert werden. Wir führen die Polynomdivision in F7[X] durch, die Multiplikationstabelle von F7
in Abbildung 4.3 ist dabei wieder hilfreich.

X5 + X4 + X3 + X2 + X + 1 : X3 + 2X2 + 2X + 3 = X2 + 6X + 1 = q
−(X5 + 2X4 + 2X3 + 3X2)

6X4 + 6X3 + 5X2 + X
−(6X4 + 5X3 + 5X2 + 4X)

X3 + 4X + 1
−(X3 + 2X2 + 2X + 3)

5X2 + 2X + 5 = r
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Die Kontrolle
(X2 + 6X + 1) · (X3 + 2X2 + 2X + 3)

X3 + 2X2 + 2X + 3
6X4 + 5X3 + 5X2 + 4X

X5 + 2X4 + 2X3 + 3X2

X5 + X4 + X3 + 3X2 + 6X + 3 = q · m
+(5X2 + 2X + 5) = r

X5 + X4 + X3 + X2 + X + 1

zeigt f = qm + r und damit die Korrektheit der Rechnung. ©

Die Identität m(α) = 0 kann aber auch wie folgt interpretiert werden. Sei der Grad von f min-
destens so gross wie der von m, also l = deg f ≥ deg m = n. Indem man mit αl−n multipliziert, erhält
man die Relation

αl + mn−1α
l−1 + mn−2α

l−2 + · · · + a1α
l−n+1 + a0α

l−n = 0.

Ist fl der führende Koeffizient des Polynoms f , dann ist f − f0mXn−l ein Polynom vom Grad l−1,
welches modulo m mit f übereinstimmt. Indem man dies wiederholt, kann man also die Reduktion
finden, ohne den Polynomdivisionsalgorithmus durchzuführen. Man erhält auf diese Weise zwar den
Quotienten q nicht, aber den Rest r kann man trotzdem bekommen.

Beispiel. Wir wenden den eben beschriebenen Algorithmus wieder auf das Polynom f = X5 + X4 +

X3 + X2 + X + 1 an und erhalten:

X5 + X4 + X3 + X2 + X + 1
−(X5 + 2X4 + 2X3 + 3X2 = X2m)

6X4 + 6X3 + 5X2 + X + 1
−(6X4 + 5X3 + 5X2 + 4X = 6Xm)

X3 + 4X + 1
−(X3 + 2X2 + 2X + 3 = m)

5X2 + 2X + 5 = r

Dies ist derselbe Rest wie wir mit dem Divisionsalgorithmus gefunden haben. ©

Diese Form des Reduktionsalgorithmus ist besonders leicht durchzuführen in einem Körper F2,
da dort die Addition und die Subtraktion der Koeffizienten übereinstimmen. Die Multiplikation mit
X ist nichts anders als ein Shift der Koeffizienten.

Multiplikative Inverse

Die schwierigste Operation in k(α) ist die Division. Wie bei der Berechnung der Inversion in einem
Galois-Körper Fp kann dafür der euklidische Algorithmus verwendet werden. Sei also f ∈ k[X] ein
Polynom vom Grad deg f < deg m, es soll das multiplikative Inverse gefunden werden. Da m ein
irreduzibles Polynom ist, müssen f und m teilerfremd sein. Der euklidische Algorithmus liefert zwei
Polynome s, t ∈ k[X] derart, dass

s f + tm = 1.

Reduzieren wir modulo m, wird daraus a f = 1 in k[X]/mk[X]. Das Polynom a, reduziert module m,
ist also die multiplikative Inverse von f .
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Bei der praktischen Durchführung des euklidischen Algorithmus ist der letzte Rest rn−1 oft nicht
1 sondern ein anderes Element von F∗p. Die Linearkombination von f und m mit den berechneten
Faktoren s und t ist daher auch nicht 1, sondern

s f + tm = rn−1.

Da aber alle Elemente in F∗p invertierbar sind, kann man durch rn−1 dividieren, was

r−1
n−1s f + r−1

n−1tm = 1

ergibt. Also ist r−1
n−1s die gesuchte Inverse in Fp(α), dies passiert auch im folgenden Beispiel.

Beispiel. Auf Seite 90 haben wir die multiplikative Inverse von f = 2X2 + 2X + 1 ∈ F7[X]/mF7[X]
mit m = X3 + 2X2 + 2X + 3 mit Hilfe von Matrizen berechnet, hier soll sie jetzt nochmals mit dem
euklidischen Algorithmus berechnet werden.

Zunächst müssen wir den euklidischen Algorithmus für die beiden Polynome f und m durchfüh-
ren. Der Quotient m : f ist:

X3 + 2X2 + 2X + 3 : 2X2 + 2X + 1 = 4X + 4 = q0
−(X3 + X2 + 4X)

X2 + 5X + 3
−( X2 + X + 4)

4X + 6 = r0

Jetzt muss der Quotient f : r0 berechnet werden:

2X2 + 2X + 1 : 4X + 6 = 4X + 5 = q1
−(2X2 + 3X)

6X + 1
−(6X + 2)

6 = r1

Da der Rest r1 ∈ F∗7 liegt, gibt die nächste Division natürlich den Rest 0 und der letzte nicht ver-
schwindende Rest ist r1 = 6:

4X + 6 : 6 = 3X + 1 = q2
−(4X)

0 + 6
−(6)

0 = r2

Damit ist der euklidische Algorithmus abgeschlossen.
Durch Ausmultiplizieren der Matrizen Q(−qi) können wir jetzt auch die Faktoren s und t finden.

Q =

(
s t
∗ ∗

)
= Q(q2)Q(q1)Q(q0) =

(
0 1
1 −q2

) (
0 1
1 −q1

) (
0 1
1 −q0

)

=

(
0 1
1 4X + 6

) (
0 1
1 3X + 2

) (
0 1
1 3X + 3

)

=

(
0 1
1 4X + 6

) (
1 3X + 3

3X + 2 2X2 + X

)
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=

(
3X + 2 2X2 + X

1 + (4X + 6)(3X + 2) 3X + 3 + (4X + 6)(2X2 + X)

)

=

(
3X + 2 2X2 + X

5X2 + 5X + 6 X3 + 2X2 + 2X + 6

)

Daraus liest man
s = 2X2 + X und t = 3X + 2

ab. Wir überprüfen, ob die Koeffizienten der ersten Zeile tatsächlich m und f zu r1 = 6 kombinieren.
Es ist

(3X + 2) · m + (2X2 + X) · f = (3X + 2)(X3 + 3X2 + X + 2) + (2X2 + X)(2X2 + 2X + 1) = 6 = r1

Die multiplikative Inverse ist daher r−1
1 (2X2 + X) = 6−1(2X2 + X) = 6(2X2 + X) = 5X2 + 6X, was

mit dem Beispiel von Seite 90 übereinstimmt. ©
Besonders einfach ist die Rechung für k = F2. Dieser Spezialfall ist für die praktische An-

wendung in der Kryptographie von besonderer Bedeutung, daher wird er im In Kapitel 10 genauer
untersucht.

4.3.3 Zerfällungskörper
XXX TODO

Übungsaufgaben

4.1. Der Körper F2 ist besonders einfach, da er nur zwei Elemente 0 und 1 enthält.

a) Bestimmen Sie die Additions- und Multiplikationstabelle für F2.

b) Lösen Sie das lineare Gleichungssystem

x1 + x2 = 0
x2 + x3 + x4 = 1

x1 + x2 + x3 + x4 = 1
x2 + x3 = 0

über dem Körper F2 mit dem Gauss-Algorithmus.

c) Bestimmen Sie die Inverse A−1 ∈ GL2(F2) der Koeffizientenmatrix A des Gleichungssystems.

d) Kontrollieren Sie das Resultat durch Ausmultiplizieren des Produktes AA−1.

Lösung. a) Die Additions- und Multiplikationstabellen sind

0 1
0
0

+

0 1
1 0

0 1
0
0

·
0 0
0 1
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Betrachtet als Bitoperationen entspricht die Addition dem XOR, die Multiplikation dem AND.

b) Die Gauss-Tableaux sind

1 1 0 0 1
0 1 1 1 0
1 1 1 1 0
0 1 1 0 1

→
1 1 0 0 1
0 1 1 1 0
0 0 1 1 1
0 1 1 0 1

→
1 1 0 0 1
0 1 1 1 0
0 0 1 1 1
0 0 0 1 1

→
1 1 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1

→
1 1 0 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1

→
1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1

In der ersten Zeile stehen die Schritt der Vorwärtsreduktion, in der zweiten die Schritte des
Rückwärtseinsetzens. Als Lösung liest man ab

x =



0
1
0
1


,

die Korrektheit kann man leicht durch Einsetzen überprüfen.

c) Wir wenden erneut den Gauss-Algorithmus an:

1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 1

→
1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 1

→
1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1 0 1

→
1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 0 1

→
1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 0 1

→
1 0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 0 1
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Daraus liest man die Inverse A−1 der Koeffizientenmatrix A ab als

A−1 =



0 1 1 0
1 1 1 0
1 1 1 1
0 1 0 1



d) Wir prüfen das Resultat durch Ausmultiplizieren:

AA−1 =



1 1 0 0
0 1 1 1
1 1 1 1
0 1 1 0





0 1 1 0
1 1 1 0
1 1 1 1
0 1 0 1


=



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Dabei kann man verwenden, dass der Eintrag in Zeile i und Spalte k des Produktes die Anzahl
der Positionen ist, wo in der Zeile i von A und in der Spalte j von A−1 eine 1 steht.

©

4.2. Die Zahl p = 47 ist eine Primzahl, der Ring Z/pZ = F47 ist daher ein Körper. Jeder von Null
verschiedene Rest b ∈ F∗p hat daher eine multiplikative Inverse. Berechnen Sie die multiplikative
Inverse von b = 11 ∈ F47.

Lösung. Der euklidische Algorithmus muss auf die Zahlen p = 47 und b = 11 angewendet werden,
es ergeben sich die Quotienten und Reste der folgenden Tabelle:

k ak bk qk rk

0 47 11 4 3
1 11 3 3 2
2 3 2 1 1
3 2 1 2 0

Wie erwartet ist der grösste gemeinsame Teiler ggT(47, 11) = r2 = 1. Um die Zahlen s, t zu finden,
für die sp + tb = 1 gilt, können wir die Matrixform verwenden, wir berechnen dazu

Q = Q(2)Q(1)Q(3)Q(4) =

(
0 1
1 −2

) (
0 1
1 −1

) (
0 1
1 −3

) (
0 1
1 −4

)

=

(
0 1
1 −2

) (
0 1
1 −1

) (
1 −4
−3 13

)

=

(
0 1
1 −2

) (−3 13
4 −17

)

=

(
4 −17
−11 47

)
.

Daraus kann man ablesen, dass s = 4 und t = −17, tatsächlich ist 4 · 47 − 47 · 11 = 188 − 187 = 1.
Wir schliessen daraus, dass −17 = 30 ∈ F47 die multiplikative Inverse von b = 11 ist. Die Rechnung
11 · 30 = 330 = 7 · 47 + 1 zeigt, dass dies der Fall ist.

Alternativ zur Matrixdarstellung kann man die Koeffizienten s und t auch mit Hilfe der erweiter-
ten Tabelle finden:
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k ak bk qk rk ck dk

1 0
0 47 11 4 3 0 1
1 11 3 3 2 1 −4
2 3 2 1 1 −3 13
3 2 1 2 0 4 −17
4 1 0 −11 47

Die gesuchten Zahlen s und t sind rot hervorgehoben. ©

4.3. Berechnen Sie 666666 in F13.

Lösung. Zunächst ist die Basis der Potenz 666 = 3 in F13, es muss also nur 3666 berechnet werden.
Nach dem kleinen Satz von Fermat ist 312 = 1 in F13. Wegen 666 = 12 · 50 + 6 folgt 3666 = 36 =

729 = 1 in F13. ©

4.4. Im Rahmen der Aufgabe, die Zehntausenderstelle der Zahl 55555

zu berechnen muss Michael
Penn im Video https://youtu.be/Xg24FinMiws bei 12:52 zwei Zahlen x und y finden, so dass,

55x + 25y = 1

ist. Verwenden Sie die Matrixform des euklidischen Algorithmus.

Lösung. Zunächst berechnen wir die beiden Potenzen

55 = 3125 und 25 = 32.

Damit können wir jetzt den Algorithmus durchführen. Die Quotienten und Reste sind

a0 = q0 · b0 + r0 3125 = 97 · 32 + 21 q0 = 97 r0 = 21
a1 = q1 · b1 + r1 32 = 1 · 21 + 10 q1 = 1 r1 = 11
a2 = q2 · b2 + r2 21 = 1 · 11 + 10 q2 = 1 r2 = 10
a3 = q3 · b3 + r3 11 = 1 · 10 + 1 q3 = 1 r3 = 1
a4 = q4 · b4 + r4 10 = 10 · 1 + 0 q4 = 10 r4 = 0

Daraus kann man jetzt auch die Matrizen Q(qk) bestimmen und ausmultiplizieren:

Q =

(
0 1
1 −10

) (
0 1
1 −1

) (
0 1
1 −1

)

︸                ︷︷                ︸
(
0 1
1 −1

) (
0 1
1 −97

)

︸                  ︷︷                  ︸
=

(
0 1
1 −10

) (
0 −1
−1 2

) (
1 −97
−1 98

)

︸                      ︷︷                      ︸
=

(
0 1
1 −10

) (
2 −195
−3 293

)

︸                       ︷︷                       ︸
97

https://youtu.be/Xg24FinMiws


Endliche Körper Übungsaufgaben

=

(−3 293
32 −3125

)
.

Daras kann man jetzt ablesen, dass

−3 · 3125 + 293 · 32 = −9375 + 9376 = 1.

Die gesuchten Zahlen sind also x = −3 und y = 293. ©

4.5. Das Polynom m(X) = X2 + X + 1 ist als Polynom in F3[X] irreduzibel. Dies bedeutet, dass der
Ring der Polynome F3[X]/(m(X)) ein Körper ist, man bezeichnet ihn auch mit F3(α), wobei man
sich α als eine Nullstelle von m(X) oder als die Matrix

α =

(
0 2
1 2

)

vorstellen kann.

a) Stellen Sie die Additions- und Multiplikationstabellen für das Rechnen in F3 auf.

b) Berechnen Sie α−1 in F3(α) aus der Bedingung m(α) = 0.

c) Verwenden Sie den euklidischen Algorithmus, um (1 + α)−1 in F3(α) zu bestimmen.

d) Berechnen Sie α3.

Lösung. a) Die Additions- und Multiplikationstabelle von F3 ist

0
1
2

0 1 2+

0
1
2

1
2
0

2
0
1

0
1
2

0 1 2·
0
0
0

0
1
2

0
2
1

b) Wegen m(α) = α2 + α + 1 = 0 folgt α + 1 + α−1 = 0 oder α−1 = −α − 1 = 2 + 2α. Als Matrix
kann man

α−1 = 2α + 2 =

(
0 4
2 4

)
+

(
2 0
0 2

)
=

(
2 4
2 2

)
≡

(
2 1
2 0

)
mod 3

schreiben und durch Nachrechnen verifizieren dass, tatsächlich gilt

αα−1 =

(
0 2
1 2

) (
2 1
2 0

)
=

(
4 0
6 1

)
≡

(
1 0
0 1

)
mod 3.

c) Für den euklidischen Algorithmus müssen wir wiederholt eine Polynomdivision in F3[X]
durchführen. Im ersten Schritt ist es

(X2 + X + 1) : (X + 1) = X = q1
−(X2 + X)

0 + 1 = r1
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Die nächste Division ist (X + 1) : 1, die als Quotient q2 = X + 1 und den Rest r2 = 0 hat. Mit
der Matrixform des euklidischen Algorithmus kann man jetzt auch die Koeffizienten s und t
bestimmen, die beide Polynome in F3[X] sind:

Q = Q(q2)Q(q1) =

(
0 1
1 −q2

) (
0 1
1 −q1

)
=

(
0 1
1 2X + 2

) (
0 1
1 2X

)
=

(
1 2X

2X X2 + X + 1

)
.

Die gesuchten Polynome sind s = 1 und t = 2X und man kann nachrechnen, dass

s · m(X) + t · (X + 1) = X2 + X + 1 + 2X · (X + 1) = X2 + X + 1 + 2X2 + 2X

= 3X2 + 3X + 1 ≡ 1 mod 3.

Natürlich kann man s und t auch mit der erweiterten Tabelle finden:

k ak bk qk rk ck dk

1 0
0 X2 + X + 1 X + 1 X 1 0 1
1 X + 1 1 X + 1 0 1 2X
2 1 0 0 2X + 2 2X2 + 2X

In allen Fällen ist also (1 + X)−1 = 2X.

d) Wegen m(α) = 0 ist α2 = −α − 1 = 2α + 2 und damit

α3 = α · α2 = α(2α + 2) = 2α2 + 2α = 2(α2 + α + 1︸      ︷︷      ︸
= 0

+2) = 2 · 2 = 1. ©
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Kapitel 5

Eigenwerte und Eigenvektoren

Die algebraischen Eigenschaften einer Matrix A sind eng mit der Frage nach linearen Beziehungen
unter den Potenzen von Ak verbunden. Im Allgemeinen ist die Berechnung dieser Potenzen eher
unübersichtlich, es sei denn, die Matrix hat eine spezielle Form. Die Potenzen einer Diagonalmatrix
erhält man, indem man die Diagonalelemente potenziert. Auch für Dreiecksmatrizen ist mindestens
die Berechnung der Diagonalelemente von Ak einfach. Die Theorie der Eigenwerte und Eigenvekto-
ren ermöglicht, Matrizen in eine solche besonders einfache Form zu bringen.

In Abschnitt 5.1 werden die grundlegenden Definitionen der Eigenwerttheorie in Erinnerung
gerufen. Damit kann dann in Abschnitt 5.2 gezeigt werden, wie Matrizen in besonders einfache
Form gebracht werden können. Die Eigenwerte bestimmen auch die Eigenschaften von numerischen
Algorithmen, wie in den Abschnitten ?? und ?? dargestellt wird. Für viele Funktionen kann man
auch den Wert f (A) berechnen, unter geeigneten Voraussetzungen an den Spektralradius. Dies wird
in Abschnitt 5.5 beschrieben.

5.1 Grundlagen
Die Potenzen Ak sind besonders einfach zu berechnen, wenn die Matrix Diagonalform hat, wenn also
A = diag(λ1, . . . , λn) ist. In diesem Fall ist Aek = λkek für jeden Standardbasisvektor ek. Statt sich auf
Diagonalmatrizen zu beschränken könnten man also auch Vektoren v suchen, für die gilt Av = λv,
die also von A nur gestreckt werden. Gelingt es, eine Basis aus solchen sogenanten Eigenvektoren
zu finden, dann kann man die Matrix A durch Basiswechsel in diese Form bringen.

5.1.1 Kern und Bild von Matrixpotenzen
In diesem Abschnitt ist A ∈ Mn(k), A beschreibt eine lineare Abbildung f : kn → kn. In diesem
Abschnitt sollen Kern und Bild der Potenzen Ak untersucht werden.

Definition 5.1. Wir bezeichnen Kern und Bild der iterierten Abbildung Ak mit

K k(A) = ker Ak und Jk(A) = im Ak.

Durch Iteration wird das Bild immer kleiner. Wegen

Jk(A) = im Ak = im Ak−1A = {Ak−1Av | v ∈ kn} ⊂ {Ak−1v | v ∈ kn} = Jk−1(A)
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folgt

kn = im E = im A0 = J0(A) ⊃ J1(A) = im A ⊃ J2(A) ⊃ · · · ⊃ Jk(A) ⊃ Jk+1(A) ⊃ · · · ⊃ {0}.
(5.1)

Für die Kerne gilt etwas Ähnliches. Ein Vektor x ∈ K k(A) erfüllt Ak x = 0. Dann erfüllt er aber erst
recht auch

Ak+1x = A Ak x︸︷︷︸
= 0

= 0,

also ist x ∈ K k(A). Es folgt

{0} = K0(A) = ker A0 = ker E ⊂ K1(A) = ker A ⊂ · · · ⊂ K k(A) ⊂ K k+1(A) ⊂ · · · ⊂ kn. (5.2)

Neben diesen offensichtlichen Resultaten kann man aber noch mehr sagen. Es ist klar, dass in beiden
Ketten und nur in höchstens n Schritten eine wirkliche Änderung stattfinden kann. Man kann aber
sogar genau sagen, wo Änderungen stattfinden:

Satz 5.2. Ist A ∈ Mn(k) eine n × n-Matrix, dann gibt es eine Zahl k so, dass

0 = K0(A) ( K1(A) ( K2(A) ( . . . ( K k(A) = K k+1(A) = . . .
kn = J0(A) ) J1(A) ) J2(A) ) . . . ) Jk(A) = Jk+1(A) = . . .

ist.

Beweis. Es sind zwei Aussagen zu beweisen. Erstens müssen wir zeigen, dass die Dimension von
K i(A) nicht mehr grösser werden kann, wenn sie zweimal hintereinander gleich war. Nehmen wir
daher an, dass K i(A) = K i+1(A). Wir müssen K i+2(A) bestimmen. K i+2(A) besteht aus allen Vek-
toren x ∈ kn derart, dass Ax ∈ K i+1(A) = K i(A) ist. Daraus ergibt sich, dass AAix = 0, also ist
x ∈ K i+1(A). Wir erhalten also K i+2(A) ⊂ K i+1 ⊂ K i+2(A), dies ist nur möglich, wenn beide gleich
sind.

Analog kann man für die Bilder vorgehen. Wir nehmen an, dass J i(A) = J i+1(A) und bestimm-
ten J i+2(A). J i+2(A) besteht aus all jenen Vektoren, die als Ax mit x ∈ J i+1(A) = J i(A) erhalten
werden können. Es gibt also insbesondere ein y ∈ ki mit x = Aiy. Dann ist Ax = Ai+1y ∈ J i+1(A).
Insbesondere besteht J i+2(A) genau aus den Vektoren von J i+1(A).

Zweitens müssen wir zeigen, dass die beiden Ketten bei der gleichen Potenz von A konstant
werden. Dies folgt jedoch daraus, dass dimJ i(A) = Rang Ai = n − dim ker Ai = n − dimK i(A). Der
Raum Jk(A) hört also beim gleichen i auf, kleiner zu werden, bei dem auch K i(A) aufhört, grösser
zu werden. �

Satz 5.3. Die Zahl k in Satz 5.2 ist nicht grösser als n, also

Kn(A) = K l(A) und Jn(A) = J l(A)

für l ≥ n.

Beweis. Nach Satz 5.2 muss die Dimension vonK i(A) in jedem Schritt um mindestens 1 zunehmen,
das ist nur möglich, bis zur Dimension n. Somit können sich K i(A) und J i(A) für i > n nicht mehr
ändern. �

Definition 5.4. Die gemäss Satz 5.2 identischen Unterräume K i(A) für i ≥ k und die identischen
Unterräume J i(A) für i ≥ k werden mit

K = K i(A) ∀i ≥ k und

J = J i(A) ∀i ≥ k

bezeichnet.
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5.1.2 Invariante Unterräume
Kern und Bild sind der erste Schritt zu einem besseren Verständnis einer linearen Abbildung oder
ihrer Matrix. Invariante Räume dienen dazu, eine lineare Abbildung in einfachere Abbildungen zwi-
schen “kleineren” Räumen zu zerlegen, wo sie leichter analysiert werden können.

Definition 5.5. Sei f : V → V eine lineare Abbildung eines Vektorraums in sich selbst. Ein Unter-
raum U ⊂ V heisst invarianter Unterraum, wenn

f (U) = { f (x) | x ∈ U} ⊂ U

gilt.

Der Kern ker A einer linearen Abbildung ist trivialerweise ein invarianter Unterraum, da alle Vek-
toren in ker A auf 0 ∈ ker A abgebildet werden. Ebenso ist natürlich im A ein invarianter Unterraum,
denn jeder Vektor wird in im A abgebildet, insbesondere auch jeder Vektor in im A.

Satz 5.6. Sei f : V → V eine lineare Abbildung mit Matrix A. Jeder der Unterräume J i(A) und
K i(A) ist ein invarianter Unterraum.

Beweis. Sei x ∈ K i(A), es gilt also Aix = 0. Wir müssen überprüfen, dass Ax ∈ K i(A). Wir berech-
nen daher Ai · Ax = Ai+1x = A · Aix = A · 0 = 0, was zeigt, dass Ax ∈ K i(A).

Sei jetzt x ∈ J i(A), es gibt also ein y ∈ V derart, dass Aiy = x. Wir müssen überprüfen, dass
Ax ∈ J i(A). Dazu berechnen wir Ax = AAiy = AiAy ∈ J i(A), Ax ist also das Bild von Ay unter
Ai. �

Korollar 5.7. Die Unterräume K(A) ⊂ V und J(A) ⊂ V sind invariante Unterräume.

Die beiden UnterräumeK(A) undJ(A) sind besonders interessant, da wir aus der Einschränkung
der Abbildung f auf diese Unterräume mehr über f lernen können.

Satz 5.8. Die Einschränkung von f auf J(A) ist injektiv.

Beweis. Die Einschränkung von f auf Jk(A) ist Jk(A) → Jk+1(A), nach Definition von Jk+1(A)
ist diese Abbildung surjektiv. Da aber Jk(A) = Jk+1(A) ist, ist f : Jk(A) → Jk(A) surjektiv, also
ist f auf Jk(A) auch injektiv. �

Die beiden Unterräume J(A) und K(A) sind Bild und Kern der iterierten Abbildung mit Matrix
Ak. Das bedeutet, dass dimJ(A) +K(A) = n. Da K(A) = ker Ak und andererseits A injektiv ist auf
J(A), muss J(A) ∩ K(A) = 0. Es folgt, dass V = J(A) +K(A).

In K(A) und J(A) kann man unabhängig voneinander jeweils eine Basis wählen. Die Basen
von K(A) und J(A) zusammen ergeben eine Basis von V . Die Matrix A′ in dieser Basis wird die
Blockform

A′ =



AK ′

AJ ′



haben, wobei die Matrix A′J invertierbar ist. Die Zerlegung in invariante Unterräume ergibt also eine
natürlich Aufteilung der Matrix A in kleiner Matrizen mit zum Teil bekannten Eigenschaften.
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5.1.3 Nilpotente Matrizen

Die Zerlegung von V in die beiden invarianten UnterräumeJ(A) undK(A) reduziert die lineare Ab-
bildung auf zwei Abbildungen mit speziellen Eigenschaften. Es wurde bereits in Satz gezeigt, dass
die Einschränkung auf J(A) injektiv ist. Die Einschränkung auf K(A) bildet nach Definition alle
Vektoren nach k-facher Iteration auf 0 ab, AkK(A) = 0. Solche Abbildungen haben eine speziellen
Namen.

Definition 5.9. Eine Matrix A heisst nilpotent, wenn es eine Zahl k gibt, so dass Ak = 0.

Beispiel. Obere (oder untere) Dreiecksmatrizen mit Nullen auf der Diagonalen sind nilpotent. Wir
rechnen dies wie folgt nach. Die Matrix A mit Einträgen ai j

A =



0 a12 a13 . . . a1,n−1 a1n

0 0 a23 . . . a1,n−1 a2n

0 0 0 . . . a1,n−1 a3n
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 an−1,n
0 0 0 . . . 0 0



erfüllt ai j = 0 für i ≥ j. Wir zeigen jetzt, dass sich bei der Multiplikation die nicht verschwinden Ele-
mente bei der Multiplikation noch rechts oben verschieben. Dazu multiplizieren wir zwei Matrizen
B und C mit bi j = 0 für i + k > j und ci j = 0 für i + l > j. In der folgenden graphischen Darstellung
der Matrizen sind die Bereiche, wo die Matrixelemente verschwinden, weiss.





k

B

i
i + k

·





l

C

j

j − l

=





k
+

l

j

D

Bei der Berechnung des Elementes di j wird die Zeile i von B mit der Spalte j von C multipliziert.
Die blau eingefärbten Elemente in dieser Zeile und Spalte sind 0. Aus der Darstellung ist abzulesen,
dass das Produkt verschwindet, die roten, von 0 verschiedenen Elemente von den blauen Elementen
annihiliert werden. Dies passiert immer, wenn i + k > j − l ist, oder i + (k + l) > j.

Wir wenden diese Beobachtung jetzt auf die Potenzen As an. Für die Matrixelemente von As

schreiben wir as
i j. Wir behaupten, dass die Matrixelemente As die Bedingung as

i j = 0 für i + s > j
erfüllen. Dies ist für s = 1 nach Voraussetzung richtig, dies ist die Induktionsvoraussetzung. Nehmen
wir jetzt an, dass as

i j = 0 für i+ s > j, dann folgt aus obiger Rechnung, dass as+1
i j = 0 für i+ s+1 > j,

so dass die Bedingung auch für As gilt (Induktionsschritt). Mit vollständiger Induktion folgt, dass
as

i j = 0 für i + s > j. Insbesondere ist An = 0, die Matrix A ist nilpotent. ©

Man kann die Konstruktion der UnterräumeK i(A) weiter dazu verwenden, eine Basis zu finden,
in der eine nilpotente Matrix eine besonders einfach Form erhält.
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Satz 5.10. Sei A eine nilpotente n × n-Matrix mit der Eigenschaft, dass An−1 , 0. Dann gibt es eine
Basis so, dass A die Form

A′ =



0 1
0 1

0
. . . 1

0 1
0



(5.3)

bekommt.

Beweis. Da An−1 , 0 ist, gibt es einen Vektor bn derart, dass An−1bn , 0. Wir konstruieren die
Vektoren

bn, bn−1 = Abn, bn−2 = Abn−1, . . . , b2 = Ab3, b1 = Ab2.

Aus der Konstruktion folgt b1 = An−1bn , 0, aber Ab1 = Anbn = 0. Aus der Konstruktion der
iterierten Kerne K i(A) folgt jetzt, dass die Vektoren b1, . . . , bn eine Basis bilden. In dieser Basis hat
die Matrix die Form 5.3. �

Definition 5.11. Wir bezeichnen mit Nn eine Matrix der Form (5.3).

Mit etwas mehr Sorgfalt kann man auch die Bedingung, dass An−1 , 0 sein muss, im Satz 5.10
loswerden.

Satz 5.12. Sei A ein nilpotente Matrix, dann gibt es eine Basis, in der die Matrix aus lauter Nullen
besteht ausser in den Einträgen unmittelbar oberhalb der Hauptdiagonalen, wo die Einträge 0 oder
1 sind. Insbesondere zerfällt eine solche Matrix in Blöcke der Form Nki , i = 1, . . . , l, wobei k1 + · · ·+
kl = n sein muss:

A′ =



Nk1

Nk2

. . .

Nkl



(5.4)

Die Einschränkung von f auf den invarianten Unterraum K(A) ist nilpotent. Die Zerlegung V =

J(A)⊕K(A) führt also zu einer Zerlegung der Abbildung f in eine invertierbare AbbildungJ(A)→
J(A) und eine nilpotente Abbildung K(A) → K(A). Nach Satz 5.12 kann man in K(A) eine Basis
so wählen, dass die Matrix die Blockform (5.6) erhält.

5.1.4 Eigenwerte und Eigenvektoren
In diesem Abschnitt betrachten wir Vektorräume V = kn über einem beliebigen Körper k und qua-
dratische Matrizen A ∈ Mn(k). In den meisten Anwendungen wird k = R sein. Da aber in R nicht alle
algebraischen Gleichungen lösbar sind, ist es manchmal notwendig, den Vektorraum zu erweitern
um zum Beispiel Eigenschaften der Matrix A abzuleiten.
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Definition 5.13. Ein Vektor v ∈ V heisst Eigenvektor von A zum Eigenwert λ ∈ k, wenn v , 0 und
Av = λv gilt.

Die Bedingung v , 0 dient dazu, pathologische Situationen auszuschliessen. Für den Nullvektor
gilt A0 = λ0 für jeden beliebigen Wert von λ ∈ k. Würde man v = 0 zulassen, wäre jede Zahl in k
ein Eigenwert, ein Eigenwert von A wäre nichts besonderes. Ausserdem wäre 0 ein Eigenvektor zu
jedem beliebigen Eigenwert.

Eigenvektoren sind nicht eindeutig bestimmt, jedes von 0 verschiedene Vielfache von v ist eben-
falls ein Eigenvektor. Zu einem Eigenwert kann man also einen Eigenvektor jeweils mit geeigneten
Eigenschaften finden, zum Beispiel kann man für k = R Eigenvektoren auf Länge 1 normieren. Im
Folgenden werden wir oft die abkürzend linear unabhängige Eigenvektoren einfach als “verschiede-
ne” Eigenvektoren bezeichnen.

Wenn v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ ist, dann kann man ihn mit zusätzlichen Vektoren
v2, . . . , vn zu einer Basis B = {v, v2, . . . , vn} von V ergänzen. Die Vektoren vk mit k = 2, . . . , n werden
von A natürlich auch in den Vektorraum V abgebildet, können also als Linearkombinationen

Av = a1kv + a2kv2 + a3kv3 + . . . ankvn

dargestellt werden. In der Basis B bekommt die Matrix A daher die Form

A′ =



λ a12 a13 . . . a1n

0 a22 a23 . . . a2n

0 a32 a33 . . . a3n
...

...
...

. . .
...

0 an2 an3 . . . ann



.

Bereits ein einzelner Eigenwert und ein zugehöriger Eigenvektor ermöglichen uns also, die Matrix
in eine etwas einfachere Form zu bringen.

Definition 5.14. Für λ ∈ k heisst
Eλ = {v | Av = λv}

der Eigenraum zum Eigenwert λ.

Der Eigenraum Eλ ist ein Unterraum von V , denn wenn u, v ∈ Eλ, dann ist

A(su + tv) = sAu + tAv = sλu + tλv = λ(su + tv),

also ist auch su + tv ∈ Eλ. Der Fall Eλ = {0} = 0 bedeutet natürlich, dass λ gar kein Eigenwert ist.

Satz 5.15. Wenn dim Eλ = n, dann ist A = λE.

Beweis. Da V ein n-dimensionaler Vektoraum ist, ist Eλ = V . Jeder Vektor v ∈ V erfüllt also die
Bedingung Av = λv, oder A = λE. �

Wenn man die Eigenräume von A kennt, dann kann man auch die Eigenräume von A + µE
berechnen. Ein Vektor v ∈ Eλ erfüllt

Av = λv ⇒ (A + µ)v = λv + µv = (λ + µ)v,

somit ist v ein Eigenvektor von A + µE zum Eigenwert λ + µ. Insbesondere können wir statt die
Eigenvektoren von A zum Eigenwert λ zu studieren, auch die Eigenvektoren zum Eigenwert 0 von
A − λE untersuchen.
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5.1.5 Verallgemeinerte Eigenräume
Wenn λ ein Eigenwert der Matrix A ist, dann ist ist A − λE injektiv und ker(A − λE) , 0. Man kann
daher die invarianten Unterräume K(A − λE) und J(A − λE).

Beispiel. Wir untersuchen die Matrix

A =



1 1 −1 0
0 3 −1 1
0 2 0 1
0 0 0 2



Man kann zeigen, dass λ = 1 ein Eigenwert ist. Wir suchen die Zerlegung des Vektorraums R4 in
invariante Unterräume K(A − E) und J(A − E). Die Matrix B = A − E ist

B =



0 1 −1 0
0 2 −1 1
0 2 −1 1
0 0 0 2



und wir berechnen davon die Potenz

D = B4 = (A − E)4 =



0 0 0 0
0 2 −1 4
0 2 −1 4
0 0 0 1


.

Daraus kann man ablesen, dass das Bild im D von D die Basis

b1 =



0
0
0
1


, b2 =



0
1
1
0



hat. Für den Kern von D können wir zum Beispiel die Basisvektoren

b3 =



0
1
2
0


, b4 =



1
0
0
0



verwenden.
Als erstes überprüfen wir, ob diese Basisvektoren tatsächlich invariante Unterräume sind. Für

J(A − E) = 〈b1, b2〉 berechnen wir

(A − E)b1 =



0
4
4
1


= 4b2 + b1,

(A − E)b2 =



0
1
1
0


= b2.

107



Eigenwerte und Eigenvektoren Grundlagen

Dies beweist, dass J(A − E) invariant ist. In dieser Basis hat die von A − E beschriebene lineare
Abbildung auf J(A − E) die Matrix

AJ(A−E) =

(
1 4
0 1

)
.

Für den Kern K(A − E) findet man analog

Ab3 = −b4

Ab4 = 0

 ⇒ AK(A−E) =

(
0 −1
0 0

)
.

In der Basis B = {b1, b2, b3, b4} hat A die Matrix in Blockform

A′ =



2 4
0 2

1 −1
0 1


,

die Blöcke gehören zu den invarianten UnterräumenK(A−E) undK(A−E). Die aus A−E gewonnen
invarianten Unterräume sind offenbar auch invariante Unterräume für A. ©
Definition 5.16. Ist A eine Matrix mit Eigenwert λ, dann heisst der invariante Unterraum

Eλ(A) = K(A − λE)

der verallgemeinerte Eigenraum von A.

Es ist klar, dass Eλ(A) = ker(A − λE) ⊂ Eλ(A).

5.1.6 Zerlegung in invariante Unterräume
Wenn λ kein Eigenwert von A ist, dann ist A− λE injektiv und damit ker(A− λE) = 0. Es folgt, dass
K i(A−λE) = 0 und daher auchJ i(A−λE) = V . Die Zerlegung in invariante UnterräumeJ(A−λE)
und K(A − λE) liefert in diesem Falle also nichts Neues.

Für einen Eigenwert λ1 von A dagegen, erhalten wir die Zerlegung

V = Eλ1 (A) ⊕ J(A − λ1E)︸        ︷︷        ︸
= V2

,

wobei Eλ1 (A) , 0 ist. Die Matrix A − λ1E ist eingeschränkt auf Eλ1 (A) nilpotent. Die Zerlegung
in invariante Unterräume ist zwar mit Hilfe von A − λ1E gewonnen worden, ist aber natürlich auch
eine Zerlegung in invariante Unterräume für A. Wir können daher das Problem auf V2 einschränken
und nach einem weiteren Eigenwert λ2 von A in V2 suchen, was wieder eine Zerlegung in invariante
Unterräume liefert. Indem wir so weiterarbeiten, bis wir den ganzen Raum ausgeschöpft haben,
können wir eine Zerlegung des ganzen Raumes V finden, so dass A auf jedem einzelnen Summanden
eine sehr einfach Form hat:

Satz 5.17. Sei V ein k-Vektorraum und f eine lineare Abbildung mit Matrix A derart, dass alle
Eigenwerte λ1, . . . , λl von A in k sind. Dann gibt es eine Zerlegung von V in verallgemeinerte Ei-
genräume

V = Eλ1 (A) ⊕ Eλ2 (A) ⊕ · · · ⊕ Eλl (A).

Die Einschränkung von A − λiE auf den Eigenraum Eλi (A) ist nilpotent.
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5.1.7 Das charakteristische Polynom
Ein Eigenvektor von A erfüllt Av = λv oder gleichbedeutend (A − λE)v = 0, er ist also eine nichttri-
viale Lösung des homogenen Gleichungssystems mit Koeffizientenmatrix A− λE. Ein Eigenwert ist
also ein Skalar derart, dass A−λE singulär ist. Ob eine Matrix singulär ist, kann mit der Determinante
festgestellt werden. Die Eigenwerte einer Matrix A sind daher die Nullstellen von det(A − λE).

Definition 5.18. Das charakteristische Polynom

χA(x) = det(A − xE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − x a12 . . . a1n

a21 a22 − x . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

der Matrix A ist ein Polynom vom Grad n mit Koeffizienten in k.

Findet man eine Nullstelle λ ∈ k von χA(x), dann ist die Matrix A − λE ∈ Mn(k) und mit dem
Gauss-Algorithmus kann man auch mindestens einen Vektor v ∈ kn finden, der Av = λv erfüllt. Eine
Matrix der Form wie in Satz ?? hat

χA(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ − x 1
λ − x 1

λ − x
. . .

λ − x 1
λ − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (λ − x)n = (−1)n(x − λ)n

als charakteristisches Polynom, welches λ als einzige Nullstelle hat. Der Eigenraum der Matrix ist
aber nur eindimensional, man kann also im Allgemeinen für jede Nullstelle des charakteristischen
Polynoms nicht mehr als einen Eigenvektor (d. h. einen eindimensionalen Eigenraum) erwarten.

Wenn das charakteristische Polynom von A keine Nullstellen in k hat, dann kann es auch keine
Eigenvektoren in kn geben. Gäbe es nämlich einen solchen Vektor, dann müsste eine der Kompo-
nenten des Vektors von 0 verschieden sein, wir nehmen an, dass es die Komponente in Zeile k ist.
Die Komponente vk kann man auf zwei Arten berechnen, einmal als die k-Komponenten von Av und
einmal als k-Komponente von λv:

ak1v1 + · · · + aknvn = λvk.

Da vk , 0 kann man nach λ auflösen und erhält

λ =
ak1v1 + · · · + aknvn

vk
.

Alle Terme auf der rechten Seite sind in k und werden nur mit Körperoperationen in k verknüpft,
also muss auch λ ∈ k sein, im Widerspruch zur Annahme.

Durch Hinzufügen von geeigneten Elementen können wir immer zu einem Körper k′ überge-
hen, in dem das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfällt. In diesem Körper kann man
jetzt das homogene lineare Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix A− λE lösen und damit min-
destens einen Eigenvektor v für jeden Eigenwert finden. Die Komponenten von v liegen in k′, und
mindestens eine davon kann nicht in k liegen. Das bedeutet aber nicht, dass man diese Vektoren
nicht für theoretische Überlegungen über von k′ unabhängige Eigenschaften der Matrix A machen.
Das folgende Beispiel soll diese Idee illustrieren.
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Beispiel. Wir arbeiten in diesem Beispiel über dem Körper k = Q. Die Matrix

A =

(−4 7
−2 4

)
∈ M2(Q)

hat das charakteristische Polynom

χA(x) =

∣∣∣∣∣∣
−4 − x 7
−2 4 − x

∣∣∣∣∣∣ = (−4 − x)(4 − x) − 7 · (−2) = −16 + x2 + 14 = x2 − 2.

Die Nullstellen sind ±√2 und damit nicht in Q. Wir gehen daher über zum Körper Q(
√

2), in dem
sich zwei Nullstellen λ = ±√2 finden lassen. Zu jedem Eigenwert lässt sich auch ein Eigenvektor
v±√2 ∈ Q(

√
2)2, und unter Verwendung dieser Basis bekommt die Matrix A′ = T AT−1 Diagonalform.

Die Transformationsmatrix T enthält Matrixelemente aus Q(
√

2), die nicht in Q liegen. Die Matrix
A lässt sich also über dem Körper Q(

√
2) diagonalisieren, nicht aber über dem Körper Q.

Da A′ Diagonalform hat mit ±√2 auf der Diagonalen, folgt A′2 = 2E, die Matrix A′ erfüllt also
die Gleichung

A′2 − E = χA(A) = 0. (5.5)

Dies is ein Spezialfall des Satzes von Cayley-Hamilton ?? welcher besagt, dass jede Matrix A ei-
ne Nullstelle ihres charakteristischen Polynoms ist: χA(A) = 0. Die Gleichung 5.5 wurde zwar in
Q(
√

2) hergeleitet, aber in ihr kommen keine Koeffizienten aus Q(
√

2) vor, die man nicht auch in Q
berechnen könnte. Sie gilt daher ganz allgemein. ©
Beispiel. Die Matrix

A =

(
32 −41
24 −32

)
∈ M2(R)

über dem Körper k = R hat das charakteristische Polynom

det(A − xE) =

∣∣∣∣∣∣
32 − x −41

25 −32 − x

∣∣∣∣∣∣ = (32 − x)(−32 − x) − 25 · (−41) = x2 − 322 + 1025 = x2 + 1.

Die charakteristische Gleichung χA(x) = 0 hat in R keine Lösungen, daher gehen wir zum Körper
k′ = C über, in dem dank dem Fundamentalsatz der Algebra alle Nullstellen zu finden sind, sie
sind ±i. In C lassen sich dann auch Eigenvektoren finden, man muss dazu die folgenden linearen
Gleichungssyteme lösen:

32 − i −41
25 −32 − i →

1 t
0 0

32 + i −41
25 −32 + i →

1 t
0 0 ,

wobei wir t = −41/(32 − i) = −41(32 + i)/1025 = −1.28 − 0.04i = (64 − 1)/50 abgekürzt haben.
Die zugehörigen Eigenvektoren sind

vi =

(
t
i

)
v−i =

(
t
i

)

Mit den Vektoren vi und v−i als Basis kann die Matrix A als komplexe Matrix, also mit komplexem
T in die komplexe Diagonalmatrix A′ = diag(i,−i) transformiert werden. Wieder kann man sofort
ablesen, dass A′2 + E = 0, und wieder kann man schliessen, dass für die relle Matrix A ebenfalls
χA(A) = 0 gelten muss. ©
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5.2 Normalformen
In den Beispielen im vorangegangenen wurde wiederholt der Trick verwendet, den Koeffizienten-
körper so zu erweitern, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfällt und für jeden
Eigenwert Eigenvektoren gefunden werden können. Diese Idee ermöglicht, eine Matrix in einer ge-
eigneten Körpererweiterung in eine besonders einfache Form zu bringen, das Problem dort zu lösen.
Anschliessend kann man sich darum kümmern in welchem Mass die gewonnenen Resultate wieder
in den ursprünglichen Körper transportiert werden können.

5.2.1 Diagonalform
Sei A eine beliebige Matrix mit Koeffizienten in k und sei k′ eine Körpererweiterung von k derart,
dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren

χA(x) = (x − λ1)k1 · (x − λ2)k2 · · · · · (x − λm)km

mit Vielfachheiten k1 bis km zerfällt, λi ∈ k′. Zu jedem Eigenwert λi gibt es sicher einen Eigenvektor,
wir wollen aber in diesem Abschnitt zusätzlich annehmen, dass es eine Basis aus Eigenvektoren
gibt. In dieser Basis bekommt die Matrix Diagonalform, wobei auf der Diagonalen nur Eigenwerte
vorkommen können. Man kann die Vektoren so anordnen, dass die Diagonalmatrix in Blöcke der
Form λiE zerfällt

A′ =



λ1E

λ2E
. . .

λmE



Über die Grösse eines solchen λiE-Blockes können wir zum jetzigen Zeitpunkt noch keine Aussagen
machen.

Die Matrizen A − λkE enthalten jeweils einen Block aus lauter Nullen. Das Produkt all dieser
Matrizen ist daher

(A − λ1E)(A − λ2E) · · · (A − λmE) = 0.

Über dem Körper k′ gibt es also das Polynom m(x) = (x−λ1)(x−λ2) · · · (x−λm) mit der Eigenschaft
m(A) = 0. Dies ist auch das Polynom von kleinstmöglichem Grad, denn für jeden Eigenwert muss
ein entsprechender Linearfaktor in so einem Polynom vorkommen. Das Polynom m(x) ist daher das
Minimalpolynom der Matrix A. Da jeder Faktor in m(x) auch ein Faktor von χA(x) ist, folgt wieder
χA(A) = 0. Ausserdem ist über dem Körper k′ das Polynom m(x) ein Teiler des charakteristischen
Polynoms χA(x).

5.2.2 Jordan-Normalform
Die Eigenwerte einer Matrix A können als Nullstellen des charakteristischen Polynoms gefunden
werden. Da der Körper k nicht unbedingt algebraische abgeschlossen ist, zerfällt das charakteris-
tische Polynom nicht unbedingt in Linearfaktoren, die Nullstellen sind nicht unbedingt in k. Wir
können aber immer zu einem grösseren Körper k′ übergehen, in dem das charakteristische Polynom
in Linearfaktoren zerfällt. Wir nehmen im Folgenden an, dass

χA(x) = (x − λ1)k1 · (x − λ2)k2 · · · · · (x − λl)kl
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ist mit λi ∈ k′.
Nach Satz 5.17 liefern die verallgemeinerten Eigenräume Vi = Eλi (A) eine Zerlegung von V in

invariante Eigenräume
V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vl,

derart, dass A − λiE auf Vi nilpotent ist. Wählt man in jedem der Unterräume Vi eine Basis, dann
zerfällt die Matrix A in Blockmatrizen

A′ =



A1

A2

. . .

Al



(5.6)

wobei, Ai Matrizen mit dem einzigen Eigenwert λi sind.
Nach Satz 5.12 kann man in den Unterräume die Basis zusätzlich so wählen, dass die entstehen-

den Blöcke Ai − λiE spezielle nilpotente Matrizen aus lauter Null sind, die höchstens unmittelbar
über der Diagonalen Einträge 1 haben kann. Dies bedeutet, dass sich immer eine Basis so wählen
lässt, dass die Matrix Ai zerfällt in sogenannte Jordan-Blöcke.

Definition 5.19. Ein m-dimensionaler Jordan-Block ist eine m × m-Matrix der Form

Jm(λ) =



λ 1
λ 1

λ
. . .

λ 1
λ



.

Eine Jordan-Matrix ist eine Blockmatrix Matrix

J =



Jm1 (λ)

Jm2 (λ)

. . .

Jmp (λ)



mit m1 + m2 + · · · + mp = m.

Da Jordan-Blöcke obere Dreiecksmatrizen sind, ist das charakteristische Polynom eines Jordan-
Blocks oder einer Jordan-Matrix besonders einfach zu berechnen. Es gilt

χJm(λ)(x) = det(Jm(λ) − xE) = (λ − x)m
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für einen Jordan-Block Jm(λ). Für eine m × m-Jordan-Matrix J mit Blöcken Jm1 (λ) bis Jmp (λ) ist

χJ(λ)(x) = χJm1 (λ)(x)χJm2 (λ)(x) · · · · · χJmp (λ)(x) = (λ − x)m1 (λ − x)m2 · · · · · (λ − x)mp = (λ − x)m.

Satz 5.20. Über einem Körper k′ ⊃ k, über dem das charakteristische Polynom χA(x) in Linear-
faktoren zerfällt, lässt sich immer eine Basis finden derart, dass die Matrix A zu einer Blockmatrix
wird, die aus lauter Jordan-Matrizen besteht. Die Dimension der Jordan-Matrix zum Eigenwert λi

ist die Vielfachheit des Eigenwerts im charakteristischen Polynom.

Beweis. Es ist nur noch die Aussage über die Dimension der Jordan-Blöcke zu beweisen. Die
Jordan-Matrizen zum Eigenwert λi werden mit Ji bezeichnet und sollen mi × mi-Matrizen sein. Das
charakteristische Polynom jedes Jordan-Blocks ist dann χJi (x) = (λi − x)mi . Das charakteristische
Polynom der Blockmatrix mit diesen Jordan-Matrizen als Blöcken ist das Produkt

χA(x) = (λ1 − x)m1 (λ2 − x)m2 · · · (λp − x)mp

mit m1 +m2 + · · ·+mp. Die Blockgrösse mi ist also auch die Vielfachheit von λi im charakteristischen
Polynom χA(x). �

Satz 5.21 (Cayley-Hamilton). Ist A eine n × n-Matrix über dem Körper k, dann gilt χA(A) = 0.

Beweis. Zunächst gehen wir über zu einem Körper k′ ⊃ k, indem das charakteristische Polynom
χA(x) in Linearfaktoren χA(x) = (λ1 − x)m1 (λ2 − x)m2 . . . (λp − x)mp zerfällt. Im Vektorraum k′ kann
man eine Basis finden, in der die Matrix A in Jordan-Matrizen J1, . . . , Jp zerfällt, wobei Ji eine
mi × mi-Matrix ist. Für den Block mit der Nummer i erhalten wir (Ji − λiE)mi = 0. Setzt man also
den Block Ji in das charakteristische Polynom χA(x) ein, erhält man

χA(Ji) = (λ1E − J1)m1 · . . . · (λiE − Ji)mi

︸        ︷︷        ︸
= 0

· . . . · (λiE − Jp)mp = 0.

Jeder einzelne Block Ji wird also zu 0, wenn man ihn in das charakteristische Polynome χA(x)
einsetzt. Folglich gilt auch χA(A) = 0.

Die Rechnung hat zwar im Körper k′ stattgefunden, aber die Berechnung χA(A) kann in k aus-
geführt werden, also ist χA(A) = 0. �

Aus dem Beweis kann man auch noch eine strengere Bedingung ableiten. Auf jedem verallge-
meinerten Eigenraum Eλi (A) ist Ai −λi nilpotent, es gibt also einen minimalen Exponenten qi derart,
dass (Ai − λiE)qi = 0 ist. Wählt man eine Basis in jedem verallgemeinerten Eigenraum derart, dass
Ai eine Jordan-Matrix ist, kann man wieder zeigen, dass für das Polynom

mA(x) = (x − λ1x)q1 (x − λ2x)q2 · . . . · (x − λpx)qp

gilt mA(A) = 0. mA(x) ist das Minimalpolynom der Matrix A.

Satz 5.22 (Minimalpolynom). Über dem Körper k′ ⊂ k, über dem das charakteristische Polynom
χA(x) in Linearfaktoren zerfällt, ist das Minimalpolynom von A das Polynom

m(x) = (x − λ1)q1 (x − λ2)q2 · · · . . . · · · (x − λp)qp

wobei qi der kleinste Index ist, für den die qi-te Potenz derEinschränkung von A − λiE auf den
verallgemeinerten Eigenraum Eλi (A) verschwindet. Es ist das Polynom geringsten Grades über k′,
welches m(A) = 0 erfüllt.
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5.2.3 Reelle Normalform

5.2.4 Obere Hessenberg-Form

5.3 Funktionen einer Matrix
Eine zentrale Motivation in der Entwicklung der Eigenwerttheorie war das Bestreben, Potenzen
Ak auch für grosse k effizient zu berechnen. Mit der Jordan-Normalform ist dies auch gelungen,
wenigstens über einem Körper, in dem das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfällt. Die
Berechnung von Potenzen war aber nur der erste Schritt, das Ziel in diesem Abschnitt ist, f (A) für
eine genügend grosse Klasse von Funktionen f berechnen zu können.

5.3.1 Polynom-Funktionen
In diesem Abschnitt ist B ∈ Mn(k) und k′ ⊃ k ein Körper, über dem das charakteristische Polynome
χA(x) in Linearfaktoren

χA(x) = (λ1 − x)m1 (λ2 − x)m2 · . . . · (λp − x)mp

zerfällt.
Für jedes beliebige Polynome p(X) ∈ k[X] der Form

p(X) = anXn + an−1Xn−1 + . . . a1x + a0

kann man auch
p(A) = anAn + an−1An−1 + . . . a1A + a0E

berechnen. In der Jordan-Normalform können die Potenzen Ak leicht zusammengstellt werden, so-
bald man die Potenzen von Jordan-Blöcken berechnet hat.

Satz 5.23. Die k-te Potenz von Jn(λ) ist die Matrix mit

Jn(λ)k =



λk
(

k
1

)
λk−1

(
k
2

)
λk−2

(
k
3

)
λk−3 . . .

(
k

n−1

)
λk−n+1

0 λk
(

k
1

)
λk−1

(
k
2

)
λk−2 . . .

(
k

n−2

)
λk−n+2

0 0 λk
(

k
1

)
λk−1 . . .

(
k

n−3

)
λk−n+3

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 . . . λk



(5.7)

mit den Matrixelementen

(Jn(λ)k)i j =

(
k

j − i

)
λk− j+i.

Die Binomialkoeffizienten verschwinden für j < i und j > i + k.

Beweis. Die Herkunft der Binomialkoeffizienten wird klar, wenn man

Jn(λ) = λE + Nn

schreibt, wobei Nn die Matrix (5.3) ist. Die Potenzen von Nn haben die Matrix-Elemente

(Nk
n)i j = δi, j−k =


1 j − i = k
0 sonst,
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sie haben also Einsen genau dort, wo in der die Potenz λk steht. Die kt-te Potenz von Jn(λ) kann
dann mit dem binomischen Satz berechnet werden:

Jn(λ)k =

k∑

l=0

(
k
l

)
λlNk−l

n ,

dies ist genau die Form (5.3.1). �

Wir haben bereits gesehen, dass χA(A) = 0, ersetzt man also das Polynom p(X) durch p(X) +

χA(X), dann ändert sich am Wert

(p + χA)(A) = p(A) + χA(A) = p(A)

nichts. Man kann also nicht erwarten, dass verschiedene Polynome p(X) zu verschiedenen Matrizen
p(A) führen. Doch welche Unterschiede zwischen Polynomen wirken sich genau aus?

Satz 5.24. Für zwei Polynome p(X) und q(X) ist genau dann p(A) = q(A), wenn das Minimalpoly-
nom von A die Differenz p − q teilt.

Beweis. Wenn p(A) = q(A), dann ist h(X) = p(X)−q(X) ein Polynom mit h(A) = 0, daher muss h(X)
vom Minimalpolynom geteilt werden. Ist andererseits p(X)−q(X) = m(X)t(X), dann ist p(A)−q(A) =

m(A)t(A) = 0 · t(A) = 0, also p(A) = q(A). �

Über einem Körper k′ ⊃ k, über dem das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfällt,
kann man das Minimalpolynom aus der Jordanschen Normalform ableiten. Es ist

m(X) = (λ1 − X)q1 (λ2 − X)q2 · . . . · (λp − X)qp ,

wobei qi die Dimension des grössten Jordan-Blocks ist, der in der Jordan-Normalform vorkommt.
Zwei Polynome p1(X) und p2(X) haben genau dann den gleichen Wert, wenn die Differenz p1(X) −
p2(X) genau die Nullstellen λ1, . . . , λp mit Vielfachheiten q1, . . . , qp hat.

Beispiel. Wir betrachten die Matrix

A =


1 9 −4
−1 3 0
−2 0 3



mit dem charakteristischen Polynom

χA(x) = −x3 + 7x2 − 16x + 12 = −(x − 3)(x − 2)2.

Daraus kann man bereits ablesen, dass das Minimalpolynom m(X) von A entweder (X−2)(X−3) oder
(X−2)2(X−3) ist. Es genügt also nachzuprüfen, ob p(A) = 0 für das Polynom p(X) = (X−2)(X−3) =

X2 − 5X + 6 ist. Tatsächlich sind die Potenzen von A:

A2 =


0 36 −16
−4 0 4
−8 −18 17

 , A3 =


−4 108 −48
−12 −36 28
−24 −126 83
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und daraus kann man jetzt P(A) berechnen:

p(A) =


0 36 −16
−4 0 4
−8 −18 17

−5


1 9 −4
−1 3 0
−2 0 3

+6


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =


1 −9 4
1 −9 4
2 −18 8

 =


1
1
2


(
1 −9 4

)
(5.8)

Also ist tatsächlich (X − 2)2(X − 3) das Minimalpolynom.
Das Quadrat des Polynoms p(X) ist p(X)2 = (X − 2)2(X − 3)2, es hat das Minimalpolynom als

Teiler, also muss p(A)2 = 0 sein. Die Gleichung (5.8) ermöglicht, das Quaddrat p(A)2 leichter zu
berechnen:

p(A)2 =


1
1
2


(
1 −9 4

)

1
1
2


︸              ︷︷              ︸

= 0

(
1 −9 4

)
= 0,

wie zu erwarten war.
Wenn sich zwei Polynome nur um das charakteristische Polynom unterscheiden, dann haben

sie den gleichen Wert auf A. Das Polynom p1(X) = X3 unterschiedet sich vom Polynom p2(X) =

7X2−16X +12 um das charakteristische Polynom, welches wir bereits als das Minimalpolynom von
A erkannt haben. Die dritte Potenz A3 von A muss sich daher auch mit p2(X) berechnen lassen:

7


0 36 −16
−4 0 4
−8 −18 17

 − 16


1 9 −4
−1 3 0
−2 0 3

 + 12


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =


−4 108 −48
−12 −36 28
−24 −126 83

 = A3. ©

Satz 5.25. Wenn A diagonalisierbar ist über einem geeignet erweiterten Körper k′, dann haben
zwei Polynome p(X) und q(X) in k[X] genau dann den gleichen Wert auf A, also p(A) = q(A), wenn
p(λ) = q(λ) für alle Eigenwerte λ von A.

Über dem Körper der komplexen Zahlen ist die Bedingung, dass die Differenz d(X) = p1(X) −
p2(X) vom Minimalpolynom geteilt werden muss, gleichbedeutend damit, dass p1(X) und p2(X) den
gleichen Wert und gleiche Ableitungen bis zur Ordnung qi − 1 haben in allen Eigenwerten λi, wobei
qi der Exponent von λi − X im Minimalpolynom von A ist.

Das Beispiel illustriert auch noch ein weiteres wichtiges Prinzip. Schreiben wir das Minimalpo-
lynom von A in der Form

m(X) = Xk + ak−1Xk−1 + · · · + a1X + a0,

dann kann man wegen m(A) = 0 die Potenzen Ai mit i ≥ k mit der Rekursionsformel

Ai = Ai−kAk = Ai−k(−ak−1Ak−1 + · · · + a1A + a0E)

in einer Linearkombination kleinerer Potenzen reduzieren. Jedes Polynom vom Grad ≥ k kann also
reduizert werden in ein Polynom vom Grad < k mit dem gleichen Wert auf A.

Satz 5.26. Sei A eine Matrix über k mit Minimalpolynom m(X). Zu jedem p(X) ∈ k[X] gibt es ein
Polynom q(X) ∈ k[X] vom Grad deg q < deg m mit p(A) = q(A).
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5.3.2 Approximation von f (A)

Die Quadratwurzelfunktion x 7→ √
x lässt sich nicht durch ein Polynom darstellen, es gibt also

keine direkte Möglichkeit,
√

A für eine beliebige Matrix zu definieren. Wir können versuchen, die
Funktion durch ein Polynom zu approximieren. Damit dies geht, müssen wir folgende zwei Fragen
klären:

1. Wie misst man, ob ein Polynom eine Funktion gut approximiert?

2. Was bedeutet es genau, dass zwei Matrizen “nahe beeinander” sind?

3. In welchem Sinne müssen Polynome “nahe” beeinander sein, damit auch die Werte auf A nahe
beeinander sind.

Wir wissen bereits, dass nur die Werte und gewisse Ableitungen des Polynoms p(X) in den Ei-
genwerten einen Einfluss auf p(A) haben. Es genügt also, Approximationspolynome zu verwenden,
welche in der Nähe der Eigenwerte “gut genug” approximieren. Solche Polynome gibt es dank dem
Satz von Stone-Weierstrass immer:

Satz 5.27 (Stone-Weierstrass). Ist I ⊂ R kompakt, dann lässt sich jede stetige Funktion durch eine
Folge pn(x) beliebig genau approximieren.

Wir haben schon gezeigt, dass es dabei auf die höheren Potenzen gar nicht ankommt, nach
Satz 5.26 kann man ein approximierendes Polynom immer durch ein Polynom von kleinerem Grad
als das Minimalpolynom ersetzen.

Definition 5.28. Die Norm einer Matrix M ist

‖M‖ = max{|Mx| | x ∈ Rn ∧ |x| = 1}.

Für einen Vektor x ∈ Rn gilt |Mx| ≤ ‖M‖ · |x|.

Beispiel. Die Matrix

M =

(
0 2
1
3 0

)

hat Norm

‖M‖ = max
|x|=1
|Mx| = max

t∈R

√
22 cos2 t +

1
32 sin2 t = 2.

Da aber

M2 =

( 2
3 0
0 2

3

)
⇒ ‖M2‖ =

2
3

ist, wird eine Iteration mit Ableitungsmatrix M trotzdem konvergieren, weil der Fehler nach jedem
zweiten Schritt um den Faktor 2

3 kleiner geworden ist. ©

Beispiel. Wir berechnen die Norm eines Jordan-Blocks.
©
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5.3.3 Potenzreihen
Dies führt uns auf die Grösse

π(M) = lim sup
n→∞

‖Mn‖ 1
n . (5.9)

Ist π(M) > 1, dann gibt es Anfangsvektoren v für die Iteration, für die Mkv über alle Grenzen wächst.
Ist π(M) < 1, dann wird jeder Anfangsvektor v zu einer Iterationsfolge Mkv führen, die gegen 0
konvergiert. Die Kennzahl π(M) erlaubt also zu entscheiden, ob ein Iterationsverfahren konvergent
ist.

Die Berechnung von π(M) als Grenzwert ist sehr unhandlich. Viel einfacher ist der Begriff des
Spektralradius.

Definition 5.29. Der Spektralradius der Matrix M ist der Betrag des betragsgrössten Eigenwertes.

5.3.4 Gelfand-Radius und Eigenwerte
In Abschnitt ?? ist der Gelfand-Radius mit Hilfe eines Grenzwertes definiert worden. Nur dieser
Grenzwert ist in der Lage, über die Konvergenz eines Iterationsverfahrens Auskunft zu geben. Der
Grenzwert ist aber sehr mühsam zu berechnen. Es wurde angedeutet, dass der Gelfand-Radius mit
dem Spektralradius übereinstimmt, dem Betrag des betragsgrössten Eigenwertes. Dies hat uns ein
vergleichsweise einfach auszuwertendes Konvergenzkriterium geliefert. In diesem Abschnitt soll
diese Identität zunächst an Spezialfällen und später ganz allgemein gezeigt werden.

Spezialfall: Diagonalisierbare Matrizen

Ist eine Matrix A diagonalisierbar, dann kann Sie durch eine Wahl einer geeigneten Basis in Diago-
nalform

A′ =



λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

. . .
...

0 0 . . . λn



gebracht werden, wobei die Eigenwerte λi möglicherweise auch komplex sein können. Die Bezeich-
nungen sollen so gewählt sein, dass λ1 der betragsgrösste Eigenwert ist, dass also

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|.
Wir nehmen für die folgende, einführende Diskussion ausserdem an, dass sogar |λ1| > |λ2| gilt.

Unter den genannten Voraussetzungen kann man jetzt den Gelfand-Radius von A berechnen.
Dazu muss man |Anv| für einen beliebigen Vektor v und für beliebiges n berechnen. Der Vektor v
lässt sich in der Eigenbasis von A zerlegen, also als Summe

v = v1 + v2 + · · · + vn

schreiben, wobei vi Eigenvektoren zum Eigenwert λi sind oder Nullvektoren. Die Anwendung von
Ak ergibt dann

Akv = Akv1 + Akv2 + · · · + Akvn = λk
1v1 + λk

2v2 + · · · + λk
nvn.

Für den Grenzwert braucht man die Norm von Akv, also

|Akv| = |λk
1v1 + λk

2v2 + · · · + λ3v3|
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⇒ |Akv|
λk

1

=

∣∣∣∣∣v1 +

(
λ2

λ1

)k
v2 + · · · +

(
λn

λ1

)k
vn

∣∣∣∣∣. (5.10)

Da alle Quotienten |λi/λ1| < 1 sind für i ≥ 2, konvergieren alle Terme auf der rechten Seite von
(5.10) ausser dem ersten gegen 0. Folglich ist

lim
k→∞
|Akv|
|λ1|k = |v1| ⇒ lim

k→∞
|Akv| 1k
|λ1| = lim

k→∞
|v1| 1k = 1.

Dies gilt für alle Vektoren v, für die v1 , 0 ist. Der maximale Wert dafür wird erreicht, wenn man
für v einen Eigenvektor der Länge 1 zum Eigenwert λ1 einsetzt, dann ist v = v1. Es folgt dann

π(A) = lim
k→∞
‖Ak‖ 1

k = lim
k→∞
|Akv| 1k = |λ1| = %(A).

Damit ist gezeigt, dass im Spezialfall einer diagonalisierbaren Matrix der Gelfand-Radius tatsächlich
der Betrag des betragsgrössten Eigenwertes ist.

Blockmatrizen

Wir betrachten jetzt eine (n + m) × (n + m)-Blockmatrix der Form

A =

(
B 0
0 C

)
(5.11)

mit einer n × n-Matrix B und einer m × m-Matrix C. Ihre Potenzen haben ebenfalls Blockform:

Ak =

(
Bk 0
0 Ck

)
.

Ein Vektor v kann in die zwei Summanden v1 bestehen aus den ersten n Komponenten und v2 beste-
hen aus den letzten m Komponenten zerlegen. Dann ist

Akv = Bkv1 + Ckv2. ⇒ |Akv| ≤ |Bkv1| + |Ckv2| ≤ π(B)k |v1| + π(C)k |v2|.
Insbesondere haben wir das folgende Lemma gezeigt:

Lemma 5.30. Eine diagonale Blockmatrix A (5.11) Blöcken B und C hat Gelfand-Radius

π(A) = max(π(B), π(C))

Selbstverständlich lässt sich das Lemma auf Blockmatrizen mit beliebig vielen diagonalen Blö-
cken verallgemeinern.

Für Diagonalmatrizen der genannten Art sind aber auch die Eigenwerte leicht zu bestimmen.
Hat B die Eigenwerte λ(B)

i mit 1 ≤ i ≤ n und C die Eigenwerte λ(C)
j mit 1 ≤ j ≤ m, dann ist das

charakteristische Polynom der Blockmatrix A natürlich

χA(λ) = χB(λ)χC(λ),

woraus folgt, dass die Eigenwerte von A die Vereinigung der Eigenwerte von B und C sind. Daher
gilt auch für die Spektralradius die Formel

%(A) = max(%(B), %(C)).
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Jordan-Blöcke

Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar, die bekanntesten Beispiele sind die Matrizen

Jn(λ) =



λ 1
λ 1

λ
. . .
. . . 1

λ 1
λ



, (5.12)

wobei λ ∈ C eine beliebige komplexe Zahl ist. Wir nennen diese Matrizen Jordan-Matrizen. Es
ist klar, dass Jn(λ) nur den n-fachen Eigenwert λ hat und dass der erste Standardbasisvektor ein
Eigenvektor zu diesem Eigenwert ist.

In der linearen Algebra lernt man, dass jede Matrix durch Wahl einer geeigneten Basis als Block-
matrix der Form

A =



Jn1 (λ1) 0 . . . 0
0 Jn2 (λ2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Jnl (λl)



geschrieben werden kann1. Die früheren Beobachtungen über den Spektralradius und den Gelfand-
Radius von Blockmatrizen zeigen uns daher, dass nur gezeigt werden muss, dass nur die Gleichheit
des Gelfand-Radius und des Spektral-Radius von Jordan-Blöcken gezeigt werden muss.

Iterationsfolgen

Satz 5.31. Sei A eine n × n-Matrix mit Spektralradius %(A). Dann ist %(A) < 1 genau dann, wenn

lim
k→∞

Ak = 0.

Ist andererseits %(A) > 1, dann ist
lim
k→∞
‖Ak‖ = ∞.

Beweis. Wie bereits angedeutet reicht es, diese Aussagen für einen einzelnen Jordan-Block mit Ei-
genwert λ zu beweisen. Die k-te Potenz von Jn(λ) ist

Jn(λ)k =



λk
(

k
1

)
λk−1

(
k
2

)
λk−2 . . .

(
k

n−1

)
λk−n+1

0 λk
(

k
1

)
λk−1 . . .

(
k

n−2

)
λk−n+2

0 0 λk . . .
(

k
n−k+3

)
λk−n+3

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . λk



.

Falls |λ| < 1 ist, gehen alle Potenzen von λ exponentiell schnell gegen 0, während die Binomialko-
effizienten nur polynomiell schnell anwachsen. In diesem Fall folgt also Jn(λ)→ 0.

Falls |λ| > 1 divergieren bereits die Elemente auf der Diagonalen, also ist ‖Jn(λ)k‖ → ∞ mit
welcher Norm auch immer man man die Matrix misst. �

1Sofern die Matrix komplexe Eigenwerte hat muss man auch komplexe Basisvektoren zulassen.
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Aus dem Beweis kann man noch mehr ablesen. Für %(A) < 1 ist die Norm ‖Ak‖ ≤ M%(A)k für
eine geeignete Konstante M, für %(A) > 1 gibt es eine Konstante m mit ‖Ak‖ ≥ m%(A)k.

Der Satz von Gelfand

Der Satz von Gelfand ergibt sich jetzt als direkte Folge aus dem Satz 5.31.

Satz 5.32 (Gelfand). Für jede komplexe n × n-Matrix A gilt

π(A) = lim
k→∞
‖Ak‖ 1

k = %(A).

Beweis. Der Satz 5.31 zeigt, dass der Spektralradius ein scharfes Kriterium dafür ist, ob ‖Ak‖ gegen
0 oder ∞ konvergiert. Andererseits ändert ein Faktor t in der Matrix A den Spektralradius ebenfalls
um den gleichen Faktor, also %(tA) = t%(A). Natürlich gilt auch

π(tA) = lim
k→∞

‖tkAk‖ 1
k = lim

k→∞
t‖Ak‖ 1

k = t lim
k→∞

‖Ak‖ 1
k = tπ(A).

Wir betrachten jetzt die Matrix

A(ε) =
A

%(A) + ε
.

Der Spektralradius von A(ε) ist

%(A(ε)) =
%(A)

%(A) + ε
,

er ist also > 1 für negatives ε und < 1 für positives ε. Aus dem Satz 5.31 liest man daher ab, dass
‖A(ε)k‖ genau dann gegen 0 konvergiert, wenn ε > 0 ist und divergiert genau dann, wenn ε < 0 ist.

Aus der Bemerkung nach dem Beweis von Satz 5.31 schliesst man daher, dass es im Fall ε > 0
eine Konstante M gibt mit

‖A(ε)k‖ ≤ M%(A(ε))k ⇒ ‖A(ε)k‖ 1
k ≤ M

1
k %(A(ε))

⇒ π(A) ≤ %(A(ε)) lim
k→∞

M
1
k

︸   ︷︷   ︸
= 1

= %(A(ε)) = %(A) + ε.

Dies gilt für beliebige ε > 0, es folgt daher π(A) ≤ %(A).
Andererseits gibt es für ε < 0 eine Konstante m mit

‖A(ε)k‖ ≥ m%(A(ε))k ⇒ ‖A(ε)k‖ 1
k ≥ m

1
k %(A(ε))

⇒ π(A) ≥ %(A(ε)) lim
k→∞

m
1
k

︸  ︷︷  ︸
= 1

= %(A(ε)) = %(A) + ε.

Dies gilt für beliebige ε > 0, es folgt daher π(A) ≥ %(A). Zusammen mit π(A) ≤ %(A) folgt π(A) =

%(A). �
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5.4 Numerische Verfahren zur Eigenwertbestimmung

5.5 Spektraltheorie

Übungsaufgaben

5.1. Verwenden Sie die Matrixdarstellung komplexer Zahlen, um ii zu berechnen.

Hinweis. Verwenden Sie die eulersche Formel um log J zu bestimmen.

Lösung. Wir berechnen JJ mit Hilfe des Logarithmus als JJ = exp(J log J). Zunächst erinnern wir
an die Eulersche Formel

exp tJ =

∞∑

k=0

tk Jk

k!
=

∞∑

i=0

t2i(−1)i

(2i)!
· E +

∞∑

i=0

t2i+1(−1)i

(2i + 1)!
· J = cos t · E + sin t · J.

Daraus liest man ab, dass

log
(
cos t − sin t
sin t cos t

)
= tJ

gilt. Für die Matrix J heisst das

J =

(
0 −1
1 0

)
=

(
cos π

2 − sin π
2

sin π
2 cos π

2

)
⇒ log J =

π

2
J. (5.13)

Als nächstes müssen wir J log J berechnen. Aus (5.13) folgt

J log J = J · π
2

J = −π
2
· E.

Darauf ist die Exponentialreihe auszuwerten, also

JJ = exp(J log J) = exp(−π
2

E) = exp
(− π2 0

0 − π2

)
=

(
e−

π
2 0

0 e−
π
2

)
= e−

π
2 E.

Als komplexe Zahlen ausgedrückt folgt also ii = e−
π
2 . ©

5.2. Seien z und w komplexe Zahlen derart, dass z = ew, d. h. w ist ein Wert des Logarithmus von z.
Zeigen Sie, dass die Zahlen w + 2πik für k ∈ Z ebenfalls Logarithmen von z sind. Dies zeigt, dass
eine komlexe Zahl unendlich viele verschiedene Logarithmen haben kann, die Logarithmusfunktion
ist im Komplexen nicht eindeutig.

Lösung. Aus der Eulerschen Formel folgt

ew+2πik = ew · e2πik = ew(cos 2πk︸  ︷︷  ︸
= 1

+i sin 2πk︸ ︷︷ ︸
= 0

) = ew = z. ©
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5.3. Finden Sie eine Basis von Q4 derart, dass die Matrix A

A =



−13 5 −29 29
−27 11 −51 51
−3 1 −2 5
−6 2 −10 13



Jordansche Normalform hat.

Lösung. Zunächst muss man die Eigenwerte finden. Dazu kann man das charakteristische Polynom
berechnen, man findet nach einiger Rechnung oder mit Hilfe einer Software für symbolische Rech-
nung:

χA(λ) = x4 − 9x3 + 30x2 − 44x + 24 = (x − 3)3(x − 2),

Eigenwerte sind also λ = 3 und λ = 2.
Der Eigenwert λ = 2 ist ein einfacher Eigenwert, der zugehörige Eigenraum ist daher eindimen-

sional. Ein Eigenvektor kann mit Hilfe des linearen Gleichungssystems

−13 − λ 5 −29 29
−27 11 − λ −51 51
−3 1 −2 − λ 5
−6 2 −10 13 − λ

→
−16 5 −29 29
−27 8 −51 51
−3 1 −5 5
−6 2 −10 10

→
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 0 0

gefunden werden. Daraus liest man den Eigenvektor

b1 =



0
0
1
1


, Ab1 =



−13 5 −29 29
−27 11 −51 51
−3 1 −2 5
−6 2 −10 13





0
0
1
1


=



0
0
3
3


= 3b1

ab. Diesen Vektor können wir auch finden, indem wir J(A − eE) bestimmen. Die vierte Potenz von
A − 2E ist

(A − 2E)4 =



0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 2 −1
0 0 2 −1


, (5.14)

der zugehörige Bildraum ist wieder aufgespannt von b1.
Aus (5.14) kann man aber auch eine Basis

b2 =



1
0
0
0


, b3 =



0
1
0
0


, b4 =



0
0
1
2



für den Kern K(A − 2E) ablesen. Da λ = 2 der einzige andere Eigenwert ist, muss K(A − 2E) =

J(A − 3E) sein. Dies lässt sich überprüfen, indem wir die vierte Potenz von A − 2E berechnen, sie
ist

(A − 2E)4 =



79 −26 152 −152
162 −53 312 −312
12 −4 23 −23
24 −8 46 −46


.
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Die Spaltenvektoren lassen sich alle durch die Vektoren b2, b3 und b4 ausdrücken, also ist J(A −
2E) = 〈b2, b3, b4〉.

Indem die Vektoren bi als Spalten in eine Matrix T schreibt, kann man jetzt berechnen, wie die
Matrix der linearen Abbildung in dieser neuen Basis aussieht, es ist

A′ = T−1AT



3 0 0 0
0 −13 5 29
0 −27 11 51
0 −3 1 8


,

wir haben also tatsächlich die versprochene Blockstruktur.
Der 3 × 3-Block

A1 =


−13 5 29
−27 11 51
−3 1 8



in der rechten unteren Ecke hat den dreifachen Eigenwert 2, und die Potenzen von A1 − 2E sind

A1 − 2E


−15 5 29
−27 9 51
−3 1 6

 , (A1 − 2E)2 =


3 −1 −6
9 −3 −18
0 0 0

 , (A1 − 2E)3 = 0.

Für die Jordan-Normalform brauchen wir einen von 0 verschiedenen Vektor im Kern von (A1−2E)2,
zum Beispiel den Vektor mit den Komponenten 1, 3, 1. Man beachte aber, dass diese Komponenten
jetzt in der neuen Basis b2, . . . , b4 zu verstehen sind, d. h. der Vektor, den wir suchen, ist

c3 = b1 + 3b2 + b3 =



1
3
1
2


.

Jetzt berechnen wir die Bilder von c3 unter A − 2E:

c2 =



29
51
6

12


, c1 =



−6
−18

0
0


.

Die Basis b1, c1, c2, c3 ist also eine Basis, in der die Matrix A Jordansche Normalform annimmt.
Die Umrechnung der Matrix A in die Basis {b1, c1, c2, c3} kann mit der Matrix

T1 =



0 −6 29 1
0 −18 51 3
1 0 6 1
1 0 12 2


, T−1

1 =
1

216



0 0 432 −216
33 −23 −36 36
18 −6 0 0
−108 36 −216 216



erfolgen und ergibt die Jordansche Normalform

A′ =



3 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2



wie erwartet. ©
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Kapitel 6

Permutationen

Die Berechnung der Determinante einer Matrix macht ausgedehnten Gebrauch von der Tatsache,
dass die Vertauschung von zwei Zeilen oder Spalten das Vorzeichen des Wertes der Determinan-
ten dreht. In diesem Kapitel sollen die Permutationen der Zeilen abstrakt untersucht werden. Wir
erhalten so eine abstrakte Permutationsgruppe. Ihre Elemente lassen sich auch durch spezielle Ma-
trizen beschreiben, eine Darstellung dieser Gruppe, die auch unmittelbar zu einer Formel für die
Determinante einer Matrix führt.

6.1 Permutationen einer endlichen Menge
Eine endliche Anzahl n von Objekten können auf n! Arten angeordnet werden. Als Objektmenge
nehmen wir [n] = {1, . . . , n}. Die Operation, die die Objekte in eine bestimmte Reihenfolge bringt,
ist eine Abbildung σ : [n] → [n]. Eine Permutation ist eine umkehrbare Abbildung [n] → [n]. Die
Menge S n aller umkehrbaren Abbildungen [n] → [n] mit der Verknüpfung von Abbildungen als
Operation heisst die die symmetrische Gruppe. Die identische Abbildung σ(x) = x ist das neutrale
Element der Gruppe S n und wir auch mit e bezeichnet.

6.1.1 Permutationen als 2 × n-Matrizen
Eine Permutation kann als 2 × n-Matrix geschrieben werden:

1 2 3 4 5 6

=


1 2 3 4 5 6

2 1 3 5 6 4



Das neutrale Element hat die Matrix

e =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

)

aus zwei identischen Zeilen.
Die Verknüpfung zweier solcher Permutationen kann leicht graphisch dargestellt werden: dazu

werden die beiden Permutationen untereinander geschrieben und Spalten der zweiten Permutation in
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der Reihen folge der Zahlen in der zweiten Zeile der ersten Permutation angeordnet. Die zusammen-
gesetzte Permutation kann dann in der zweiten Zeile der zweiten Permutation abgelesen werden:

σ1 =

(
1 2 3 4 5 6
2 1 3 5 6 4

)

σ2 =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 5 6 1 2

)

(
1 2 3 4 5 6
2 1 3 5 6 4

)

(
2 1 3 5 6 4
4 3 5 1 2 6

) σ2σ1 =

(
1 2 3 4 5 6
4 3 5 1 2 6

)

Die Inverse einer Permutation kann erhalten werden, indem die beiden Zeilen vertauscht werden und
dann die Spalten wieder so angeordnet werden, dass die Zahlen in der ersten Zeile ansteigend sind:

σ =

(
1 2 3 4 5 6
2 1 3 5 6 4

)
⇒ σ−1 =

(
2 1 3 5 6 4
1 2 3 4 5 6

)
=

(
1 2 3 4 5 6
2 1 3 6 4 5

)
.

6.1.2 Zyklenzerlegung
Eine Permutation σ ∈ S n kann auch mit sogenanten Zyklenzerlegung analysiert werden. Zum Bei-
spiel:

σ =

(
1 2 3 4 5 6
2 1 3 5 6 4

)
=

1

2

3
4

5 6

Definition 6.1. Ein Zyklus Z ist eine unter σ invariante Teilmenge von [n] minimaler Grösse. Die
Zyklenzerlegung ist eine Zerlegung von [n] in Zyklen

[n] = ∪k
i=1Zi,

wobei jede Menge Zi ein Zyklus ist.

Der folgende Algorithmus findet die Zyklenzerlegung einer Permutation.

Satz 6.2. Sei σ ∈ S n eine Permutation. Der folgende Algorithmus findet die Zyklenzerlegung von σ:

1. i = 1

2. Wähle das erste noch nicht verwendete Element

si = min
(
[n] \

⋃

j<i

Z j

)

3. Bestimme alle Elemente, die aus si durch Anwendung von σ entstehen:

Zi = {si, σ(si), σ(σ(si)), . . . } = {σk(si) | k ≥ 0}.

4. Falls
⋃

j≤i Z j , [n], erhöhe i um 1 und fahre weiter bei 2.

Mit Hilfe der Zyklenzerlegung von σ lassen sich auch gewisse Eigenschaften von σ ableiten. Sei
also [n] = Z1 ∪ · · · ∪ Zk die Zyklenzerlegung. Für jedes Element x ∈ S i gilt σ|S i |(x) = x. Die kleinste
Zahl m, für die σm = e ist, das kleinste gemeinsame Vielfache der Zyklenlängen:

m = kgV(|Z1|, |Z2|, . . . , |Zk |).
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6.1.3 Konjugierte Elemente in S n

Zwei Elemente g1, g2 ∈ G einer Gruppe heissen konjugiert, wenn es ein Element c ∈ G gibt derart,
dass cg1c−1 = g2. Bei Matrizen hat dies bedeutet, dass die beiden Matrizen durch Basiswechsel
auseinander hervorgehen. Dasselbe lässt sich auch im Kontext der symmetrischen Gruppe sagen.

Seien σ1 und σ2 zwei konjugierte Permutationen in S n. Es gibt also eine Permutation γ ∈ S n

derart, dass σ1 = γσ2γ
−1 oder γ−1σ1γ = σ2. Dann gilt auch für die Potenzen

σk
1 = γσk

2γ
−1. (6.1)

Ist Zi ein Zyklus von σ2 und x ∈ Zi, dann ist Zi = {x, σ2(x), σ2
2(x), . . . }. Die Menge γ(Zi) besteht dann

aus dem Elementen γ(Zi) = {γ(x), γ(σ2(x)), γ(σ2
2(x)), . . . }. Aus der Formel (6.1) folgt σk

1γ = γσk
2,

also
γ(Zi) = {γ(x), σ1(γ(x)), σ2

1(γ(x)), . . . },
Also ist γ(Zi) ein Zyklus von σ1. Die Permutation γ bildet also Zyklen von σ2 auf Zyklen von σ1
ab. Es folgt daher der folgende Satz:

Satz 6.3. Sind σ1, σ2 ∈ S n konjugiert σ1 = γσ2γ
−1 mit dem γ ∈ S n. Wenn Z1, . . . ,Zk die Zyklen von

σ2 sind, dann sind γ(Z1), . . . , γ(Zk) die Zyklen von σ1.

Die Zyklenzerlegung kann mit der Jordan-Normalform ?? einer Matrix verglichen werden. Durch
einen Basiswechsel, welcher durch eine “Konjugation” von Matrizen ausgedrückt wir, kann die Ma-
trix in eine besonders übersichtliche Form gebracht werden. Wenn σ die Zyklenzerlegung Z1, . . . ,Zk

mit Zyklenlängen li = |Zi|, dann kann man die Menge [n] wie folgt in Teilmengen

X1 = {1, . . . , l1},
X2 = {l1 + 1, . . . , l1 + l2},
Xi = {l1 + · · · + li−1 + 1, . . . , l1 + · · · + li}
Xk = {l1 + · · · + lk−1 + 1, . . . n}

zerlegen. Sei σ2 die Permutation, die in jeder der Mengen Xi durch zyklische Vertauschung der
Elemente wirkt. Indem man die Elemente von Zi in der Reihenfolge, in der sie durch σ1 erreicht
werden, auf die Elemente Xi abbildet, findet man eine Permutation, die Zyklen von σ1 in Zyklen
von σ2 überführt.

Satz 6.4. Wenn zwei Elementeσ1, σ2 ∈ S n Zyklenzerlegungen mit den gleichen Zyklenlängen haben,
dann sind sie konjugiert.

Ein Element σ ∈ S n ist also bis auf eine Permutation vollständig durch die Länge der Zyklen
von σ charakterisiert.

6.2 Permutationen und Transpositionen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir Permutationen durch die Zyklenzerlegung charakterisiert.
Es zeigt sich aber, dass sich eine Permutation in noch elementarere Bausteine zerlegen lässt, die
Transpositionen.
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Definition 6.5. Einen Transposition τ ∈ S n ist ein Permutation, die genau zwei Elemente vertauscht.
Die Transposition τi j ist definiert durch

τi j(x) =



i x = j
j x = i
x sonst.

Eine Transposition hat genau einen Zyklus der Länge 2, alle anderen Zyklen haben die Länge 1.

6.2.1 Zyklus und Permutationen aus Transpositionen
Sei σ die zyklische Vertauschung der Elemente 1, . . . , k ∈ [n], also die Permutation, die 1 → 2 →
3→ · · · → k − 2→ k − 1→ k → 1 abbildet. Dieser Zyklus lässt sich wie folgt aus Transpositionen
zusammensetzen:

1 2 3 kk − 1k − 2k − 3

1 2 3 4 k − 2 k − 1 k

τk−1,k

τk−2,k−1

τk−3,k−2

τ34

τ23

τ12

Es ist also
σ = τ12τ23τ34 . . . τk−3,k−2τk−2,k−1τk−1,k.

Satz 6.6. Jede Permutation σ ∈ S n lässt sich als ein Produkt von Transpositionen schreiben. Jeder
Zyklus der Länge k lässt sich aus k−1 Transpositionen zusammensetzen. Eine Permutation mit einer
Zerlegung in Zyklen der Längen l1, . . . , lp kann als Produkt von l1 + · · · + lp − p Transpositionen
geschrieben werden.

6.2.2 Signum einer Permutation
Die Anzahl Transpositionen, die benötigt werden, um eine Permutation zu beschreiben, ist nicht fest.
Wenn σ mit k Transpositionen geschrieben werden kann und γ mit l, dann hat γσγ−1 die gleiche
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Zyklenzerlegung, kann aber mit k + 2l Transpositionen geschrieben werden. Die Anzahl Transposi-
tionen, die zur Darstellung einer Permutation nötig ist, ändert sich aber immer nur um eine gerade
Zahl. Die Anzahl ist also keine Invariante einer Permutation, aber ob die Anzahl gerade ist oder
nicht, ist sehr wohl eine charkterisierende Eigenschaft einer Permutation.

Definition 6.7. Das Vorzeichen oder Signum einer Permutation σ ist die Zahl sgn(σ) = (−1)k, wenn
σ als Produkt von k Transpositionen geschrieben werden kann.

Die inverse Permutation σ−1 hat das gleiche Signum wie σ. Wenn nämlich σ = τ1τ2 . . . τk

geschrieben werden kann, dann ist σ−1 = τk . . . τ2τ1, sowohl σwie σ−1 können also mit der gleichen
Zahl von Transpositionen geschrieben werden, sie haben also auch das gleiche Vorzeichen.

Die Abbildung S n → {±}, die einer Permutation das Signum zuordnet, ist ein Homomorphismus
von Gruppen, d. h.

sgn(σ1σ2) = sgn(σ1) sgn(σ2)

da ganz offensichtlich σ1σ2 mit k1 + k2 Transpositionen geschrieben kann, wenn σi mit ki Transpo-
sitionen geschrieben werden kann.

Das Signum definiert in der symmetrischen Gruppe eine Teilmenge bestehnd aus den Permuta-
tionen mit Signum +1.

Definition 6.8. Die Teilmenge

An = {σ ∈ S n | sgn(σ) = 1} ⊂ S n.

heisst die alternierende Gruppe der Ordnung n Die Elemente von An heissen auch die geraden Per-
mutationen, die Elemente von S n \ An heissen auch die ungeraden Permutationen.

Die alternierende Gruppe An ist tatsächlich eine Untergruppe. Zunächst ist sign(e) = (−1)0 =

1, also ist e ∈ An. Es wurde schon gezeigt, dass mit jedem Element σ ∈ An auch das inverse
Element σ−1 ∈ An ist. Es muss aber noch sichergestellt werden, dass das Produkt von zwei geraden
Transpositionen wieder gerade ist:

σ1, σ2 ∈ An ⇒ sign(σ1) = sign(σ2) = 1
⇒ sign(σ1σ2) = sign(σ1) sign(σ2) = 1 · 1 = 1 ⇒ σ1σ2 ∈ An.

Damit ist gezeigt, dass die alternierende Gruppe An ein Untergruppe von S n ist.

6.3 Permutationsmatrizen

Die Eigenschaft, dass eine Vertauschung das Vorzeichen kehrt, ist eine wohlebekannte Eigenschaft
der Determinanten. In diesem Abschnitt soll daher eine Darstellung von Permutationen als Matrizen
gezeigt werden und die Verbindung zwischen dem Vorzeichen einer Permutation und der Determi-
nanten hergestellt werden.
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6.3.1 Matrizen
Gegeben sei jetzt eine Permutation σ ∈ S n. Aus σ lässt sich eine lineare Abbildung kn → kn

konstruieren, die die Standardbasisvektoren permutiert, also

fσ : kn → kn :



e1 7→ eσ(1)

e2 7→ eσ(2)

...

en 7→ eσ(n)

Die Matrix Pσ der linearen Abbildung fσ hat in Spalte i genau eine 1 in der Zeile σ(i), also

(Pσ)i j = δ jσ(i).

Beispiel. Die zur Permutation (
1 2 3 4 5 6
2 1 3 5 6 4

)

gehörige lineare Abbildung fσ hat die Matrix

Aσ =



0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0



©

Definition 6.9. Eine Permutationsmatrix ist eine Matrix P ∈ Mn(k) derart, die in jeder Zeile und
Spalte genau eine 1 enthalten ist, während alle anderen Matrixelemente 0 sind.

Es ist klar, dass aus einer Permutationsmatrix auch die Permutation der Standardbasisvektoren
abgelesen werden kann. Die Verknüpfung von Permutationen wird zur Matrixmultiplikation von
Permutationsmatrizen, die Zuordnung σ 7→ Pσ ist also ein Homomorphismus S n → Mn(kn), es ist
Pσ1σ2 = Pσ1 Pσ2 .

6.3.2 Transpositionen
Transpositionen sind Permutationen, die genau zwei Elemente von [n] vertauschen. Wir ermitteln
jetzt die Permutationsmatrix der Transposition τ = τi j

Pτi j =



1
. . .

1
0 . . . 1
...

...
1 . . . 0

1
. . .

1
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Die Permutation σ mit dem Zyklus 1→ 2→ · · · → l − 1→ l→ 1 der Länge l kann aus aufein-
anderfolgenden Transpositionen zusammengesetzt werden, die zugehörigen Permutationsmatrizen
sind

Pσ = Pτ12 Pτ23 Pτ34 . . . Pτl−2,l−1 Pτl−1,l

=



0 1 0 0 . . .
1 0 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
0 0 0 1 . . .
...

...
...

...
. . .





1 0 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 0 1 . . .
...

...
...

...
. . .





1 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 0 1 . . .
0 0 1 0 . . .
...

...
...

...
. . .



. . .

=



0 0 1 0 . . .
1 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 0 1 . . .
...

...
...

...
. . .





1 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 0 1 . . .
0 0 1 0 . . .
...

...
...

...
. . .



. . .

=



0 0 0 1 . . .
1 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
...

...
...

...
. . .



...

=



0 0 0 0 . . . 0 1
1 0 0 0 . . . 0 0
0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 1 0



6.3.3 Determinante und Vorzeichen

Die Transpositionen haben Permutationsmatrizen, die aus der Einheitsmatrix entstehen, indem genau
zwei Zeilen vertauscht werden. Die Determinante einer solchen Permutationsmatrix ist

det Pτ = − det E = −1 = sgn(τ).

Nach der Produktregel für die Determinante folgt für eine Darstellung der Permutation σ = τ1 . . . τl

als Produkt von Transpositionen, dass

det Pσ = det Pτ1 . . . det Pτl = (−1)l = sgn(σ).

Das Vorzeichen einer Permutation ist also identisch mit der Determinante der zugehörigen Permuta-
tionsmatrix.
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6.4 Determinante

Übungsaufgaben

6.1. Sind die beiden Permutationen

σ1 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 6 5 7 2 3 4 1

)
und σ2 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 7 5 6 3 4 1 2

)

konjugiert in S 8? Wenn ja, finden Sie eine Permutation γ derart, dass γσ1γ
−1 = σ2

Lösung. Die Zyklenzerlegungen von σ1 und σ2 sind

σ1

1

8

4

7

2

6 3

5

σ2

3

5

4

6

7

1 8

2

Da die beiden Permutationen die gleiche Zyklenzerlegung haben, müssen sie konjugiert sein. Die
Permutation

γ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
6 5 1 4 8 7 2 3

)

bildet die Zyklenzerlegung ab, also ist γσ1γ
−1 = σ2. ©
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Kapitel 7

Matrizengruppen

7.1 Symmetrien

7.2 Lie-Gruppen

7.3 Lie-Algebren

7.4 Homogene Räume
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Kapitel 8

Graphen

Ein Graph ist eine Menge von Knoten, die untereinander mit Kanten verbunden sind. Graphen kön-
nen zum Beispiel verwendet werden um Netzwerke zu beschreiben, aber auch viele andere Daten-
strukturen. Die Knoten können einzelne Objekte beschreiben, die Kanten beschreiben dann Bezie-
hungen zwischen diesen Objekten. Graphen haben zwar nur eine eindimensionale Geometrie, sie
können aber auch als erste Approximation dreidimensionaler Objekte dienen.

Die Bedeutung des Graphenkozeptes wird unterstrichen von der Vielzahl von Fragestellungen,
die über Graphen gestellt, und der zugehöriten Lösungsalgorithmen, die zu ihrer Beantwortung ge-
funden worden sind. Die Komplexitätstheorie hat sogar gezeigt, dass sich jedes diskrete Problem in
ein Graphenproblem umformulieren lässt.

Das Problem, einen Stundenplan zu finden, der sicherstellt, dass alle Studierenden jedes Fach
besuchen können, für die sie sich angemeldet haben, lässt sich zum Beispiel wie folgt als ein Gra-
phenproblem formulieren. Die Fächer betrachten wir als Knoten des Graphen. Für jedes Paar von
Fächern ziehen wir eine Kante des Graphen, wenn sich mindestens ein Studierender für beide Fä-
cher angemeldet hat. Die Kante drückt aus, dass die beiden Fächer nicht zur gleichen Zeit geplant
werden dürfen. Das Problem, einen Stundenplan zu finden, besteht jetzt darin, für jedes Fach ein Zei-
tintervall zu finden, während dem es durchgeführt werden soll. Natürlich steht nur eine beschränkte
Anzahl Zeitintervalle zur Verfügung und benachbarte Knoten dürfen nicht ins gleiche Zeitintervall
geplant werden. Das zugehörige abstrakte Graphenproblem heisst das Färbeproblem: ist es möglich,
mit einer beschränkten Anzahl von Farben die Knoten des Graphen so einzufärben, dass benachbarte
Knoten niemals die gleiche Farbe haben.

In diesem Kapitel soll zunächst gezeigt werden, wie man Graphen mit Hilfe von Matrizen be-
schreiben kann (Abschnitt 8.1). Das Ziel dabei ist natürlich, die Hilfsmittel der Matrixalgebra zur
Lösung von Graphenprobleme hinzuzuziehen. Die spektrale Graphentheorie in Abschnitt 8.2 ver-
wendet die Eigenwerte und Eigenvektoren der zugehörigen Matrix, um Aussagen über den Graphen
zu machen. In Abschnitt 8.3 wird gezeigt, wie spektralen Eigenschaften verwendet werden kön-
nen, um eine Art von Wavelets auf einem Graphen zu definieren. Damit ensteht eine für gewisse
Anwendungen besonders leistungsfähige Basis zur Beschreibung von Funktionen auf dem Graphen.

8.1 Beschreibung von Graphen mit Matrizen
Ein Graph ist eine Menge von Knoten, die untereinander mit Kanten verbunden sind. Graphen kön-
nen zum Beispiel verwendet werden um Netzwerke zu beschreiben, aber auch viele andere Daten-
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strukturen. Die Knoten können einzelne Objekte beschreiben, die Kanten beschreiben dann Bezie-
hungen zwischen diesen Objekten.

8.1.1 Definition von Graphen
In der Einleitung zu diesem Abschnitt wurde bereits eine informelle Beschreibung des Konzeptes
eines Graphen gegeben. Um zu einer Beschreibung mit Hilfe von Matrizen zu kommen, wird ei-
ne exakte Definition benötigt. Dabei werden sich einige Feinheiten zeigen, die für Anwendungen
wichtig sind und sich in Unterschieden in der Definition der zugehörigen Matrix äussern.

Ungerichtete Graphen

Die Grundlage für alle Arten von Graphen ist eine Menge V von Knoten, auch Vertices genannt. Die
Unterschiede zeigen sich in der Art und Weise, wie die Knoten mit sogenannten Kanten verbunden
werden. Bei einen ungerichteten Graphen sind die beiden Endpunkte einer Kante gleichwertig, es
gibt keine bevorzugte Reihenfolge oder Richtung der Kante. Eine Kante wird daher vollständig
spezifiziert, wenn wir die Menge der Endpunkte kennen. Dies führt auf die folgende Definition
eines ungerichteten Graphen.

Definition 8.1. Ein ungerichteter Graph ist eine endliche Menge V von Knoten und eine Menge E
von zweielementigen Teilmengen

E ⊂ { {a, b} ⊂ V | a , b}.
Die Elemente von E heissen Kanten (edges).

Man beachte, dass es keine Kante gibt, die einen Knoten a ∈ V mit sich selbst verbindet, da die
zugehörige Menge {a, a} = {a} nicht aus zwei verschiedenen Elementen besteht, wie die Definiti-
on 8.1 dies verlangt.

Ein elektrisches Netzwerk von ohmschen Widerständen kann mit Hilfe eines ungerichteten Gra-
phen beschrieben werden. Ohmsche Widerstände hängen nicht von der Richtung des Stromflusses
durch die Widerstände ab. Will man Spannungen und Ströme in einem solchen Netzwerk berech-
nen, ist auch das Fehlen von Schleifen, die von a zu a führen, kein Verlust. Die Endpunkte solcher
Widerstände wären immer auf dem gleichen Potential. Folglich würde kein Strom fliessen und sie
hätten keinen Einfluss auf das Verhalten des Netzwerkes. Sie können einfach weggelassen werden.

Gerichtete Graphen

In vielen Anwendungen sind die Endpunkte einer Kante nicht austauschbar. In einem Strassennetz
sind Einbahnstrassen nicht in beiden Richtungen befahrbar. Anfangs- und Endpunkt einer Kante
müssen in einem solche Graphen unterschieden werden. Eine zweielementige Menge ist daher nicht
mehr eine geeignete Abstraktion für die Kante, ein (geordnetes) Paar von Vertizes passt besser.

Definition 8.2. Ein gerichteter Graph ist eine endliche Menge V von Knoten und eine Menge E ⊂
V × V von gerichteten Kanten. Ausserdem gibt es zwei Abbildungen

a : E → V : (p, q) 7→ a((p, q)) = p

e : E → V : (p, q) 7→ e((p, q)) = q.

Der Knoten a(k) heisst der Anfangspunkt der Kante k ∈ E, e(k) heisst der Endpunkt.
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1

2

3

4

5

G

1

2

3

4

5

6

7

B(G) =



1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1



A(G) =



0 1 1 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0


, D(G) =



3 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 2



Abbildung 8.1: Adjazenz-, Inzidenz- und Gradmatrix eines ungerichteten Graphen mit 5 Knoten und
7 Kanten.

In einem gerichteten Graphen gehört also zu jeder Kante auch eine Richtung und die Unterschei-
dung von Anfangs- und Endpunkt einer Kante ist sinnvoll geworden. Ausderdem ist eine Kante (a, a)
wohldefiniert, also eine Kante, die vom Knoten a wieder zu a zurückführt.

Man kann einen ungerichteten Graphen in einen gerichteten Graphen verwandeln, indem wir jede
Kante {a, b} durch zwei Kanten (a, b) und (b, a) ersetzen. Aus dem ungerichteten Graphen (V, E) mit
Knotenmenge V und Kantenmenge E wird so der gerichtete Graph (V, E′) mit der Kantenmenge

E′ = {(a, e) | {a, e} ∈ E}.
Eine umgekehrte Zuordnung eines gerichteten zu einem ungerichteten Graphen ist nicht möglich, da
eine “Schleife” (a, a) nicht in eine Kante des ungerichteten Graphen abgebildet werden kann.

In einem gerichteten Graphen kann man sinnvoll von gerichteten Pfaden sprechen. Ein Pfad γ
in einem gerichteten Graphen (V, E) ist eine Folge k1, . . . , kr ∈ E von Kanten derart, dass e(ki) =

a(ki+1) für i = 1, . . . , r − 1. Dies bedeutet, dass der Endpunkt jeder Kante mit dem Anfangspunkt der
nachfolgenden Kante übereinstimmt. Die Länge des Pfades γ = (k1, . . . , kr) ist |γ| = r.

Adjazenzmatrix

Eine naheliegende Beschreibung eines Graphen mit Hilfe einer Matrix kann man wie folgt erhal-
ten. Zunächst werden die Knoten aus der Menge V durch die Zahlen 1, . . . , n mit n = |V | ersetzt.
Diese Zahlen werden dann als Zeilen- uns Spaltenindizes interpretiert. Die zum Graphen gehörige
sogenannte Adjazenzmatrix A(G) enthält die Einträge

ai j =


1 { j, i} ∈ E
0 sonst.

(8.1)

Die Matrix hat also genau dann einen von Null verschiedenen Eintrag in Zeile i und Spalte j, wenn
die beiden Knoten i und j im Graphen verbunden sind. Die Adjazenzmatrix eines ungerichteten
Graphen ist immer symmetrisch. Ein Beispiel ist in Abbildung 8.1 dargestellt.

Die Adjazenzmatrix kann auch für einen gerichteten Graphen definiert werden wie dies in in
Abbildung 8.1 illustriert ist. Ihre Einträge sind in diesem Fall definiert mit Hilfe der gerichteten
Kanten als

A(G)i j = ai j =


1 ( j, i) ∈ E
0 sonst.

(8.2)

137



Graphen Beschreibung mit Matrizen

1

2

3

4
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G

1

2

3

4

5

6

7

B(G) =



−1 0 0 0 1 −1 0
1 −1 0 0 0 0 −1
0 1 −1 0 0 1 0
0 0 1 −1 0 0 1
0 0 0 1 −1 0 0



A(G) =



0 1 1 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0


, D(G) =



3 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 1



Abbildung 8.2: Adjazenz-, Inzidenz- und Gradmatrix eines gerichteten Graphen mit 5 Knoten und 7
Kanten.

Die Matrix A(G) hat also genau dann einen nicht verschwindenden Matrixeintrag in Zeile i und
Spalte j, wenn es eine Verbindung von Knoten j zu Knoten i gibt.

Adjazenzmatrix und die Anzahl der Pfade

Die Beschreibung des Graphen mit der Adjazenzmatrix A = A(G) nach (8.2) ermöglicht bereits, eine
interessante Aufgabe zu lösen.

Satz 8.3. Der gerichtete Graph G = ([n], E) werde beschrieben durch die Adjazenzmatrix A = A(G).
Dann gibt das Element in Zeile j und Spalte i von An die Anzahl der Wege der Länge n an, die von
Knoten i zu Knoten j führen. Insbesondere kann man die Definition (8.2) formulieren als: In Zeile j
und Spalte i der Matrix steht die Anzahl der Pfade der Länge 1, die i mit j verbinden.

Beweis. Es ist klar, dass A1 die genannte Eigenschaft hat. Wir beweisen, dass An Pfade der Länge n
zählt, mit Hilfe von vollständiger Induktion. Zur Unterscheidung schreiben wir A(n) für die Matrix,
die in Zeile j und Spalte i die Anzahl der Pfade der Länge n von i nach j enhält. Die zugehörigen
Matrixelemente schreiben wir an

ji bzw. a(n)
ji . Wir haben also zu zeigen, dass An = A(n).

Wir nehmen daher an, dass bereits bewiesen ist, dass das Element in Zeile j und Spalte i von An−1

die Anzahl der Pfade der Länge n− 1 zählt, dass also An−1 = A(n−1). Dies ist die Induktionsannahme.
Wir bilden jetzt alle Pfade der Länge n von i nach k. Ein Pfad der Länge besteht aus einem Pfad

der Länge n − 1, der von i zu einem beliebigen Knoten j führt, gefolgt von einer einzelnen Kante,
die von j nach k führt. Ob es eine solche Kante gibt, zeigt das Matrixelement ak j an. Das Element in
Zeile j und Spalte i der Matrix A(n−1) gibt die Anzahl der Wege von i nach j an. Es gibt also ak j ·a(n−1)

ji
Wege der Länge n, die von i nach k führen, aber als zweitletzten Knoten über den Knoten j führen.
Die Gesamtzahl der Wege der Länge n von i nach k ist daher

a(n)
ki =

n∑

j=1

ak ja
(n−1)
ji .

In Matrixschreibweise bedeutet dies

A(n) = A · A(n−1) = A · An−1 = An.

Beim zweiten Gleichheitszeichen haben wir die Induktionsannahme verwendet. �
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Abbildung 8.3: Peterson-Graph mit zehn Knoten.

Der Satz 8.3 ermöglicht auch, einen Algorithmus für den sogenannten Durchmesser eines Gra-
phen zu formulieren.

Definition 8.4. Der Durchmesser eines Graphen ist die kürzeste Länge d derart, dass es zwischen
zwei beliebigen Knoten einen Pfad der Länge ≤ d gibt.

Der Durchmesser d eines Graphen ist der kleinste Exponent derart, dass Ad keine ausserdiago-
nalen Einträge 0 hat. Die Diagonalelemente von An zählen die Anzahl der geschlossenen Pfade der
Länge n, die durch einen Knoten führen. Diese können für den Durchmesser ignoriert werden. Man
kann also Potenzen An berechnen bis keine Einträge 0 mehr vorhanden sind.

Beispiel. Der Peterson-Graph hat die Adjazenzmatrix

G =



0 0 1 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 1 0



Durch Nachrechnen kann man bestätigen, dass G3 keine Ausserdiagonalelemente 0 enthält:

G3 =



0 2 5 5 2 5 2 2 2 2
2 0 2 5 5 2 5 2 2 2
5 2 0 2 5 2 2 5 2 2
5 5 2 0 2 2 2 2 5 2
2 5 5 2 0 2 2 2 2 5
5 2 2 2 2 0 5 2 2 5
2 5 2 2 2 5 0 5 2 2
2 2 5 2 2 2 5 0 5 2
2 2 2 5 2 2 2 5 0 5
2 2 2 2 5 5 2 2 5 0
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Daraus kann man jetzt ablesen, dass der Durchmesser des Petersongraphen d = 5 ist. Man kann aber
auch mehr ablesen:

• Es gibt keine geschlossenen Pfade der Länge ≤ 3.

• Zwischen benachbarten Knoten gibt es jeweils 5 Pfade der Länge 3, zwischen nicht benach-
barten Knoten gibt es genau 2 Pfade der Länge 3. ©

Das Beispiel illustriert, wie sich Zählaufgaben von Pfaden leicht mit dem Matrizenprodukt erle-
digen lassen. Trotzdem ist der Algorithmus nicht unbedingt effizient, da der Aufwand zur Berech-
nung des Matrizenproduktes relativ gross sein kann. Für den Peterson-Graphen können die gefunde-
nen Aussagen über die Anzahl von Pfaden durch Ausnützung der Symmetrien des Graphen leichter
direkt gefunden werden.

Beschriftete Graphen

Bei der Beschreibung eines elektrischen Netzwerkes mit Hilfe eines ungerichteten Graphen muss
jeder Kante zusätzlich ein Widerstandswert zugeordnet werden. Dies ist, was eine Beschriftung einer
Kante bewerkstelligt.

Definition 8.5. Eine Beschriftung mit Elementen der Menge L eines gerichteten oder ungerichteten
Graphen G = (V, E) ist eine Abbildung l : E → L.

8.1.2 Inzidenzmatrix
Die Adjazenzmatrix kann zusätzliche Information, die möglicherweise mit den Kanten verbunden
ist, nicht mehr darstellen. Dies tritt zum Beispiel in der Informatik bei der Beschreibung endlicher
Automaten auf, wo zu jeder gerichteten Kante auch noch Buchstaben gehören, für die der Übergang
entlang dieser Kante möglich ist.

Die Inzidenzmatrix löst dieses Problem. Dazu werden zunächst die Kanten numeriert 1, . . . ,m
numeriert. Die Matrixeinträge

ai j =


1 Knoten i ist ein Endpunkt von Kante j
0 sonst

stellen die Beziehung zwischen Kanten und Knoten her.

Beschriftete Graphen

Die Inzidenzmatrix kann auch einen erweiterten Graphenbegriff abbilden, in dem zwischen zwei
Kanten mehrere Verbindungen möglich sind. Graphen mit beschrifteten Kanten gehören dazu.

Definition 8.6. Ein gerichteter Graph mit beschrifteten Kanten ist eine Menge V von Knoten und
eine Menge von beschrifteten Kanten der Form

E{(a, b, l) ∈ V2 × L | Eine Kante mit Beschriftung l führt von a nach b}.
Die Menge L enthält die möglichen Beschriftungen der Kanten.

Für einen gerichteten Graphen wird in der Inzidenzmatrix für den Anfangspunkt einer Kante −1
eingetragen und für den Endpunkt +1.
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Inzidenzmatrix und Adjazenzmatrix

Sei B(G) die Inzidenzmatrix eines Graphen G. Die Spalten von B(G) sind mit den Kanten des Gra-
phen indiziert. Die Matrix B(G)B(G)t ist eine quadratische Matrix, deren Zeilen und Spalten mit den
Knoten des Graphen indiziert sind. In dieser Matrix geht die Informatione über die individuellen
Kanten wieder verloren. Sie hat für i , j die Einträge

(B(G)B(G)t)i j =
∑

k Kante

bikb jk

= Anzahl der Kanten, die i mit j verbinden
= ai j

Die Adjazenzmatrix eines Graphen lässt sich also aus der Inzidenzmatrix berechnen.

Gradmatrix

Die Diagonale von B(G)B(G)t enthält die Werte

(B(G)B(G)t)ii =
∑

k Kante

b2
ik = Anzahl Kanten, die im Knoten i enden

Der Grad eines Knoten eines Graphen ist die Anzahl der Kanten, die in diesem Knoten enden. Die
Diagonalmatrix die aus den Graden der Knoten besteht, heisst die Gradmatrix D(G) des Graphen.
Es gilt daher B(G)B(G)t = A(G) + D(G).

Gerichtete Graphen

Für einen gerichteten Graphen ändert sich an der Diagonalen der Matrix B(G)B(G)t nichts. Da es in
einem gerichteten Graphen nur eine einzige Kante k gibt, die zwei Knoten i und j verbinden kann,
muss das zugehörige Ausserdiagonalelement

ai j = bikb jk = −1

sein. Für einen gerichteten Graphen sind daher alle Ausserdiagonalelemente negativ und es gilt
B(G)B(G)t = D(G) − A(G).

Anwendung: Netlist

Eine natürliche Anwendung eines gerichteten und beschrifteten Graphen ist eine eletronische Schal-
tung. Die Knoten des Graphen sind untereinander verbundene Leiter, sie werden auch nets genannt.
Die beschrifteten Kanten sind die elektronischen Bauteile, die solche Nets miteinander verbinden.
Die Inzidenzmatrix beschreibt, welche Anschlüsse eines Bauteils mit welchen Nets verbunden wer-
den müssen. Die Informationen in der Inzidenzmatrix werden also in einer Applikation zum Schal-
tungsentwurf in ganz natürlicher Weise erhoben.

8.1.3 Die Adjazenzmatrix und Laplace-Matrix
Die Beschreibung mit der Matrix (8.2) “vergisst” den “Namen” der Kante, die eine Verbindung
zwischen zwei Knoten herstellt. Damit ist sie keine geeignete Grundlage, um beschriftete Graphen
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einer Matrixbeschreibung zuzuführen. Eine solche muss eine Matrix verwenden, die nicht nur das
Vorhandensein einer Verbindung wiedergibt, sondern ausdrückt, welche Kante welche beiden Kno-
ten miteinander verbindet. Dies führt zur sogenannten Adjazenzmatrix.

Definition 8.7. Ist G = (V, E) ein gerichteter Graph mit n = |G| Vertizes und m = |E| Kanten,
dann ist die zugehörige Adjazenzmatrix A = A(G) eine n × m-Matrix. In der Spalte k wird der
Anfangspunkt der Kante k mit −1, der Endpunkt mit +1 angezeigt, die übrigen Einträge sind 0. A
hat also die Matrixelemente

aik =



−1 i = a(k)
+1 i = e(k)

0 sonst
(8.3)

Der wesentliche Unterschied dieser Definition von der Matrix G liegt in der Bedeutung der Ein-
träge. Für G drückt ein nicht verschwindendes Matrixelement das Vorhandensein einer Kante aus, in
A ist es die Tatsache, dass in diesem Knoten eine Kante beginnt oder endet.

Es ist natürlich möglich, aus der Adjazenzmatrix auch die Link-Matrix zu rekonstruieren. Dazu
muss für jedes Paar ( j, i) von Knoten festgestellt werden, ob die Adjazenzmatrix eine entsprechende
Verbindung enthält, also ob der Vektor

k ji = ei − e j

als Spaltenvektor vorkommt, wobei die ei die n-dimensionalen Standardbasisvektoren sind.

8.2 Spektrale Graphentheorie

8.3 Wavelets auf Graphen
Graphen werden oft verwendet um geometrische Objekte zu approximieren. Funktionen auf einem
Graphen können dann Approximationen von physikalischen Grössen wie zum Beispiel der Tempe-
ratur auf dem geometrischen Objekt interpretiert werden. Verschiedene Basen für die Beschreibung
solcher Funktionen sind im Laufe der Zeit verwendet worden, doch Wavelets auf einem Graphen
sind eine neuere Idee, mit der man aus der Laplace-Matrix Basen gewinnen kann, die die Idee von
langsam sich ausbreitenden Störungen besonders gut wiederzugeben in der Lage sind.

In diesem Abschnitt werden erst Funktionen auf einem Graphen genauer definiert. In Abschnitt 8.3.2
wird die Eigenbasis mit dem Laplace-Operator konstruiert und mit der Standarbasis verglichen.
Schliesslich werden in Abschnitt 8.3.3 verschiedene Wavelet-Basen konstruiert.

8.3.1 Funktionen auf einem Graphen und die Laplace-Matrix
Sei G ein Graph mit der Knotenmenge V . Eine Funktion f auf einem Graphen ist eine Funktion
f : V → R. Funktionen auf G sind also Vektoren, die mit den Knoten V indiziert sind.

Es gibt auch ein Skalarprodukt für Funktionen auf dem Graphen. Sind f und g zwei Funktionen
auf G, dann ist das Skalarprodukt definiert durch

〈 f , g〉 =
1
|V |

∑

v∈V
f (v)g(v)

Dies ist das bekannte Skalarprodukt der Vektoren mit Komponenten f (v).
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Abbildung 8.4: Beispiel Graph zur Illustration der verschiedenen Basen auf einem Graphen.

Beispiel. Wir illustrieren die im folgenden entwickelte Theorie an dem Beispielgraphen von Abbil-
dung 8.4. Besonders interessant sind die folgenden Funktionen:

sm(k) = sin
2πmk

n

cm(k) = cos
2πmk

n


⇒ em(k) = e2πimk/n = cm(k) + ism(k).

Das Skalarprodukt dieser Funktionen ist

〈em, em′〉 =
1
n

n∑

k=1

e2πikm/ne2πikm′/n =
1
n

n∑

k=1

e
2πi
n (m′−m)k = δmm′

Die Funktionen bilden daher eine Orthonormalbasis des Raums der Funktionen auf G. Wegen em =

e−m folgt, dass für gerade n die Funktionen

c0, c1, s1, c2, s2, . . . c n
2−1, c n

2−1, c n
2

eine orthonormierte Basis. ©
Die Laplace-Matrix kann mit der folgenden Definition zu einer linearen Abbildung auf Funktio-

nen auf dem Graphen gemacht werden. Sei f : V → R und L die Laplace-Matrix mit Matrixelemen-
ten lvv′ wobei v, v′ ∈ V ist. Dann definieren wir die Funktion L f durch

(L f )(v) =
∑

v′∈V
lvv′ f (v′).

8.3.2 Standardbasis und Eigenbasis
Die einfachste Basis, aus der siche Funktionen auf dem Graphen linear kombinieren lassen, ist die
Standardbasis. Sie hat für jeden Knoten v des Graphen eine Basisfunktion mit den Werten

ev : V → R : v′ 7→


1 v = v′

0 sonst.
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8.3.3 Wavelet-Basen
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Kapitel 9

Wahrscheinlichkeitsmatrizen

Matrizen beschreiben lineare Abbildungen, also einen Prozess, der jedem Vektor einen neuen Vektor
zuordnet. Es ist daher nicht abwegig zu erwarten, dass sich die Zeitentwicklung eines vom Zufall
beeinflussten Systems, welches sich in mehreren verschiedenen Zuständen befinden kann, ebenfalls
mit Hilfe von Matrizen beschreiben lässt. Eine solche Beschreiben ermöglicht leicht Verteilungen,
Erwartungswerte und stationäre Zustände zu ermitteln.

Im Abschnitt 9.1 wird an Hand der Google Matrix bezeigt, wie ein anschauliches Beispiel in na-
türlicher Weise auf eine Matrix führt. Abschnitt 9.2 stellt dann die abstrakte mathematische Theorie
der Markov-Ketten dar und behandelt einige wichtige Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmatri-
zen. Es stellt sich heraus, dass thermodynamische Quantensysteme sehr gut mit solchen Matrizen
beschrieben werden können, zum Beispiel kann man einfache Formen von Laser auf diese Art behan-
deln. Aus einem solchen System hat Parrondo ein System abgeleitet, welches ziemlich unerwartetes
Verhalten an den Tag gelegt hat, welches mit Hilfe von Matrizen leicht zu analysieren ist. Dies wird
in Abschnitt 9.4 dargestellt.

9.1 Google-Matrix

Das Internet besteht aus einer grossen Zahl von Websites, etwa 400 Millionen aktiven Websites, jede
besteht aus vielen einzelnen Seiten. Es ist daher angemessen von N ≈ 109 verschiedenen Seiten aus-
zugehen. Eine natürliche Sprache umfasst dagegen nur einige 100000 bis Millionen von Wörtern.
Ein durchschnittlicher Sprecher englischer Muttersprache verwendet nur etwa 50000 Wörter. Die
Zahl der Wörter, die auf den N Seiten vorkommen können, ist also viel kleiner als die Zahl der zur
Verfügung stehenden Wörter. Ein einzelnes Wort wird daher notwendigerweise auf einer grossen
Zahl von Seiten vorkommen. Eine Suche nach einem bestimmten Wort wird also in der überwie-
genden Zahl der Fälle derart viele Treffer zurückgeben, dass das Suchresultat nur dann nützlich sein
kann, wenn eine zusätzliche Informationsquelle ermöglicht, die Treffer in eine sinnvolle Ordnung zu
bringem.

Genau dieses Problem stellte sich den vielen traditionellen Suchmaschienen in der ersten grossen
Boomphase des Internets. Traditionelle Informatione-Retrieval-Systeme operieren auf einem relativ
kleinen Dokumentbestand und gehen davon aus, dass bereits wenige, spezifische Wörter nur in ei-
nem kleinen Teil des Dokumentbestandes vorkommen und damit eine übersichtliche Treffermenge
ergeben. Die Einengung der Treffermenge dank der Suche nach spezifischer Menge bedeutet aber
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Abbildung 9.1: Modell-Internet als Beispiel für die Link-Matrix und die Google-Matrix.

auch, dass nach Synonymen oder alternative Formen eines Wortes separat gesucht werden muss, was
die Übersichtlichkeit wieder zerstört.

9.1.1 Ein Modell für Webseitenbesucher
Das kombinierte Vorkommen von Wörtern oder Begriffen alleine kann also nicht ausreichen, um
die Seiten zum Beispiel einem Fachgebiet zuzuordnen. Dazu muss eine externe Informationsquelle
angezapft werden. Bei traditionellen Dokumenten liefert der Kontext, in dem ein Dokument erfasst
wurde, solche ergänzenden Informationen. Eine Publikation in einem Fachjournal ordnet einen Text
einem Fachgebiet zu. Im World-Wide-Web liefert die Link-Struktur diesen Kontext. Dokumente zu
ähnlichen Themen werden bevorzugt untereinander verlinkt sein.

Gesucht ist jetzt also ein Modell, welches objektiv die Linkstruktur bewertet und daraus eine
Rangordnung der passenden Wörter ableitet. Die Linkstruktur kann natürlich als gerichteter Graph
betrachtet und mit Hilfe der Matrix (8.2) beschrieben werden. Dies trägt jedoch der Anzahl der
Wahlmöglichkeiten nicht Rechnung. Eine Website mit nur einem Link auf die Seite j hat mehr Ge-
wicht als eine Seite mit vielen Links, unter denen der Link auf die Seite j einer von vielen ist. Im
Beispiel-Inter der Abbildung 9.1 signalisiert die Seite t mit nur einem Link auf die Seite 8 viel deutli-
cher, dass 8 eine wichtige Seite ist, also die die Seite 5 tut, die auch noch zwei andere Links enthält.
Wir können diesen Unterschied berücksichtigen, indem wir zu einem Wahrscheinlichkeitsmodell
übergehen, was wir im folgenden Abschnitt tun werden.

9.1.2 Wahrscheinlichkeitsinterpretation
Ein Internetbesucher kann eine grosse Zahl von Seiten besuchen. In diesem Abschnitt soll ein Modell
entwickelt werden, welches die Wahrscheinlichkeit zu ermitteln gestattet, dass der Besucher auf
einer bestimmten Seite landet.

Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

Wir bezeichnen mit S i das Ereignis, dass sich der Besucher auf der Seite mit der Nummer i befindet,
wobei i = 1, . . . ,N. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(S i). Ohne weitere Information müssten
wir davon ausgehen, dass jede Seite etwa gleich wahrscheinlich ist, dass also P(S i) = 1/N.

Wir wissen jedoch mehr. Wir wissen, dass der Besucher die verschiedenen Seiten zu einem
guten Teil dadurch findet, dass er Links folgt. Die Wahrscheinlichkeit P(S i) verändert sich also,
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wenn die Zahl der Links ansteigt, die auf die Seite i verweisen. Zur Beschreibung dieses Phänomens
brauchen wir die zusätzliche Ereignisse S ′i , die mit Wahrscheinlichkeit P(S ′i ) eintreten, wenn sich
der Besucher nach Navigation entlang eines Links auf der Seite i befindet.

Wir nehmen jetzt zusätzlich an, dass eine grosse Zahl von Besuchern über lange Zeit ungefähr
nach den gleichen Dingen suchen und sich daher auf die gleiche Weise auf den verschiedenen Seiten
verteilen und dass insbesondere die Verteilung stationär ist, dass also P(S i) = P(S ′i ) gilt. Such-
maschinen wie Google gehen davon aus, dass alle Besucher ungefähr die gleichen Suchprioritäten
haben, so dass es sich lohnt, die Suchresultate nach der Wahrscheinlichkeit P(S i) zu ordnen und dem
Suchenden die wahrscheinlichsten Dokumente als erste zu zeigen.

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Um einen Zusammenhang zwischen P(S i) und P(S ′j) herzustellen, muss die Navigation entlang
der Links modelliert werden. Die naheliegende Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit P(S ′j|S i) dass der Besucher auf der Seite j landet, nachdem er auf der Seite i
die Linknavigation verwendet hat. Wenn es keinen Link zwischen den Seiten i und j gibt, dann ist
diese Navigation natürlich nicht möglich und es folgt P(S ′j|S i) = 0. Falls es einen Link gibt, ist
P(S ′j|S i) ≥ 0.

A priori wissen wir nicht, wie wahrscheinlich es ist, dass der Besucher dem Link auf die Seite j
folgt, normalerweise werden nicht alle Links mit gleicher Wahrscheinlichkeit verwendet. Wir neh-
men daher zusätzlich an, dass alle Links gleich wahrscheinlich sind. Die Seite i enthält ni Links, also
ist die Wahrscheinlichkeit, auf einer von i aus verlinkten Seite j zu landen P(S ′j|S i) = 1/ni.

Totale Wahrscheinlichkeit

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ermöglicht, einen Zusammenhang zwischen P(S ′j) und
P(S i) herzustellen. Es gilt

P(S ′j) = P(S ′ j|S 1)P(S 1) + P(S ′ j|S 2)P(S 2) + · · · + P(S ′ j|S N)P(S N). (9.1)

Dies kann in Matrix- und Vektorform übersichtlicher geschrieben werden. Dazu fassen wir die Wahr-
scheinlichkeiten p′j = P(S ′j) und pi = P(S i) also Vektoren

p =



P(S 1)
P(S 2)
...

P(S N)


und p′ =



P(S ′1)
P(S ′2)
...

P(S ′N)



zusammen. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten h ji = P(S ′j|S i) sind mit zwei Indizes beschrieben,
sie bilden daher in natürlicher Weise eine Matrix

H =



P(S ′1|S 1) P(S ′1|S 2) . . . P(S ′1|S N)
P(S ′2|S 1) P(S ′2|S 2) . . . P(S ′2|S N)

...
...

. . .
...

P(S ′N |S 1) P(S ′N |S 2) . . . P(S ′N |S N)


.

Die Formel (9.1) wird dann zur Formel für das Produkt Matrix mal Vektor:

(Hp) j =

N∑

i=1

h ji pi =

N∑

i=1

P(S ′j|S i)P(S i) = p′j ⇒ Hp = p′.

147



Wahrscheinlichkeitsmatrizen Google-Matrix

Die Matrix H modelliert also die Wahrscheinlichkeit der Navigation entlang eines Links.

Beispiel. Für das Beispiel-Internet von Abbildung 9.1 ist die zugehörige Matrix

H =



0 0 0 0 0 0 1
2 0

1
2 0 1

2
1
3 0 0 0 0

1
2 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1

2
1
3 0 0 0 0

0 0 0 1
3

1
3 0 0 1

2
0 0 0 0 1

3 0 0 1
2

0 0 0 0 1
3 1 1

2 0



. (9.2)

©

9.1.3 “Freier Wille”
Das Modell in Abschnitt (9.1.2) beschriebene Modell geht unter anderem davon aus, dass der Be-
nutzer ausschliesslich die Navigation entlang der Links verwendet. Natürlich gibt es viele weitere
Wege, auf denen ein Besucher auf einer bestimmten Seite landen kann. Er kann zum Beispiel einen
Link auf eine Seite per Email zugesandt erhalten haben. Ein solcher Link ist nicht enthalten in einer
öffentlich zugänglichen Seite des Internets und wird daher auch von der Matrix H nicht erfasst. Eine
weitere wichtige Quelle von Links sind dynamisch erzeugte Links wie zum Beispiel die Suchre-
sultate einer Suchmaschine. Hier entsteht die Möglichkeit, dass die erfolgreiche Suchmaschine, die
ihre Suchresultate unter Zuhilfenahme der Matrix H sortiert, ihr eigenes Modell, auf dem ihr Erfolg
basiert, torpediert.

Erweiterung der Link-Matrix

Wir bezeichnen das Ereignis, dass der Benutzer nicht die Link-Navigation verwendet mit F für
“freier Wille”, obwohl es so etwas natürlich nicht gibt. Die Wahrscheinlichkeit, auf der Seite S ′j zu
landen, setzt sich jetzt aus den zwei Fällen F und F zusammen, für die erneut der Satz von der
totalen Wahrscheinlichkeit den Zusammenhang

P(S ′j) = P(S ′j|F)P(F) + P(S ′j|F)P(F)

Die Wahrscheinlichkeit α = P(F), mit der der Benutzer den “freiene Willen” bemüht, kann experi-
mentell durch Studien ermittelt werden, die das Benutzerverhalten beobachten.

Die Wahrscheinlichkeit P(S ′j|F) entsteht dadurch, dass der Benutzer der Linknavigation folgt,
sie entspricht also der früher berechnenten Wahrscheinlichkeit

P(S ′j|F) =

N∑

i=1

P(S ′j|S i)P(S i).

oder in Vektorform
(P(S ′j|F)) j=1,...,n = Hp.

Über die spontane Besuchswahrscheinlichkeit P(S ′j|F) wissen wir nichts. Eine erste Annahme
könnte sein, dass jede Seite gleich wahrscheinlich ist, dass also P(S ′j|F) = 1/N. Alternativ könnte
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man auch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung q j = P(S ′j|F) experimentell zu ermitteln versuchen.
Unter der Annahme, dass alle Seitenbesuche im Falle F auf Grund eines Sucheresultats einer Such-
maschine erfolgen, könnte die Suchmaschine den Vektor q aus ihrer eigenen Suchstatistik ermitteln.

Das erweiterte Modell kann also durch

P(S ′j) =

N∑

i=1

αP(S ′j|S i)P(S i) + (1 − α)q j ⇒ p′ = αHp + (1 − α)q (9.3)

beschrieben werden.

Die Google-Matrix

Die Formel (9.1.3) erlaubt, die Wahrscheinlichkeit p′ aus p und q zu berechnen. Für die Ermittlung
der der stationären Verteilung war jedoch die Form p = Hp besonders nützlich, weil sie das Problem
in ein Eigenwertproblem mit einem bekanntem Eigenwert verwandelt. Wir streben daher an, die
Formel (9.1.3) ebenfalls in die Form p = Gp mit einer neuen Matrix G zu bringen.

Die Matrixform von zeigt, dass sich die gesuchte Matrix G zusammensetzt aus dem Summanden
αH und einem weiteren Summanden A mit der Eigenschaft, dass Ap = q für jeden beliebigen
Wahrscheinlichkeitsvektor p. Da sich die Wahrscheinlichkeiten im Vektor p zu 1 summieren, gilt

(
1 1 . . . 1

)
︸             ︷︷             ︸

= U t



P(S 1)
P(S 2)
...

P(S N)


= P(S 1) + P(S 2) + · · · + P(S N) = 1.

Man erhält also die Wirkung der gewünschte Matrix A, indem man p erst mit dem Zeilenvektor U t

und das Resultat mit q multipliziert. Es gilt daher

Ap = qU t p ⇒ A = qU t.

Ausmultipliziert ist dies die Matrix

A =



q1 q1 . . . q1
q2 q2 . . . q2
...

...
. . .

...
qN qN . . . qN


.

Im Fall q = 1
N U kann dies zu

A =
1
N

UU t =
1
N



1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1



vereinfacht werden.

Definition 9.1 (Google-Matrix). Die Matrix

G = αH +
1 − α

N
UU t oder G = αH + (1 − α)qU t (9.4)

heisst die Google-Matrix.
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Die Google-Matrix wurde von Sergei Brin und Larry Page in dem Artikel [BRIN1998107] als
Basis der Suchmaschine Google beschrieben. Sie war die Basis für den Erfolg von Google und wird
dem Prinzip nach auch heute noch zur Rangierung der Suchresultate verwendet. Dazu muss natürlich
die Gleichung p = Gp gelöst werden, was weiter unten in Abschnitt 9.1.4 diskutiert wird.

Natürlich ist die heutzutage verwendete Matrix mit Sicherheit komplizierter. In der vorgestellten
Form unterstützt sie zum Beispiel auch das folgende Geschäftsmodell, welches in der Anfangszeit
von Google eine Zeitlang erfolgreich war. Ein Anbieter betreibt zu diesem Zweck eine grosse Zahl
von Websites, deren Seiten im Wesentlichen aus Suchbegriffen und Links untereinander und auf die
Website des Kunden verweisen. Dadurch entsteht für die Google-Matrix der “Eindruck”, dass sehr
viele Websites gibt, die die Kundenwebsite als relevant für die Suchbegriffe ansehen. Die Kunden-
website wird daher in den Suchresultaten weiter oben gezeigt. Das Problem rührt natürlich daher,
dass alle Links als gleichermassen aussagekräftig betrachtet werden.

Die aktuell verwendete Variante der Google-Matrix ist natürlich ein Betriebsgeheimnis der Firma
Google.

9.1.4 Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die Google-Matrix G selbst interessiert weniger als die Wahrscheinlichkeitsverteilung p. Ziel dieses
Abschnittes, ist den Vektor p zu berechnen.

Stationäre Verteilung

Die Einträge P(S i) des Vektors p geben die Wahrscheinlichkeit an, mit der sich ein Benutzer auf der
Seite i befindet. Wir interpretieren diese Wahrscheinlichkeit auch als ein Mass für die Relevanz einer
Seite.

Wir nehmen an, dass sich diese Wahscheinlichkeit nur langsam ändert. Diese Annahme trifft
nicht zu für neue Nachrichten, die durchaus eine hohe Relevanz haben, für es aber noch nicht viele
Links geben kann, die die Relevanz in der Google-Matrix erkennbar machen. Die Annahme bedeutet,
dass sich die Verteilung p sehr viel langsamer ändert als der Navigationsprozess entlang der Links
erfolgt. In erster Näherung ist es daher zulässig, nach einem Vektor p zu suchen, der sich unter
Navigation nicht ändert, also nach einer stationären Lösung.

Für eine stationäre Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt p′ = p. Der Vektor p erfüllt daher die
Gleichung

Gp = p. (9.5)

p ist also ein Eigenvektor der Matrix G zum Eigenwert 1.
Für ein sehr kleines Netzwerk wie im oben dargestellten Beispiel ist es einfach, mit verbreiteten

numerischen Algorithmen alle Eigenwerte und Eigenvektoren zu finden. Benötigt wird allerdings
nur der Eigenvektor zum Eigenwert 1.

Beispiel. Ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 der Matrix G, die aus der Matrix H von (9.2) und dem
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Vektor q = 1
8 u und α = 0.9 gebildet wurde, ist

p0 =



0.20100
0.25440
0.12163
0.26014
0.16394
0.45543
0.37739
0.66007



⇒ p =
1
‖p0‖1 p0 =



0.080595
0.102004
0.048769
0.104305
0.065735
0.182609
0.151320
0.264664



.

Der Vektor p0 ist ein Einheitsvektor in der euklidischen Norm. Er kann daher nicht eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung sein, da sich die Elemente nicht zu 1 summieren. Die L1-Norm ‖ · ‖1 eines
Vektors ist die Summe der Beträge aller Elemente eines Vektors. Indem man p0 durch die Summe
aller Einträge von p0 teilt, erhält man die Wahrscheinlichkeitsverteilung p. ©

Potenzverfahren

Die üblichen Algorithmen wie der Francis-Algorithmus zur Bestimmung von Eigenwerten und Ei-
genvektoren ist für grosse Matrizen nicht praktikabel. Da aber 1 der betragsgrösste Eigenwert ist,
kann sehr oft ein zugehöriger Eigenvektor mit der nachfolgend beschriebenen Potenzmethode ge-
funden werden.

Sei A eine n × n-Matrix, der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Eigenwerte λ1 > λ2 ≥
· · · ≥ λn absteigend geordnet sind, und dass v1, . . . , vn zugehörige linear unabhängige Eigenvektoren
sind. Ein beliebiger Vektor v lässt sich in der Eigenbasis von A als

v = a1v1 + · · · + anvn

ausdrücken. Wendet man darauf die Matrix A k-mal an, erhält man

Akv = a1λ
k
1v1 + a2λ

k
2v2 + · · · + anλ

k
2vn.

Da λ1 der betragsmässig grösste Eigenwert ist, wird der Vektor Akv ungefähr mit der k-ten Potenz
anwachsen. Indem man durch λk

1 teilt, erhält man

1
λk

1

Akv = a1v1 + a2

(
λ2

λ1

)k
v2 + · · · + an

(
λn

λ1

)k
vn.

Da alle Brüche Betrag < 1 haben, konvergiert die rechte Seite für k → ∞ gegeben den ersten
Summanden. Durch wiederholte Anwendung von A/λ1 auf einen (fast) belieibigen Startvektor v
erhält man also eine Folge von Vektoren, die gegen eine Eigenvektor zum Eigenwert λ1 konvergiert.

Numerische Ungenauigkeiten können bewirken, dass die Iteration mit der Matrix A/λ1 trotzdem
nicht konvergiert. Man kann dies komponsieren, indem man nach jeder Iteration normiert. Da der
gesuchte Eigenvektor eine Wahrscheinlichkeitsverteilung sein muss, muss die L1-Norm 1 sein. Statt
mit der euklidischen L2-Norm zu normieren, normiert man daher besser mit der L1-Norm. Damit er-
gibt sich das folgende Verfahren zur Bestimmung der Pagerank-Verteilung p für die Google-Matrix.

Satz 9.2. Für die Google-Matrix p konvergiert die Folge

p(0) = u, p(k+1) =
G(k)

‖G(k)‖1
gegen die stationäre Verteilung p mit Gp = p.
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9.2 Diskrete Markov-Ketten und Wahrscheinlichkeitsmatrizen
Die einführend im Abschnitt 9.1 vorgestellte Google-Matrix ist nur ein Beispiel für ein Modell eines
stochastischen Prozesses, der mit Hilfe von Matrizen modelliert werden kann. In diesem Abschnitt
soll diese Art von Prozessen etwas formalisiert werden.

9.2.1 Markov-Eigenschaft
Ein stochastischer Prozess ist eine Familie von Zustandsvariablen Xt mit Werten in einer Menge S
von Zuständen. Der Parameter t wird üblicherweise als die Zeit interpretiert, er kann beliebige reelle
Werte oder diskrete Werte annahmen, im letzten Fall spricht man von einem Prozess mit diskreter
Zeit.

Das Ereignis {Xt = x} wird gelesen als “zur Zeit t befindet sich der Prozess im Zustand x”.
Mit P(Xt = x) wir die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass sich der Prozess zur Zeit t im Zustand x
befindet. Die Funktion t 7→ Xt beschreiben also den zeitlichen Ablauf der vom Prozess durchlaufenen
Zustände. Dies ermöglicht, Fragen nach dem Einfluss früherer Zustände, also des Eintretens eines
Ereignisses {Xt0 = x} auf das Eintreten eines Zustands s ∈ S zu einem späteren Zeitpunkt t1 > t0 zu
studieren. Das Ereignis {Xt = x} kann man sich als abhängig von der Vorgeschichte vorstellen. Die
Vorgeschichte besteht dabei aus dem Eintreten gewisser Ereignisse

{X0 = x0}, {X1 = x1}, {X2 = x2}, . . . , {Xn = xn}
zu früheren Zeiten t0 < t1 < · · · < tn < t. Die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(Xt = x|Xtn = xn ∧ Xtn−1 = xn−1 ∧ · · · ∧ Xt1 = x1 ∧ Xt0 = x0) (9.6)

ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Prozess zur Zeit t den Zustand x erreicht, wenn er zu den
Zeitpunkten t0, t1, . . . , tn die Zustände x0, x1, . . . , xn durchlaufen hat.

Gedächtnislosigkeit

In vielen Fällen ist nur der letzte durchlaufene Zustand wichtig. Die Zustände in den Zeitpunkten
t0 < · · · < tn−1 haben dann keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit. Auf die bedingte Wahrschein-
lichkeit (9.6) sollten also die Ereignisse {Xt0 = x0} bis {Xtn−1 = xn−1} keinen Einfluss haben.

Definition 9.3. Ein stochastischer Prozess erfüllt die Markov-Eigenschaft, wenn für jede Folge von
früheren Zeitpunkten t0 < t1 < · · · < tn < t und Zuständen x0, . . . , xn, x ∈ S die Wahrscheinlich-
keit (9.6) nicht von der Vorgeschichte abhängt, also

P(Xt = x|Xtn = xn ∧ Xtn−1 = xn−1 ∧ · · · ∧ Xt1 = x1 ∧ Xt0 = x0) = P(Xt = x|Xtn = xn).

Die Wahrscheinlichkeiten P(Xt = x|Xs = y) mit t > s bestimmen das zeitliche Verhalten der
Wahrscheinlichkeiten vollständig. Wir schreiben daher auch

pxy(t, s) = P(Xt = x|Xs = y)

für die sogenannte transiente Übergangswahrscheinlichkeit. Für eine endliche Menge von Zustän-
den, können die transienten Übergangswahrscheinlichkeiten auch als zeitabhängige quadratische
Matrix P(s, t) geschrieben werden, deren Einträge

(P(s, t))xy = pxy(t, s)

mit den Zuständen x, y ∈ S indiziert sind.
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Die Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Man beachte, dass in der Definition der Markov-Eigenschaft keine Voraussetzungen darüber ge-
macht werden, wie nahe am Zeitpunkt t der letzte Zeitpunkt tn der Vorgeschichte liegt. Die transien-
ten Übergangswahrscheinlichkeiten pxy(s, t) werden aber im allgemeinen davon abhängen, wie weit
in der Vergangenheit der Zeitpunkt s < t liegt. Für eine näheren Zeitpunkt τ mit s < τ < t muss
es daher einen Zusammenhang zwischen den transienten Übergangswahrscheinlichkeiten pxy(s, τ),
pxy(τ, t) und pxy(s, t) geben.

Satz 9.4 (Chapman-Kolmogorov). Hat der Prozess die Markov-Eigenschaft und ist s < τ < t, dann
gilt

pxy(t, s) =
∑

z∈S
pxz(t, τ)pzy(τ, s),

was in Matrixform auch als
P(t, s) = P(t, τ)P(τ, s)

geschrieben werden kann.

Auch hier spielt es keine Rolle, wie nahe an t der Zwischenzeitpunkt τ liegt. Die Formel von
Chapman-Kolmogoroff kann natürlich für zusätzliche Zwischenpunkte s < t1 < t2 < · · · < tn < t
formuliert werden. In Matrix-Notation gilt

P(t, s) = P(t, tn)P(tn, tn−1) . . . P(t2, t1)P(t1, s),

was ausgeschrieben zu

pxy(t, s) =
∑

x1,...,xn∈S
pxxn (t, tn)pxn xn−1 (tn, tn−1) . . . px2 x1 (t2, t1)px1y(t1, s)

wird. Jeder Summand auf der rechten Seite beschreibt einen Weg des Prozesses derart, dass er zu
den Zwischenzeitpunkten bestimmte Zwischenzustände durchläuft.

Definition 9.5. Die Wahrscheinlichkeit, dass der stochastische Prozess zwischen Zeitpunkten t0 und
tn die Zwischenzustände xi zu Zeiten ti durchläuft ist das Produkt

∑

x1,...,xn∈S
pxn+1 xn (tn+1, tn)pxn xn−1 (tn, tn−1) . . . px2 x1 (t2, t1)px1 x0 (t1, s) =

n∏

i=0

pxi+1 xi (ti+1ti)

heisst die Pfadwahrscheinlichkeit für genannten Pfad.

9.2.2 Diskrete Markov-Kette
Die Markov-Eigenschaft besagt, dass man keine Information verliert, wenn man die Vorgeschichte
eines Zeitpunktes ignoriert. Insbesondere kann man eine Menge von geeigneten diskreten Zeitpunk-
ten wählen, ohne viel Information über den Prozess zu verlieren. Eine diskrete Markov-Kette ist
eine stochastischer Prozess, für den die Menge der Zeitpunkte t diskret ist. Es ist üblich, für die
Zeitpunkte ganze oder natürliche Zahlen zu verwenden.

Definition 9.6. Eine diskrete Markov-Kette ist ein stochastischer Prozess (Xt)t∈N mit Werten in S,
der die Markov-Eigenschaft

P(Xn+1 = xn+1|Xn = xn ∧ . . . X0 = x0) = P(Xn+1 = xn+1|Xn = xn)

hat.
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Abbildung 9.2: Diskrete Markovkette mit Zuständen S = {1, 2, 3, . . . , s} und Übergangsmatrizen
T (n + 1, n).

Die transienten Übergangswahrscheinlichkeiten zwischen aufeinanderfolgenden Zeitpunkten stel-
len jetzt die vollständige Information über die zeitliche Entwicklung dar (Abbildung 9.2). Aus der
Matrix

T (n + 1, n) =



p11(n + 1, n) . . . p1s(n + 1, n)
...

. . .
...

p11(n + 1, n) . . . p1s(n + 1, n)


,

auch die 1-Schritt Übergangswahrscheinlichkeit genannt, kann man jetzt auch die Matrix der Über-
ganswahrscheinlichkeiten für mehrere Schritte

T (n + m, n) = T (n + m, n + m − 1)T (n + m − 1, n + m − 2) . . . T (n + 1, n)

mit der Chapman-Komogorov-Formel bestimmen. Die Markov-Eigenschaft stellt also sicher, dass
man nur die 1-Schritt-Übergangswahrscheinlichkeiten kennen muss.

Eine Matrix T kann als Matrix der Übergangswahrscheinlichkeiten verwendet werden, wenn sie
zwei Bedingungen erfüllt:

1. Die Einträge von T müssen als Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden können, sie müssen
also alle zwischen 0 und 1 sein: 0 ≤ ti j ≤ 1 für i, j ∈ S

2. Die Matrix muss alle möglichen Fälle erfassen. Dazu ist notwendig, dass sich die Wahrschein-
lichkeiten aller Übergänge aus einem Zustand j zu 1 summieren, also

∑

i∈S
pi j = 1.

Die Summe der Elemente einer Spalte
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Beispiel. Die Permutationsmatrix einer Permutation σ ∈ S n (Abschnitt ) ist eine Matrix mit Ein-
trägen 0 und 1, so dass die erste Bedingung erfüllt ist. In jeder Zeile oder Spalte kommt genau
eine 1 vor, so dass auch die zweite Bedingung erfüllt ist. Eine Permutationsmatrix beschreibt einen
stochastischen Prozess, dessen Übergänge deterministisch sind. ©

Zustandswahrscheinlichkeiten

Die Wahrscheinlichkeit, mit der sich der Prozess zum Zeitpunkt n im Zustand i ∈ S befindet, wird

pi(n) = P(Xi = n)

geschrieben, die auch in einem Vektor p(n) zusammengefasst werden können. Die Matrix der Über-
gangswahrscheinlichkeiten erlaubt, die Verteilung p(n + 1) aus der Verteilung p(n) zu berechnen.
Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ist nämlich

P(Xn+1 = x) =
∑

y∈S
P(Xn+1 = x|Xn = y)P(Xn = y) oder p(n+1) = T (n + 1, n)p(n)

in Matrixform. Die Zeitentwicklung kann also durch Multiplikation mit der Übergangsmatrix be-
rechnet werden.

Zeitunabhängige Übergangswahrscheinlichkeiten

Besonderes einfach wird die Situation, wenn die Übergangsmatrix T (n + 1, n) nicht von der Zeit
abhängt. In diesem Fall ist T (n + 1, n) = T für alle n. Eine solche Markov-Kette heisst homogen. Die
Mehrschritt-Übergangswahrscheinlichkeiten sind dann gegeben durch die Matrix-Potenzen T (n +

m, n) = T m. Im Folgenden gehen wir immer von einer homogenen Markov-Kette aus.

Stationäre Verteilung

Im Beispiel der Google-Matrix erwarten wir intuitiv, dass sich mit der Zeit eine Verteilung einstellt,
die sich über die Zeit nicht mehr ändert. Ein solche Verteilung heisst stationär.

Definition 9.7. Eine Verteilungsvektor p heisst stationär für die homogene Markov-Kette mit Über-
gangsmatrix T , wenn T p = p.

Eine stationäre Verteilung ist offenbar ein Eigenvektor der Matrix T zum Eigenwert 1. Gefunden
werden kann er als Lösung des Gleichungssystems T p = p. Dazu muss die Matrix T − E singulär
sein. Die Summe einer Spalte von T ist aber immer ein, da E in jeder Spalte genau eine 1 enthält,
ist die Summe der Einträge einer Spalte von T − E folglich 0. Die Summe aller Zeilen von T − E
ist also 0, die Matrix T − E ist singulär. Dies garantiert aber noch nicht, dass alle Einträge in diesem
Eigenvektor auch tatsächlich nichtnegativ sind. Die Perron-Frobienus-Theorie von Abschnitt 9.3
beweist, dass sich immer ein Eigenvektor mit nichtnegativen Einträgen finden lässt.

Es ist aber nicht garantiert, dass eine stationäre Verteilung auch eindeutig bestimmt ist. Dieser
Fall tritt immer ein, wenn die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 1 grösser ist als 1. In Ab-
schnitt 9.3.1 werden Bedingungen an eine Matrix T untersucht, die garantieren, dass der Eigenraum
zum Eigenvektor 1 einedeutig bestimmt ist.

Beispiel. Als Beispiel dafür betrachten wir eine Permutation σ ∈ S n und die zugehörige Permu-
tationsmatrix P, wie sie in Abschnitt beschrieben worden ist. Wir verwenden die Zyklenzerlegung
(Abschnitt 6.1.2) [n] = {Z1,Z2, . . . } der Permutation σ, ist ist also σ(Zi) = Zi für alle Zyklen.
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Jede Verteilung p, die auf jedem Zyklus konstant ist, ist eine stationäre Verteilung. Ist nämlich
i ∈ Zk, dann ist natürlich auch σ(i) ∈ Zk, und damit ist pσ(i) = pi.

Für jede Wahl von nichtnegativen Zahlen zi für i = 1, . . . , k mit der Eigenschaft z1 + · · · + zk = 1
kann man eine stationäre Verteilung p(z) konstruieren, indem man

pi(z) =
zi

|Zr | wenn i ∈ Zr

setzt. Die Konstruktion stellt sicher, dass sich die Komponenten zu 1 summieren. Wir können aus
dem Beispiel auch ableiten, dass die geometrische Vielfachheit des Eigenvektors 1 mindestens so
gross ist wie die Anzahl der Zyklen der Permutation σ. ©

Irreduzible Markov-Ketten

Die Zyklen-Zerlegung einer Permutation bilden voneinander isolierte Mengen von Zuständen, es
gibt keine Möglichkeit eines Übergangs zu einem anderen Zyklus. Die Zyklen können daher unab-
hängig voneinander studiert werden. Diese Idee kann auf allgemeine Markov-Ketten verallgemeinert
werden.

Definition 9.8. Zwei Zustände i, j ∈ S kommunizieren, wenn die Übergangswahrscheinlichkeiten
Ti j(n) , 0 und Ti j(n) , 0 sind für n gross genug.

Die Zustände, die zu verschiedenen Zyklen einer Permutation gehören, kommunizieren nicht.
Gerade deshalb waren auch die verschiedenen stationären Verteilungen möglich. Eine eindeutige
stationäre Verteilung können wir also nur erwarten, wenn alle Zustände miteinander kommunizieren.

Definition 9.9. Eine homogene Markov-Kette heisst irreduzibel, alle Zustände miteinander kommu-
nizieren.

Die Bedingung der Irreduzibilität ist gleichbedeutend damit, dass für genügend grosses n alle
Matrixelemente von T n positiv sind. Solche Matrizen nennt man positiv, in Abschnitt 9.3 wird ge-
zeigt, dass positive Matrizen immer eine eindeutige stationäre Verteilung haben. In Abbildung 9.3
ist eine reduzible Markov-Kette dargestellt, die Zustandsmenge zerfällt in zwei Teilmengen von Zu-
ständen, die nicht miteinander kommunizieren. Ein irreduzible Markov-Kette liegt vor, wenn sich
ähnlich wie in Abbildung 9.2 jeder Zustand von jedem anderen aus erreichen lässt.

Wenn sich der Vektorraum Rn in zwei unter T invariante Unterräme zerlegen lässt, dann hat nach
Wahl von Basen in den Unterräumen die Matrix T die Form

(
T1 0
0 T2

)
.

Insbesondere kann man stationäre Verteilungen von T1 und T2 unabhängig voneinander suchen. Ist
pi eine stationäre Verteilung von Ti, dann ist

T
(

g1 p1

g2 p2

)
=

(
g1T1 p1

g2T2 p2

)
=

(
g1 p1

g2 p2

)
, für gi ∈ R.

Durch Wahl der Gewichte gi ≥ 0 mit g1 + g2 = 1 lassen sich so die stationären Verteilungen für T
aus den stationären Verteilungen der Ti ermitteln. Das Problem, die stationären Verteilungen von T
zu finden, ist auf die Untermatrizen Ti reduziert worden.
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Abbildung 9.3: Diese Markov-Kette zerfällt in verschiedene irreduzible Markov-Ketten, dere Zu-
standsmengen nicht miteinander kommunizieren. Solche Markov-Ketten können unabhängig von-
einander studiert werden.

O

A

B
~a

~b

t~a + (1 − t)~b

O

P1

P2

P3

~p1 ~p2

~p3

3∑

t=1

ti~pi

Abbildung 9.4: Die Konvexe Kombination von Vektoren ~p1, . . . , ~pn ist eine Summe der Form∑n
i=1 ti~pi wobei die ti ≥ 0 sind mit

∑n
i=1 ti = 1. Für zwei Punkte bilden die konvexen Kombina-

tionen die Verbindungsstrecke zwischen den Punkten, für drei Punkte in drei Dimensionen spannen
die konvexen Kombinationen ein Dreieck auf.
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Die konvexe Menge der stationären Verteilungen

Die stationären Verteilungen

Stat(T ) = {p ∈ Rn
+ | T p = p und ‖p‖1 = 1}

bilden was man eine konvexe Menge nennt. Sind nämlich p und q stationäre Verteilungen, dann gilt
zunächst T p = p und Tq = q. Wegen der Linearität gilt aber auch T (tp+(1− t)q) = tT p+(1− t)Tq =

tp + (1 − t)q. Jede Verteilung auf der “Verbindungsstrecke” zwischen den beiden Verteilungen ist
auch wieder stationär.

Definition 9.10. Eine konvexe Kombination von Vektoren v1, . . . , vk ∈ Rn ist ein Vektor der Form

v = t1v1 + · · · + tkvk mit ti ≥ 0 und t1 + · · · + tn = 1.

Eine Teilmenge M ⊂ Rn heisst konvex, wenn zu zwei Vektoren x, y ∈ M auch jede konvexe Kombina-
tion von x und y wieder in M ist.

Die konvexen Kombinationen der Vektoren sind Linearkombination mit nichtnegativen Koeffi-
zienten. Sie bilden im Allgemeinen einen (k − 1)-Simplex in Rn. Für zwei Punkte x und y bilden die
konvexen Kombination tx + (1 − t)y für t ∈ [0, 1] die Verbindungsstrecke der beiden Vektoren. Eine
Menge ist also konvex, wenn sie mit zwei Punkten immer auch ihre Verbindungsstrecke enthält

Grenzverteilung

Im Beispiel der Google-Matrix wurde ein iterativer Algorithmus zur Berechnung des Pagerank ver-
wendet. Es stellt sich daher die Frage, ob diese Methode für andere homogene Markov-Ketten auch
funkioniert. Man beginnt also mit einer beliebigen Verteilung p(0) und wendet die Übergangsmatrix
T wiederholt an. Es entsteht somit eine Folge p(n) = T n p(0).

Definition 9.11. Falls die Folge p(n) = T n p(0) konvergiert, heisst der Grenzwert

p(∞) = lim
n→∞ p(n)

eine Grenzverteilung von T .

Falls eine Grenzverteilung existiert, dann ist sie eine stationäre Verteilung. Für eine stationäre
Verteilung p(0) ist die Folge p(n) eine konstante Folge, sie konvergiert also gegen p(0). Stationäre
Verteilungen sind also automatisch Grenzverteilungen. Falls der Raum der stationären Verteilungen
mehrdimensional sind, dann ist auch die Grenzverteilung nicht eindeutig bestimmt, selbst wenn
sie existiert. Aber nicht einmal die Existenz einer Grenzverteilung ist garantiert, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel. Sei T die Permutationsmatrix der zyklischen Verteilung von drei Elementen in S 3, also die
Matrix

T =


0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

Die konstante Verteilung 1
3 U ist offensichtlich eine stationäre Verteilung. In Abschnitt 9.3 wird ge-

zeigt, dass es die einzige ist. Sei jetzt p(0) eine beliebiger Vektor in R3 mit nichtnegativen Einträgen,
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die sich zu 1 summieren. Dann bilden die Vektoren p(n) = T n p(0) einen Dreierzyklus

p(0) = p(3) = p(6) = · · · =

p1(0)
p2(0)
p3(0)

 ,

p(1) = p(4) = p(7) = · · · =

p2(0)
p3(0)
p1(0)

 ,

p(2) = p(5) = p(8) = · · · =

p3(0)
p1(0)
p2(0)

 .

Die Folge p(n) kann also nur dann konvergieren, wenn die drei Komponenten gleich sind. ©

Erwartungswert und Varianz

Wenn sich im Laufe der Zeit eine Grenzverteilung einstellen soll, dann muss es auch möglich sein,
Erwartungswert und Varianz dieser Verteilung zu berechnen. Dazu muss jedem Zustand ein Zah-
lenwert zugeordnet werden. Sei also g : S → R eine Funktion, die einem Zustand eine reelle
Zahl zuordnet. Aus der Zufallsvariable Xn des Zustands zur Zeit n wird daraus die Zufallsvariable
Yn = g(Xn) des Wertes zur Zeit n. Die Abbildung g kann auch als Vektor mit der Komponenten gi

für i ∈ S betrachtet werden, wir verwenden für diesen Vektor wieder die Schreibweise g.
Für die Verteilung p(n) kann man jetzt auch Erwartungswert und Varianz berechnen. Der Erwar-

tungswert ist
E(Y) =

∑

i∈S
gi pi(n) = gt p(n).

Für die Varianz muss gi durch g2
i ersetzt werden. Dies kann am einfachsten mit dem Hadamard-

Produkt geschrieben werden:

E(Y2) =
∑

i∈S
gi pi(n) = (g � g)t p(n)

E(Yk) = (g�k)t p(n),

wobei wir die Hadamard-Potenz A�k einer Matrix A rekursiv durch

A�0 = E und A�k = A � A�(k−1)

definieren.

Erwartungswert von Werten auf Übergängen

In Abschnitt 9.4 wird ein Spiel vorgestellt, in dem der Gewinn davon abhängt, welcher Übergang
stattfindet, nicht welcher Zustand erreicht wird. Es git daher eine Matrix G von Gewinnen, der Ein-
trag gi j ist der Gewinn, der bei einem Übergang von Zustand j in den Zustand i ausgezahlt wird. Mit
dieser Matrix lassen sich jetzt viele verschiedene Fragen beantworten:

Frage 9.12. Mit welchem Gewinn kann man in Runde n des Spiels rechnen, wenn p(n − 1) die
Verteilung zur Zeit n − 1 ist?
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Der Erwartungswert ist

E(Y) =
∑

i, j∈S
g jit ji pi(n − 1)

oder in Matrixform

= U t(G � T )p(n − 1).

Frage 9.13. Mit welchen Gewinnen kann man rechnen, wenn der Prozess sich zu Beginn einer
Spielrunde im Zustand i befindet?

Dies ist der Spezialfall der Frage 9.12 für die Verteilung p j(n − 1) = δi j. Der Erwartungswert
ist die Summe der Spalte j der Matrix G � T . Man kann das Produkt U t(G � T ) also auch als eine
Zeilenvektor von Gewinnerwartungen unter der Vorbedingung Xn−1 = j betrachten.

(
E(Y |Xn−1 = 1) . . . E(Y |Xn−1 = n)

)
= U t(G � T ).

Indem man G durch G�k ersetzt, kann man beliebige höhere Momente berechnen.

9.2.3 Absorbierende Zustände
Eine Grenzverteilung beschreibt die relative Häufigkeit, mit der der Prozess in den verschiedenen
Zuständen vorbeikommt. In einem Spiel, in dem der Spieler ruiniert werden kann, gibt es aus dem
Ruin-Zustand keinen Weg zurück. Der Spieler bleibt in diesem Zustand.

Definition 9.14. Ein Zustand i einer homogenen Markov-Kette mit Übergangsmatrix T heisst absor-
bierend, wenn Tii = 1 ist. Eine Markov-Kette mit mindestens einem absorbierenden Zustand heisst
absorbierende Markov-Kette. Nicht absorbierende Zustände heissen transient

Eine Markov-Kette kann mehrere absorbierende Zustände haben, wie in Abbildung 9.5 darge-
stellt. Indem man die absorbierenden Zustände zuerst auflistet, bekommt die Übergangsmatrix die
Form

T =

(
E R
0 Q

)
.

Die Matrix R beschreibt die Wahrscheinlichkeiten, mit denen man ausgehend von einem transienten
Zustand in einem bestimmten absorbierenden Zustand landet. Die Matrix Q beschreibt die Übergän-
ge, bevor dies passiert. Die Potenzen von T sind

T 2 =

(
E R + RQ
0 Q2

)
, T 3 =

(
E R + RQ + RQ2

0 Q3

)
, . . . , T k =


E R

k−1∑

l=0

Ql

0 Qk


.

Da man früher oder später in einem absorbierenden Zustand landet, muss limk→∞ Qk = 0 sein. Die
Summe in der rechten oberen Teilmatrix kann man als geometrische Reihe summieren, man erhält
die Matrix

k−1∑

l=0

Ql = (E − Q)−1(E − Qk),

die für k → ∞ gegen

N = lim
k→∞

k−1∑

l=0

Ql = (E − Q)−1

konvergiert. Die Matrix N heisst die Fundamentalmatrix der absorbierenden Markov-Kette.
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Abbildung 9.5: Markov-Kette mit absorbierenden Zuständen (blau hinterlegt). Erreicht die Markov-
Kette einen absorbierenden Zustand, dann verbleibt sie für alle zukünftigen Zustände in diesem
Zustand.

Absorbtionszeit

Wie lange dauert es im Mittel, bis der Prozess in einem Absorptionszustand i stecken bleibt? Die
Fundamentalmatrix N der Markov-Kette beantwortet diese Frage. Wenn der Prozess genau im Schritt
k zum ersten Mal Zustand i ankommt, dann ist E(k) die mittlere Wartezeit. Der Prozess verbringt also
zunächst k−1 Schritte in transienten Zuständen, bevor er in einen absorbierenden Zustand wechselt.

Wir brauchen die Wahrscheinlichkeit für einen Entwicklung des Zustandes ausgehend vom Zu-
stand j, die nach k − 1 Schritten im Zustand l landet, von wo er in den absorbierenden Zustand
wechselt. Diese Wahrscheinlichkeit ist

P(Xk = i ∧ Xk−1 = l ∧ X0 = j) =
∑

i1,...,ik−2

rilqlik−2 qik−2ik−3 . . . qi2i1 qi1 j

Von den Pfaden, die zur Zeit k − 1 im Zustand l ankommen gibt es aber auch einige, die nicht absor-
biert werden. Für die Berechnung der Wartezeit möchten wir nur die Wahrscheinlichkeit innerhalb
der Menge der Pfade, die auch tatsächlich absorbiert werden, das ist die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(Xk = i ∧ Xk−1 = l ∧ X0 = j|Xk = i) =
P(Xk = i ∧ Xk−1 = l ∧ X0 = j)

P(Xk = i)

=
∑

i1,...,ik−2

qlik−2 qik−2ik−3 . . . qi2i1 qi1 j.
(9.7)

Auf der rechten Seite steht das Matrixelement (l, j) von Qk−1.
Für die Berechnung der erwarteten Zeit ist müssen wir die Wahrscheinlichkeit mit k multiplizie-
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ren und summieren:

E(k) =

∞∑

k=0

k(q(k)
l j − q(k−1)

l j )

= · · · + (k + 1)(q(k)
l j − q(k+1)

l j ) + k(q(k−1)
l j − q(k)

l j ) + . . . (9.8)

= · · · + q(k−1)
l j + · · · =

∑

k

q(k)
l j .

In zwei benachbarten Termen in (9.8) heben sich die Summanden kq(k)
l j weg, man spricht von einer

teleskopischen Reihe. Die verbleibenden Terme sind genau die Matrixelemente der Fundamentalma-
trix N. Die Fundamentalmatrix enthält also im Eintrag (l, j) die Wartezeit bis zur Absorption über
den Zustand l.

Wartezeit

Die mittlere Wartezeit bis zum Erreichen eines Zustands kann mit der Theorie zur Berechnung der
Absorptionszeit berechnet werden. Dazu modifiziert man den Prozess dahingehend, dass der Ziel-
zustand ein absorbierender Zustand wird. Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass der
Zustand 1 der Zielzustand ist. Wir ersetzen die Übergangsmatrix T durch die Matrix

T̃ =



1 t12 . . . t1n

0 t22 . . . t2n
... . . .

. . .
...

0 tn2 . . . tnn


.

T̃ hat den Zustand 1 als absorbierenden Zustand. Die Q und R sind

R̃ =
(
t12 . . . t1n

)
, Q̃ =



t22 . . . t2n
...

. . .
...

tn2 . . . tnn


.

Die Wartezeit bis zum Erreichen des Zustands i ausgehend von einem Zustand n kann jetzt aus der
Absorbtionszeit der Markov-Kette im Zustand 1 mit Hilfe der Fundamentalmatrix

Ñ = (E − Q̃)−1

berechnet werden.

9.3 Positive Vektoren und Matrizen
Die Google-Matrix und die Matrizen, die wir in Markov-Ketten angetroffen haben, zeichnen sich da-
durch aus, dass alle ihre Einträge positiv oder mindestens nicht negativ sind. Die Perron-Frobenius-
Theorie, die in diesem Abschnitt entwickelt werden soll, zeigt, dass Positivität einer Matrix nützliche
Konsequenzen für Eigenwerte und Eigenvektoren hat. Das wichtigste Resultat ist die Tatsache, dass
postive Matrizen immer einen einzigen einfachen Eigenwert mit Betrag %(A) haben, was zum Bei-
spiel die Konvergenz des Pagerank-Algorithmus garantiert. Dies wird im Satz von Perron-Frobenius
in Abschnitt 9.3.3 erklärt.

162



Wahrscheinlichkeitsmatrizen Positive Vektoren und Matrizen

9.3.1 Elementare Eigenschaften
In diesem Abschnitt betrachten wir ausschliesslich reelle Vektoren und Matrizen. Die Komponen-
ten sind somit immer mit miteinander vergleichbar, daraus lässt sich auch eine Vergleichsrelation
zwischen Vektoren ableiten.

Definition 9.15. Ein Vektor v ∈ Rn heisst positiv, geschrieben v > 0, wenn alle seine Komponenten
positiv sind: vi > 0∀i. Ein Vektor v ∈ Rn heisst nichtnegativ, in Formeln v ≥ 0, wenn alle seine
Komponenten nicht negativ sind: vi ≥ 0∀i.

Geometrisch kann man sich die Menge der positven Vektoren in zwei Dimensionen als die Punk-
te des ersten Quadranten oder in drei Dimensionen als die Vektoren im ersten Oktanten vorstellen.

Aus der Positivität eines Vektors lässt sich jetzt eine Vergleichsrelation für beliebige Vektoren
ableiten. Mit der folgenden Definition wird erreicht, das mit Ungleichungen für Vektoren auf die
gleiche Art und Weise gerechnet werden kann, wie man sich dies von Ungleichungen zwischen
Zahlen gewohnt ist.

Definition 9.16. Für zwei Vektoren u, v ∈ Rn ist genau dann u > v, wenn u − v > 0 ist. Ebenso ist
u ≥ v genau dann, wenn u − v ≥ 0.

Ungleichungen zwischen Vektoren kann man daher auch so interpretieren, dass sie für jede Kom-
ponente einzeln gelten müssen. Die Definition funktionieren analog auch für Matrizen:

Definition 9.17. Eine Matrix A ∈ Mm×n(R) heisst positiv, wenn alle ihre Einträge ai j positiv sind:
ai j > 0∀i, j. Eine Matrix A ∈ Mm×n(R) heisst nichtnegativ, wenn alle ihre Einträge ai j nichtnegativ
sind: ai j ≥ 0∀i, j. Man schreibt A > B bzw. A ≥ B wenn A − B > 0 bzw. A − B ≥ 0.

Die Permutationsmatrizen sind Beispiele von nichtnegativen Matrizen, deren Produkte wieder
nichtnegativ sind. Dies ist aber ein sehr spezieller Fall, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel. Wir betrachten die Matrix

A =



0.9 0.1
0.1 0.8 0.1

0.1 0.8 0.1
0.1 0.8 0.1

0.1 0.8 0.1
0.1 0.9



(9.9)

Die Multiplikation eines Vektors mit dieser Matrix bewirkt, dass die Komponenten des Vektors auf
benachbarte Komponenten “verschmiert” werden. Wendet man A wiederholt auf den ersten Stan-
dardbasisvektor v1 = e1 an, erhält man nacheinander die Vektoren v2 = Av1, vn = Avn−1. In Ab-
bildung 9.6 sind die Komponenten als Säulen dargestellt. Man kann erkennen, dass für genügend
grosse n alle Komponenten der Vektoren positiv werden.

Man kann auch direkt die Potenzen An ausrechen und sehen, dass

A5 =



0.65658 0.27690 0.05925 0.00685 0.00041 0.00001
0.27690 0.43893 0.22450 0.05281 0.00645 0.00041
0.05925 0.22450 0.43249 0.22410 0.05281 0.00685
0.00685 0.05281 0.22410 0.43249 0.22450 0.05925
0.00041 0.00645 0.05281 0.22450 0.43893 0.27690
0.00001 0.00041 0.00685 0.05925 0.27690 0.65658



> 0

und dass daher für alle n ≥ 5 die Matrix An positiv ist. ©
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Abbildung 9.6: Die sechs Komponenten für k = 1 bis k = 6 der Vektoren An−1e1 für die Matrix A
in (9.9) sind als Säulen dargestellt. Sie zeigen, dass für genügend grosses n, alle Komponenten des
Vektors An−1e1 positiv werden.

Die Eigenschaft der Matrix A von (9.9), dass An > 0 für genügend grosses n ist bei Permuta-
tionsmatrizen nicht vorhanden. Die Zyklen-Zerlegung einer Permutationsmatrix zeigt, welche Un-
terräume von Rn die iterierten Bilder eines Standardbasisvektors aufspannen. Diese sind invariante
Unterräume der Matrix. Das im Beispiel illustrierte Phänomen findet dann nur in invarianten Unter-
räumen statt.

Beispiel. Die Matrix

A =



0.9 0.1
0.1 0.8 0.1

0.1 0.9
0.9 0.1
0.1 0.8 0.1

0.1 0.9



(9.10)

besteht aus zwei 3 × 3-Blöcken. Die beiden Unterräume V1 = 〈e1, e2, e3〉 und V2 = 〈e4, e5, e6〉 sind
daher invariante Unterräume von A und damit auch von An. Die Potenzen haben daher auch die
gleich Blockstruktur. Insbesondere sind zwar die Blöcke von An für n > 1 positive Teilmatrizen,
aber die Matrix An ist für alle n nicht positiv. ©
Definition 9.18. Eine nichtnegative Matrix mit der Eigenschaft, dass An > 0 für ein genügend
grosses n, heisst primitiv.

Die Matrix A von (9.9) ist also primitiv, Permutationsmatrizen sind niemals primitiv. Die Matrix
A von (9.10) ist nicht primitiv, aber die einzelnen Blöcke sind primitiv. Viele der Ausssagen über
positive Matrizen lassen sich auf primitive nichtnegative Matrizen verallgemeinern.
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Abbildung 9.7: Die Vektoren w ≤ u liegen im grauen Rechteck. Zwei nichtnegative Vektoren u und
v mit u > v haben keine gleichen Komponenten. Daher kann man v mit einer Zahl ϑ = 1 + ε > 1
strecken, so dass der gestreckte Vektor (1 + ε)v gerade noch im grauen Rechteck liegt: u ≥ (1 + ε)v.
Streckung mit einem grösseren Faktor führt dagegen aus dem Rechteck hinaus.

Das Beispiel zeigt auch, dass der Begriff der primitiven Matrix eng mit der Idee verknüpft ist,
die Problemstellung in invariante Unterräume aufzuteilen, in denen eine primitive Matrix vorliegt.
Primitive Matrizen werden damit zu naheliegenden Bausteinen für die Problemlösung für nicht pri-
mitive Matrizen.

Eine interessante Eigenschaft positiver Vektoren oder Matrizen ist, dass die Positivität sich
manchmal “upgraden” lässt, wie im folgenden Satz. Er zeigt, dass ein Vektor, der grösser ist als ein
anderer, auch um einen definierten Faktor > 1 grösser ist. Dies wird geometrisch in Abbildung 9.7
illustriert.

Satz 9.19 (Trenntrick). Sind u und v nichtnegative Vektoren und u > v, dann gibt es eine positive
Zahl ε > 0 derart, dass u ≥ (1 + ε)v. Ausserdem kann ε so gewählt werden, dass u 6≥ (1 + µ)v für
µ > ε.

Beweis. Wir betrachten die Zahl
ϑ = max

vi,0

ui

vi
.

Wegen u > v sind die Quotienten auf der rechten Seite alle > 0. Da nur endlich viele Quotienten
miteinander verglichen werden, ist daher auch ϑ > 1. Es folgt u ≥ ϑv. Wegen ϑ > 1 ist ε = ϑ−1 > 0
und u ≥ (1 + ε)v. �

Der Satz besagt also, dass es eine Komponente vi , 0 gibt derart, dass ui = (1 + ε)vi. Diese
Komponenten limitiert also, wie stark man v strecken kann, so dass er immer noch ≤ u ist. Natürlich
folgt aus den der Voraussetzung u > v auch, dass u ein positiver Vektor ist (Abbildung 9.7).

Satz 9.20 (Vergleichstrick). Sei A eine positive Matrix und seinen u und v Vektoren mit u ≥ v und
u , v, dann ist Au > Av (siehe auch Abbildung 9.8).

Beweis. Wir schreiben d = u−v, nach Voraussetzung ist d , 0. Der Satz besagt dann, dass aus d ≥ 0
folgt, dass Ad > 0, dies müssen wir beweisen.

Die Ungleichung Ad > 0 besagt, dass alle Komponenten von Ad positiv sind. Um dies nachzu-
weisen, berechnen wir

(Ad)i =

n∑

j=1

ai jd j. (9.11)
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Abbildung 9.8: Eine positive Matrix A bildet nichtnegative Vektoren in positive Vektoren ab (Korol-
lar 9.21). Zwei verschiedene Vektoren auf einer Seitenfläche erfüllen u ≥ v, aber nicht u > v, da sie
sich in der Koordinaten x2 nicht unterscheiden. Die Bilder unter A unterscheiden sich dann auch in
x2, es gilt Au > Av (siehe auch Satz 9.20)

Alle Terme ai j > 0, weil A positiv ist, und mindestens eine der Komponenten d j > 0, weil d , 0.
Insbesondere sind alle Terme der Summe ≥ 0, woraus wir bereits schliessen können, dass (Ad)i ≥ 0
sein muss. Die Komponente d j > 0 liefert einen positiven Beitrag ai jd j > 0 zur Summe (9.11), also
ist (Ad)i > 0. �

Der folgende Spezialfall folgt unmittelbar aus dem Satz 9.20.

Korollar 9.21. Ist A eine positive Matrix und u ≥ 0 mit u , 0, dann ist Au > 0.

Eine positive Matrix macht also aus nicht verschwindenden und nicht negativen Vektoren posi-
tive Vektoren.

9.3.2 Die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

Die Dreiecksungleichung besagt, dass für beliebige Vektoren u, v ∈ Rn gilt

|u + v| ≤ |u| + |v|
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Abbildung 9.9: Die verallgemeinerte Dreiecksungleichung von Satz 9.22 besagt, dass die Länge ei-
ner Summe von Vektoren (blau) höchstens so gross ist wie die Summe der Längen, mit Gleichheit
genau dann, wenn alle Vektoren die gleiche Richtung haben (rot). Hier dargestellt am Beispiel von
Zahlen in der komplexen Zahlenebene. In dieser Form wird die verallgemeinerte Dreiecksunglei-
chung in Satz 9.23

mit Gleichheit genau dann, wenn u und v linear abhängig sind. Wenn beide von 0 verschieden sind,
dann gibt es eine positive Zahl t mit u = tv. Wir brauchen eine Verallgemeinerung für eine grössere
Zahl von Summanden.

Satz 9.22 (Verallgemeinerte Dreiecksungleichung). Für n Vektoren vi , 0 gilt

|u1 + · · · + un| ≤ |u1| + · · · + |un|

mit Gleichheit genau dann, wenn alle Vektoren nichtnegative Vielfache eines gemeinsamen Einheits-
vektors c sind: ui = |ui|c (siehe auch Abbildung 9.9).

Beweis. Die Aussage kann mit vollständiger Induktion bewiesen werden. Die Induktionsveranke-
rung ist der Fall n = 2 gegeben durch die gewöhnliche Dreiecksungleichung.

Wir nehmen daher jetzt an, die Aussage sei für n bereits bewiesen, wir müssen sie dann für n + 1
beweisen. Die Summe von n + 1 Vektoren kann man u = u1 + · · ·+ un und v = un+1 aufteilen. Es gilt
dann

|u + v| = |u1 + · · · + un + un+1|
und

|u1 + · · · + un| = |u1| + · · · + |un|.
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Aus der Induktionsannahme folgt dann, dass die Vektoren u1, . . . , un positive Vielfache eines Ein-
heitsvektors u sind, ui = |ui|c. Es ist dann

u = u1 + · · · + un =

( n∑

i=1

|ui|
)
.

Aus der gewöhnlichen Dreiecksungleichung, angewendet auf u und v folgt jetzt, dass v ebenfalls ein
nichtnegatives Vielfaches von c ist. Damit ist der Induktionsschritt vollzogen. �

Satz 9.23. Seien a1, . . . , an positive Zahlen und ui ∈ C derart, dass
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

aiui

∣∣∣∣∣ =

n∑

i=1

ai|ui|,

dann gibt es eine komplexe Zahl c und einen nichtnegativen Vektor v derart, dass u = cv.

Der Satz besagt, dass die komplexen Komponenten ui alle das gleiche Argument haben. Die
motiviert den nachstehenden geometrischen Beweis des Satzes.

Beweis. Wer stellen uns die komplexen Zahlen ui als Vektoren in der zweidimensionalen Gaus-
sschen Ebene vor. Dann ist die Aussage nichts anderes als ein Spezialfall von Satz 9.22 für den
zweidimensionalen reellen Vektorraum C. �

9.3.3 Der Satz von Perron-Frobenius
Wir sind an den Eigenwerten und Eigenvektoren einer positiven oder primitiven Matrix interessiert.
Nach Definition des Spektralradius %(A) muss es einen Eigenvektor zu einem Eigenwert λmit Betrag
|λ| = %(A) geben, aber a priori wissen wir nicht, ob es einen reellen Eigenwert vom Betrag %(A) gibt,
und ob der Eigenvektor dazu reell ist.

In Abbildung 9.8 kann man sehen, dass eine positive Abbildung den positiven Oktanten in einen
etwas engeren Kegel hinein abbildet. Iteriert man dies (Abbildung 9.10), wird die Bildmenge immer
enger, bis sie nur ein sehr enger Kegel um die Richtung des Eigenvektors ist. Tatsächlich kann man
aus dieser Idee auch einen topologischen Beweis des untenstehenden Satzes von Perron-Frobenius
konstruieren. Er beruht darauf, dass eine Abbildung, die Distanzen verkleinert, einen Fixpunkt hat.
Die Konstruktion einer geeigneten Metrik ist allerdings eher kompliziert, weshalb wir im Beweise
der nachstehenden Aussagen den konventionellen Weg wählen.

Wir beginnen damit zu zeigen, dass für positive Matrizen A, nichtnegative Eigenvektoren zu
Eigenwerten λ , 0 automatisch positiv sind. Ausserdem müssen die zugehörigen Eigenwerte sogar
positiv sein.

Satz 9.24. Sei A eine positive Matrix und u ein nichtnegativer Eigenvektor zum Eigenwert λ , 0.
Dann ist u ein positiver Vektor und λ > 0.

Beweis. Nach dem Korollar 9.21 folgt, dass Au > 0 ein positiver Vektor ist, es sind also alle Kompo-
nenten positiv. Der Vektor u ist aber auch ein Eigenvektor, es gilt also λu = Au. Da alle Komponenten
von Au positiv sind, müssen auch alle Komponenten von λu positiv sein. Das ist nur möglich, wenn
λ > 0. �

Satz 9.25. Sei A eine positive Matrix und v ein Eigenvektor von A zu einem Eigenwert λ mit Be-
trag |λ| = %(A), dann ist der Vektor u mit den Komponenten ui = |vi| ein positiver Eigenvektor zu
Eigenwert %(A).
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Abbildung 9.10: Die Iteration einer positiven Matrix bildet den positiven Oktanten in immer enger
werdende Kegel ab, die die Richtung des gesuchten Eigenvektors gemeinsam haben.

Beweis. Es gilt natürlich auch, dass

(Au)i =

n∑

j=1

ai ju j =

n∑

j=1

|ai jv j| ≥
∣∣∣∣∣

n∑

j=1

ai jv j

∣∣∣∣∣ = |(Av)i| = |λvi| = %(A)|vi| = %(A)ui,

oder Au ≥ %(A)u. Wir müssen zeigen, dass sogar Au = %(A)u gilt. Wir nehmen daher an, dass
Au , %(A)u ist, und führen dies zu einem Widerspruch.

Da %(A)u ein nichtnegativer Vektor ist, können wir den Vergleichstrick Satz 9.20, auf die beiden
Vektoren Au und %(A)u anwenden. Wir schliessen A2u > %(A)Au.

Mit dem Trenntrick Satz 9.19 können wir jetzt eine Zahl ϑ > 1 finden derart, dass

A2u ≥ ϑ%(A)Au

ist. Durch weitere Anwendung von A findet man

A3u ≥ (ϑ%(A))2Au
...

Ak+1u ≥ (ϑ%(A))kAu
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Daraus kann man jetzt die Norm abschätzen:

‖Ak‖ |Au| ≥ ‖Ak+1u‖ ≥ (ϑ%(A))k |Au| ⇒ ‖Ak‖ ≥ (ϑ%(A))k

⇒ ‖Ak‖ 1
k ≥ ϑ%(A)

⇒ lim
k→∞
‖Ak‖ 1

k ≥ ϑ%(A)

⇒ %(A) ≥ ϑ%(A)

Wegen ϑ > 1 ist dies aber gar nicht möglich. Dieser Widerspruch zeigt, dass u = v sein muss,
insbesondere ist v ein nichtnegativer Eigenvektor. �

Satz 9.26. Sei A eine positive Matrix und v ein Eigenvektor zu einem Eigenwert λ mit Betrag |λ| =
%(A). Dann ist λ = %(A).

Beweis. Nach Satz 9.25 ist der Vektor u mit den Komponenten ui = |vi| ein positiver Eigenvektor
zum Eigenwert %(A). Aus der Eigenvektorgleichung für u folgt

Au = %(A)u ⇒
n∑

j=1

ai j|v j| = %(A)|vi|. (9.12)

Anderseits ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert λ, also gilt

n∑

j=1

ai jv j = λvi.

Der Betrag davon ist ∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai jv j

∣∣∣∣∣ = |λvi| = %(A)|vi| = %|vi|. (9.13)

Die beiden Gleichungen (9.12) und (9.13) zusammen ergeben die Gleichung

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai jv j

∣∣∣∣∣ =

n∑

j=1

ai j|v j|.

Nach der verallgemeinerten Dreiecksungleichung Satz 9.3.2 folgt jetzt, dass es eine komplexe Zahl
c vom Betrag 1 gibt derart, dass v j = |v j|c = u jc. Insbesondere ist v = cu und damit ist

λv = Av = Acu = cAu = c%(A)u = %(A)v,

woraus λ = %(A) folgt. �

Satz 9.27. Der Eigenraum einer positiven Matrix A zum Eigenwert %(A) ist eindimensional.

Beweis. Sei u der bereits gefundene Eigenvektor von A zum Eigenwert %(A) und sei v ein weiterer,
linear unabhängiger Eigenvektor zum gleichen Eigenwert. Da A und %(A) reell sind, sind auch die
Vektoren <v und =v aus den Realteilen <vi oder den Imaginärteilen =vi Eigenvektoren. Beide
Vektoren sind reelle Vektoren und mindestens einer davon ist mit u linear unabhängig. Wir dürfen
daher annehmen, dass v ein linear unabhängiger Eigenvektor zum Eigenwert %(A) ist.
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Weil wir wissen, dass u ein positiver Vektor ist, gibt es einen grösstmöglichen Faktor c > 0
derart, dass u ≥ cv oder u ≥ cv. Insbesondere verschwindet mindestens eine Komponente von u−cv.
Da u und v Eigenvektoren zum Eigenwert %(A) sind, ist

A(u − cv) = %(A)(u − cv).

Der Vektor auf der rechten Seite hat mindestens eine verschwindende Komponente. Der Vektor auf
der linken Seite ist nach Vergleichstrick Satz 9.20

A(u − cv) > 0,

alle seine Komponenten sind > 0. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme, es gäbe einen von
u linear unabhängigen Eigenvektor zum Eigenwert %(A) nicht haltbar ist. �

Satz 9.28. Der verallgemeinerte Eigenraum zum Eigenwert %(A) einer positiven Matrix A ist eindi-
mensional. Ist u der Eigenvektor von A zum Eigenwert %(A) nach Satz 9.27 und pt der entsprechende
Eigenvektor At, dann ist

Rn = 〈u〉 ⊕ {x ∈ Rn | px = 0} = 〈u〉 ⊕ ker p

eine Zerlegung in invariante Unterräume von A.

Beweis. Die beiden Vektoren x und p sind beide positiv, daher ist das Produkt pu , 0. Insbesondere
ist u < ker p

Es ist klar, dass A〈u〉 = 〈Au〉 = 〈u〉 ein invarianter Unterraum ist. Für einen Vektor x ∈ Rn mit
px = 0 erfüllt das Bild Ax

p(Ax) = (pA)x = (At pt)t x = %(A)(pt)t x = %(A)px = 0,

somit ist A ker p ⊂ ker p. Beide Räume sind also invariante Unteräume.
ker p ist (n − 1)-dimensional, 〈u〉 ist eindimensional und u ist nicht in ker p enthalten. Folglich

spannen 〈u〉 und ker p den ganzen Raum auf.
Gäbe es einen weitern linear unabhängigen Vektor im verallgemeinerten Eigenraum von E%(A),

dann müsste es auch einen solchen Vektor in ker p geben. Da ker p invariant ist, müsste es also auch
einen weiteren Eigenvektor u2 zum Eigenwert %(A) in ker p geben. Die beiden Vektoren u und u1
sind dann beide Eigenvektoren, was nach Satz 9.27 nicht möglich ist. �

Die in den Sätzen 9.25 bis 9.28 gefundenen Resultate können wir folgt zusammengefasst werden:

Satz 9.29 (Perron-Frobenius). Sei A eine positive Matrix mit Spektralradius %(A). Dann gibt es einen
positiven Eigenvektor zum Eigenwert %(A), mit geometrischer und algebraischer Vielfachheit 1.

Beispiel. In der Google-Matrix mit freiem Willen nach (9.4) enthält den Term ((1 − α)/N)UU t. Die
Matrix UU t ist eine Matrix aus lauter Einsen, der Term ist also für α < 1 eine positive Matrix. Die
Google-Matrix ist daher eine positive Matrix. Nach dem Satz von Perron-Frobenius ist die Grenz-
verteilung eindeutig bestimmt. ©

Der Satz 9.29 von Perron-Frobenius kann auf primitive Matrizen verallgemeinert werden.

Satz 9.30. Sei A ein primitive, nichtnegative Matrix. Dann ist %(A) der einzige Eigenwert vom Betrag
%(A) und er hat geometrische und algebraische Vielfachheit 1.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein n derart, dass An > 0. Für An gelten die Resultate von
Satz 9.29.

XXX TODO �
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9.4 Das Paradoxon von Parrondo

Das Paradoxon von Parrondo ist ein der Intuition widersprechendes Beispiel für eine Kombination
von Spielen mit negativer Gewinnerwartung, deren Kombination zu einem Spiel mit positiver Ge-
winnerwartung führt. Die Theorie der Markov-Ketten und der zugehörigen Matrizen ermöglicht eine
sehr einfache Analyse.

9.4.1 Die beiden Teilspiele

Das Spiel A

Das Spiel A besteht darin, eine Münze zu werfen. Je nach Ausgang gewinnt oder verliert der Spieler
eine Einheit. Sei X die Zufallsvariable, die den gewonnen Betrag beschreibt. Für eine faire Münze
ist die Gewinnerwartung in diesem Spiel natürlich E(X) = 0. Wenn die Wahrscheinlichkeit für
einen Gewinn 1 + e ist, dann muss die Wahrscheinlichkeit für einen Verlust 1 − e sein, und die
Gewinnerwartung ist E(X) = 1 · P(X = 1) + (−1) · P(X = −1) = 1 + e + (−1)(1 − e) = 2e. Die
Gewinnerwartung ist also genau dann negativ, wenn e < 0 ist.

Das Spiel B

Das zweite Spiel B ist etwas komplizierter, da der Spielablauf vom aktuellen Kapital K des Spielers
abhängt. Wieder gewinnt oder verliert der Spieler eine Einheit, die Gewinnwahrscheinlichkeit hängt
aber vom Dreierrest des Kapitals ab. Sei Y die Zufallsvariable, die den Gewinn beschreibt. Ist K
durch drei teilbar, ist die Gewinnwahrscheinlichkeit 1

10 , andernfalls ist sie 3
4 . Formell ist

P(Y = 1|K durch 3 teilbar) =
1
10

P(Y = 1|K nicht durch 3 teilbar) =
3
4

(9.14)

Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit für einen Gewinn in zwei der Fälle recht gross, in einem
Fall aber sehr klein.

Übergangsmatrix im Spiel B

Für den Verlauf des Spiels spielt nur der Dreierrest des Kapitals eine Rolle. Es gibt daher drei mög-
liche Zustände 0, 1 und 2. In einem Spielzug finde ein Übergang in einen anderen Zustand statt, der
Eintrag bi j ist die Wahrscheinlichkeit

bi j = P(K ≡ i|K ≡ j),

dass ein Übergang vom Zustand j in den Zustand i stattfindet. Die Matrix ist

B =


0 1

4
3
4

1
10 0 1

4
9

10
3
4 0

 .
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3
4

1
4

1
4

3
4

9
10

1
10

0

21

Abbildung 9.11: Zustandsdiagramm für das Spiel B, Zustände sind die Dreierreste des Kapitals.

Gewinnerwartung in einem Einzelspiel B

Die Gewinnerwartung einer einzelnen Runde des Spiels B hängt natürlich ebenfalls vom Ausgangs-
kapital ab. Mit den Wahrscheinlichkeiten von (9.14) findet man die Gewinnerwartung

E(Y |K durch 3 teilbar) = 1 · P(Y = 1|K ≡ 0 mod 3) + (−1) · P(Y = −1|K ≡ 0 mod 3)

=
1

10
− 9

10
= − 8

10
E(Y |K nicht durch 3 teilbar) = 1 · P(Y = 1|K . 0 mod 3) + (−1) · P(Y = −1|K . 0 mod 3)

=
3
4
− 1

4
=

1
2
.

(9.15)
Falls K durch drei teilbar ist, muss der Spieler also mit einem grossen Verlust rechnen, andernfalls
mit einem moderaten Gewinn.

Ohne weiteres Wissen über das Anfangskapital ist es zulässig anzunehmen, dass die drei mögli-
chen Reste die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Die Gewinnerwartung in diesem Fall ist dann

E(Y) = E(Y |K durch 3 teilbar) · 1
3

+ E(Y |K nicht durch 3 teilbar) · 2
3

= − 8
10
· 1

3
+

1
2
· 2

3
= − 8

30
+

10
30

=
2
30

=
1

15
. (9.16)

Unter der Annahme, dass alle Reste die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, ist das Spiel also ein
Gewinnspiel.

Die Berechnung der Gewinnerwartung in einem Einzelspiel kann man wie folgt formalisieren.
Die Matrix B gibt die Übergangswahrscheinlichkeiten zwischen verschiedenen Zuständen. Die Ma-
trix

G =


0 −1 1
1 0 −1
−1 1 0



gibt die Gewinne an, die bei einem Übergang anfallen. Die Matrixelemente gi jbi j des Hadamard-
Produktes G � B von G mit B enthält in den Spalten die Gewinnerwartungen für die einzelnen
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Übergänge aus einem Zustand. Die Summe der Elemente der Spalte j enthält die Gewinnerwartung

E(Y |K ≡ j) =

2∑

i=0

gi jbi j

für einen Übergang aus dem Zustand j. Man kann dies auch als einen Zeilenvektor schreiben, der
durch Multiplikation der Matrix G � B mit dem Zeilenvektor U t =

(
1 1 1

)
entsteht:

(
E(Y |K ≡ 0) E(Y |K ≡ 1) E(Y |K ≡ 2)

)
= U tG � B.

Die Gewinnerwartung ist dann das Produkt

E(Y) =

2∑

i=0

E(Y |K ≡ i)pi = U t(G � B)p.

Tatsächlich ist

G � B =


0 − 1

4
3
4

1
10 0 − 1

4
− 9

10
3
4 0

 und U tG � B =
(
− 8

10
1
2

1
2

)
.

Dies stimmt mit den Erwartungswerten in (9.15) überein. Die gesamte Geinnerwartung ist dann

(G � B)



1
3
1
3
1
3

 =
(
− 8

10
1
2

1
2

) 1
3

U =
1
3

(
− 8

10
+

1
2

+
1
2

)
=

1
3
· 2

10
=

1
15
, (9.17)

dies stimmt mit (9.16) überrein.

Das wiederholte Spiel B

Natürlich spielt man das Spiel nicht nur einmal, sondern man wiederholt es. Es ist verlockend anzu-
nehmen, dass die Dreierreste 0, 1 und 2 des Kapitals immer noch gleich wahrscheinlich sind. Dies
braucht jedoch nicht so zu sein. Wir prüfen die Hypothese daher, indem wir die Wahrscheinlichkeit
für die verschiedenen Dreierreste des Kapitals in einem interierten Spiels ausrechnen.

Das Spiel kennt die Dreierreste als die drei für das Spiel ausschlaggebenden Zuständen. Das Zu-
standsdiagramm 9.11 zeigt die möglichen Übergänge und ihre Wahrscheinlichkeiten, die zugehörige
Matrix ist

B =


0 1

4
3
4

1
10 0 1

4
9
10

3
4 0



Die Matrix B ist nicht negativ und man kann nachrechnen, dass B2 > 0 ist. Damit ist die Perron-
Frobenius-Theorie von Abschnitt 9.3 anwendbar.

Ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 kann mit Hilfe des Gauss-Algorithmus gefunden werden:

−1 1
4

3
4

1
10 −1 1

4
9
10

3
4 −1

→
1 − 1

4 − 3
4

0 − 39
40

13
40

0 39
40 − 13

40

→
1 − 1

4 − 3
4

0 1 − 1
3

0 0 0
→

1 0 − 5
6

0 1 − 1
3

0 0 0
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Daraus liest man einen möglichen Lösungsvektor mit den Komponenten 5, 2 und 6 ab. Wir suchen
aber einen Eigenvektor, der als Wahrscheinlichkeitsverteilung dienen kann. Dazu müssen sich die
Komponente zu 1 summieren, was man durch normieren in der l1-Norm erreichen kann:

p =


P(K ≡ 0)
P(K ≡ 1)
P(K ≡ 2)

 =
1

5 + 2 + 6


5
2
6

 =
1
13


5
2
6

 ≈

0.3846
0.1538
0.4615

 . (9.18)

Die Hypothese, dass die drei Reste gleich wahrscheinlich sind, ist also nicht zutreffend.
Die Perron-Frobenius-Theorie sagt, dass sich die Verteilung 9.18 nach einiger Zeit einstellt. Wir

können jetzt auch die Gewinnerwartung in einer einzelnen Runde des Spiels ausgehend von dieser
Verteilung der Reste des Kapitals berechnen. Dazu brauchen wir zunächst die Wahrscheinlichkeiten
für Gewinn oder Verlust, die wir mit dem Satz über die totale Wahrscheinlichkeit nach

P(Y = +1) = P(Y = +1|K ≡ 0) · P(K ≡ 0) + P(Y = +1|K ≡ 1) · P(K ≡ 1) + P(Y = +1|K ≡ 2) · P(K ≡ 2)

=
1

10
· 5

13
+

3
4
· 2

13
+

3
4
· 6

13

=
1

13

(1
2

+
3
2

+
9
2

)
=

13
26

=
1
2

P(Y = −1) = P(Y = −1|K ≡ 0) · P(K ≡ 0) + P(Y = −1|K ≡ 1) · P(K ≡ 1) + P(Y = −1|K ≡ 2) · P(K ≡ 2)

=
9

10
· 5

13
+

1
4
· 2

13
+

1
4
· 6

13

=
1

13

(9
2

+
1
2

+
3
2

)
=

1
2

berechnen können. Gewinn und Verlust sind also gleich wahrscheinlich, das Spiel B ist also ebenfalls
fair.

Auch diese Gewinnwahrscheinlichkeit kann etwas formeller mit dem Hadamard-Produkt berech-
net werden:

U t(G � B)p =
(
− 8

10
1
2

1
2

) 1
13


5
2
6

 = − 8
10
· 5

13
+

1
2
· 2

13
+

1
2
· 6

13
=

1
26

(−8 + 2 + 6) = 0,

wie erwartet.

Das modifizierte Spiel B̃

Wir modifizieren jetzt das Spiel B derart, dass die Wahrscheinlichkeiten für Gewinn um ε verringert
werden und die Wahrscheinlichkeiten für Verlust um ε vergrössert werden. Die Übergangsmatrix
des modifzierten Spiels B̃ ist

B̃ =


0 1

4 + ε 3
4 − ε

1
10 − ε 0 1

4 + ε
9

10 + ε 3
4 − ε 0

 = B + ε


0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0


︸             ︷︷             ︸

F

Wir wissen bereits, dass der Vektor p von (9.18) als stationäre Verteilung Eigenvektor zum Eigenwert
B ist, wir versuchen jetzt in erster Näherung die modifizierte stationäre Verteilung pε = p + εp1 des
modifizierten Spiels zu bestimmen.
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3
4 − ε1

4 + ε

1
4 + ε

3
4 − ε

9
10 + ε

1
10 − ε

0

21

Abbildung 9.12: Zustandsdiagramm für das modifizerte Spiel B̃, Zustände sind die Dreierreste des
Kapitals. Gegenüber dem Spiel B (Abbildung 9.11) sind die Wahrscheinlichkeiten für Verlust um ε
vergrössert und die Wahrscheinlichkeiten für Gewinn um ε verkleinert worden.

Gewinnerwartung im modifizierten Einzelspiel

Die Gewinnerwartung aus den verschiedenen Ausgangszuständen kann mit Hilfe des Hadamard-
Produktes berechnet werden. Wir berechnen dazu zunächst

G � B̃ = G � (B + εF) = G � B + εG � F mit G � F =


0 1 1
1 0 1
1 1 0

 .

Nach der früher dafür gefundenen Formel ist
(
E(Y |K ≡ 0) E(Y |K ≡ 1) E(Y |K ≡ 2)

)
= U t(G � B̃)

= U t(G � B) + εU t(G � F)

=
(
− 8

10
1
2

1
2

)
+ 2εU t

=
(
− 8

10 + 2ε 1
2 + 2ε 1

2 + 2ε
)
.

Unter der Annahme gleicher Wahrscheinlichkeiten für die Ausgangszustände, erhält man die Ge-
winnerwartung

E(Y) = U t(G � B̃)



1
3
1
3
1
3



= U t(G � B)
1
3

U + εU t(G � F)
1
3

U

=
1

15
+ 2ε

unter Verwendung der in (9.17) berechneten Gewinnerwartung für das Spiel B.
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Iteration des modifizierten Spiels

Der Gaussalgorithmus liefert nach einiger Rechnung, die man am besten mit einem Computeralge-
brasystem durchführt,

−1 1
4 + ε 3

4 − ε
1
10 − ε −1 1

4 + ε
9
10 + ε 3

4 − ε −1
→

1 0 − 65−40ε+80ε2

78+12ε+80ε2

0 0 − 26+12ε+80ε2

78+12ε+80ε2

0 0 0
,

woraus man die Lösung

p =


65 − 40ε + 80ε2

26 + 12ε + 80ε2

78 + 12ε + 80ε2



ablesen kann. Allerdings ist dies keine Wahrscheinlichkeitsverteilung, wir müssen dazu wieder nor-
mieren. Die Summe der Komponenten ist

‖p‖1 = 169 − 16ε + 240ε2.

Damit bekommen wir für die Lösung bis zur ersten Ordnung

pε =
1

169 − 16ε + 240ε2


65 − 40ε + 80ε2

26 + 12ε + 80ε2

78 + 12ε + 80ε2

 =
1
13


5
2
6

 +
ε

2197


−440
188
252

 + O(ε2).

Man beachte, dass der konstante Vektor der ursprüngliche Vektor p für das Spiel B ist. Der lineare
Term ist ein Vektor, dessen Komponenten sich zu 1 summieren, in erster Ordnung ist also die l1-
Norm des Vektors wieder ‖pε‖1 = 0 + O(ε2).

Mit den bekannten Wahrscheinlichkeiten kann man jetzt die Gewinnerwartung in einem einzeln
Spiel ausgehend von der Verteilung pε berechnen. Dazu braucht man das Hadamard-Produkt

G � B̃ = G =


0 −1 1
1 0 −1
−1 1 0

 �


0 1
4 + ε 3

4 − ε
1

10 − ε 0 1
4 + ε

9
10 + ε 3

4 − ε 0

 =


0 − 1

4 − ε 3
4 − ε

1
10 − ε 0 − 1

4 − ε
− 9

10 − ε 3
4 − ε 0



Wie früher ist der erwartete Gewinn

E(Y) = U t(G � B̃)pε

=
(
− 3

10 − 2ε 1
2 − 2ε 1

2 − 2ε
)

pε

= −ε · 294 − 48ε + 480ε2

169 − 16ε + 240ε2 = −294
169

ε + O(ε2).

Insbesondere ist also die Gewinnerwartung negativ für nicht zu grosse ε > 0. Das Spiel ist also ein
Verlustspiel.

9.4.2 Kombination der Spiele
Jetzt werden die beiden Spiele A und B zu einem neuen Spiel kombiniert. Für das Spiel A haben wir
bis jetzt keine Übergansmatrix aufgestellt, da das Kapital darin keine Rolle spielt. Um die beiden
Spiele kombinieren zu können brauchen wir aber die Übergansmatrix für die drei Zustände K ≡
0, 1, 2. Sie ist

A =


0 1

2
1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0

 .
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Das Spiel C

In jeder Durchführung des Spiels wird mit einem Münzwurf entschieden, ob Spiel A oder Spiel
B gespielt werden soll. Mit je Wahrscheinlichkeit 1

2 werden also die Übergansmatrizen A oder B
verwendet:

P(K ≡ i|K ≡ j) = A · P(Münzwurf Kopf) + B · P(Münzwurf Kopf) =
1
2

(A + B) =


0 3

8
5
8

3
10 0 3

8
7
10

5
8 0



Die Gewinnerwartung in einem Einzelspiel ist

E(Y) = U t(G �C)
1
3

U

= U t


0 − 3

8
5
8

3
10 0 − 3

8
− 7

10
5
8 0


1
3

U

=
(
− 2

5
1
4

1
4

) 1
3

U =
1
3

(
−2

5
+

1
4

+
1
4

)
= − 1

30

Das Einzelspiel ist also ein Verlustspiel.

Das iterierte Spiel C

Für das iterierte Spiel muss man wieder den Eigenvektor von C zum Eigenwert 1 finden, die Rech-
nung mit dem Gauss-Algorithmus liefert

p =
1

709


245
180
84

 .

Damit kann man jetzt die Gewinnwahrscheinlichkeit im iterierten Spiel berechnen, es ist

E(Y) = U t(G �C)p

=
(
− 2

5
1
4

1
4

) 1
709


245
180
84



=
−2 · 49 + 45 + 71

709
=

18
709

,

Das iteriert Spiel B ist also ein Gewinnspiel! Obwohl die Spiele A und B für sich alleine in der
iterierten Form keine Gewinnspiele sind, ist das kombinierte Spiel, wo man zufällig die beiden Spiel
verbindet immer ein Gewinnspiel.

Man kann statt des Spiels B auch das modifizierte Spiel B̃ verwenden, welches für kleine ε > 0
ein Verlustspiel ist. Die Analyse lässt sich in der gleichen Weise durchführen und liefert wieder, dass
für nicht zu grosses ε das kombinierte Spiel ein Gewinnspiel ist.
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Kapitel 10

Anwendungen in Kryptographie und
Codierungstheorie

Die algebraische Theorie der endlichen Körper hat sich als besonders nützliche herausgestellt in
der Krypographie. Die Eigenschaften dieser Körper sind reichhaltig genug, um kryptographsch wi-
derstandsfähige Algorithmen zu liefern, die auch in ihrer Stärke beliebig skaliert werden können.
Gleichzeitig liefert die Algebra auch eine effiziente Implementierung. In diesem Abschnitt soll dies
an einigen Beispielen gezeigt werden.

10.1 Arithmetik für die Kryptographie

10.1.1 Potenzieren

10.1.2 Rechenoperationen in Fp

10.1.3 Rechenoperationen in F2l

10.2 Kryptographie und endliche Körper

10.2.1 Potenzen in Fp und diskreter Logarithmus
Für kryptographische Anwendungen wird eine einfach zu berechnende Funktion benötigt, die ohne
zusätzliches Wissen, üblicherweise der Schlüssel genannt, nicht ohne weiteres umkehrbar ist. Die
arithmetischen Operationen in einem endlichen Körper sind mit geringem Aufwand durchführbar.
Für die “schwierigste” Operation, die Division, steht der euklidische Algorithmus zur Verfügung.

Die nächstschwierigere Operation ist die Potenzfunktion. Für g ∈ k und a ∈ N ist die Potenz
ga ∈ k natürlich durch die wiederholte Multiplikation definiert. In der Praxis werden aber g und a
Zahlen mit vielen Binärstellen sein, die die wiederholte Multiplikation ist daher sicher nicht effizient,
das Kriterium der einfachen Berechenbarkeit scheint also nicht erfüllt. Der folgende Algorithmus
berechnet die Potenz in O(log2 a Multiplikationen.

Algorithmus 10.1 (Divide-and-conquer). Sei a = a0 + a121 + a222 + · · ·+ ak2k die Binärdarstellung
der Zahl a.
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1. setze f = g, x = 1, i = 0

2. solange i ≥ k ist, führe aus

(a) falls ai = 1 setze x B x · f

(b) i B i + 1 und f B f · f

Die Potenz x = ga kann so in O(log2 a) Multiplikationen berechnet werden.

Beweis. Die Initalisierung in Schritt 1 stellt sicher, dass x den Wert g0 hat. Schritt 2b stellt sicher,
dass die Variable f immer den Wert g2i

hat. Im Schritt 2a wird zu x die Potenz gai2i
hinzumultipliziert.

Am Ende des Algorithmus hat daher x den Wert

x = ga020 · ga121 · ga222 · . . . · 2ak2k
= ga0+a12+a222+···+ak2k

= ga.

Die Schleife wird b1+ log2 abcmal durchlaufen. In jedem Fall wird auf jeden Fall die Multiplikation
in Schritt 2b durchgeführt und im schlimmsten Fall auch noch die Multiplikation in Schritt 2a. Es
werden also nicht mehr als 2b1 + log2 ac = O(log2 a) Multiplikationen durchgeführt. �

Beispiel. Man berechne die Potenz 72021 in Fp. Die Binärdarstellung von 2021 ist 202110 = 111111001012.
Wir stellen die nötigen Operationen des Algorithmus 10.1 in der folgenden Tabelle

i f ai x
0 7 1 7
1 49 0 7
2 1110 1 24
3 486 0 24
4 1234 0 24
5 667 1 516
6 785 1 977
7 418 1 430
8 439 1 284
9 362 1 819

10 653 1 333

Daraus liest man ab, dass 72021 = 333 ∈ F1291. ©
Die Tabelle suggeriert, dass die Potenzen von g “wild”, also scheinbar ohne System in Fp her-

umspringen. Dies deutet an, dass die Umkehrung der Exponentialfunktion in Fp schwierig ist. Die
Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, die Umkehrfunktion von x 7→ gx in Fp heisst der diskrete
Logarithmus. Tatsächlich ist der diskrete Logarithmus ähnlich schwierig zu bestimmen wie das Fak-
torisieren von Zahlen, die das Produkt grosser Primafaktoren ähnlicher Grössenordnung wie p sind.
Die Funktion x 7→ gx ist die gesuchte, schwierig zu invertierende Funktion.

Auf dern ersten Blick scheint der Algorithmus 10.1 den Nachteil zu haben, dass erst die Binär-
darstellung der Zahl a ermittelt werden muss. In einem Computer ist dies aber normalerweise kein
Problem, da a im Computer ohnehin binär dargestellt ist. Die Binärziffern werden in der Reihenfolge
vom niederwertigsten zum höchstwertigen Bit benötigt. Die folgende Modifikation des Algorithmus
ermittelt laufend auch die Binärstellen von a. Die dazu notwendigen Operationen sind im Binärsys-
tem besonders effizient implementierbar, die Division durch 2 ist ein Bitshift, der Rest ist einfach
das niederwertigste Bit der Zahl.
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Algorithmus 10.2. 1. Setze f = g, x = 1, i = 0

2. Solange a > 0 ist, führe aus

(a) Verwende den euklidischen Algorithmus um r und b zu bestimmen mit a = 2b + r

(b) Falls r = 1 setze x B x · f

(c) i B i + 1, a = b und f B f · f

Die Potenz x = ga kann so in O(log2 a) Multiplikationen berechnet werden.

10.2.2 Diffie-Hellman-Schlüsseltausch
Eine Grundaufgabe der Verschlüsselung im Internet ist, dass zwei Kommunikationspartner einen
gemeinsamen Schlüssel für die Verschlüsselung der Daten aushandeln können müssen. Es muss
davon ausgegangen werden, dass die Kommunikation abgehört wird. Trotzdem soll es für einen
Lauscher nicht möglich sein, den ausgehandelten Schlüssel zu ermitteln.

Die beiden Partner A und B einigen sich zunächst auf eine Zahl g, die öffentlich bekannt sein
darf. Weiter erzeugen sie eine zufällige Zahl a und b, die sie geheim halten. Das Verfahren soll aus
diesen beiden Zahlen einen Schlüssel erzeugen, den beide Partner berechnen können, ohne dass sie
a oder b übermitteln müssen. Die beiden Zahlen werden daher auch die privaten Schlüssel genannt.

Die Idee von Diffie und Hellman ist jetzt, die Werte x = ga und y = gb zu übertragen. In R
würden dadurch natürlich dem Lauscher auch a offenbart, er könnte einfach a = logg x berechnen.
Ebenso kann auch b als b = logg y erhalten werden, die beiden privaten Schlüssel wären also nicht
mehr privat. Statt der Potenzfunktion in R muss also eine Funktion verwendet werden, die nicht
so leicht umgekehrt werden kann. Die Potenzfunktion in Fp erfüllt genau diese Eigenschaft. Die
Kommunikationspartner einigen sich also auch noch auf die (grosse) Primzahl p und übermitteln
x = ga ∈ Fp und y = gb ∈ Fp.

Aus x und y muss jetzt der gemeinsame Schlüssel abgeleitet werden. A kennt y = gb und a,
B kennt x = ga und b. Beide können die Zahl s = gab ∈ Fp berechnen. A macht das, indem er
ya = (gb)a = gab rechnet, B rechnet xb = (ga)b = gab, beide natürlich in Fp. Der Lauscher kann
aber gab nicht ermitteln, dazu müsste er a oder b ermitteln können. Die Zahl s = gab kann also als
gemeinsamer Schlüssel verwendet werden.

10.2.3 Elliptische Kurven
Das Diffie-Hellman-Verfahren basiert auf der Schwierigkeit, in einem Körper Fp die Gleichung ax =

b nach x aufzulösen. Die Addition in Fp wird dazu nicht benötigt. Es reicht, eine Menge mit einer
Multiplikation zu haben, in der das die Gleichung ax = b schwierig zu lösen ist. Ein Gruppe wäre
also durchaus ausreichend.

Ein Kandidat für eine solche Gruppe könnte der Einheitskreis S 1 = {z ∈ C | |z| = 1} in der
komplexen Ebene sein. Wählt man eine Zahl g = eiα, wobei α ein irrationales Vielfaches von π
ist, dann sind alle Potenzen gn für natürliche Exponenten voneinander verschieden. Wäre nämlich
gn1 = gn2 , dann wäre eiα(n1−n2) = 1 und somit müsste α = 2kπ/(n1 − n2) sein. Damit wäre aber α
ein rationales Vielfaches von π, im Widerspruch zur Voraussetzung. Die Abbildung n 7→ gn ∈ S 1 ist
auf den ersten Blick etwa ähnlich undurchschaubar wie die Abbildung n 7→ gn ∈ Fp. Es gibt zwar
die komplexe Logarithmusfunktion, mit der man n bestimmen kann, dazu muss man aber den Wert
von gn mit beliebiger Genauigkeit kennen, denn die Werte von gn können beliebig nahe beieinander
liegen.
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öffentliches Netzwerk

privat privatp ∈ N, g ∈ Fp aushandeln

A B

a auswählen
x = ga ∈ Fp auswählen

b auswählen
y = gb ∈ Fp auswählen

x = ga y = gb

s = gab = ya ∈ Fp ausrechnen s = gab = xb ∈ Fp ausrechnen

A und B haben den gemeinsamen Schlüssel s

Abbildung 10.1: Schlüsselaustausch nach Diffie-Hellman. Die Kommunikationspartner A und B ei-
nigen sich öffentlich auf p ∈ N und g ∈ Fp. A wählt dann einen privaten Schlüssel a ∈ N und B
wählt b ∈ N, sie tauschen dann x = ga und y = gb aus. A erhält den gemeinsamen Schlüssel aus ya,
B erhält ihn aus xb.

Der Einheitskreis ist die Lösungsmenge der Gleichung x2 + y2 = 1 für reelle Koordinaten x
und y, doch Rundungsunsicherheiten verunmöglichen den Einsatz in einem Verfahren ähnlich dem
Diffie-Hellman-Verfahren. Dieses Problem kann gelöst werden, indem für die Variablen Werte aus
einem endlichen Körper verwendet werden. Gesucht ist also eine Gleichung in zwei Variablen, deren
Lösungsmenge in einem endlichen Körper eine Gruppenstruktur trägt. Die Lösungsmenge ist eine
“Kurve” von Punkten mit Koordinaten in einem endlichen Körper.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass sogenannte elliptische Kurven über endlichen Körpern
genau die verlangen Eigenschaften haben.

Elliptische Kurven

Elliptische Kurven sind Lösungen einer Gleichung der Form

Y2 + XY = X3 + aX + b (10.1)

mit Werten von X und Y in einem geeigneten Körper. Die Koeffizienten a und b müssen so gewählt
werden, dass die Gleichung (10.1) genügend viele Lösungen hat. Über den komplexen Zahlen hat
die Gleichung natürlich für jede Wahl von X drei Lösungen. Für einen endlichen Körper können
wir dies im allgemeinen nicht erwarten, aber wenn wir genügend viele Wurzeln zu F hinzufügen
können wir mindestens erreichen, dass die Lösungsmenge so viele Elemente hat, dass ein Versuch,
die Gleichung gx = b mittels Durchprobierens zu lösen, zum Scheitern verurteil ist.

Definition 10.3. Die elliptische Kurve Ea,b(k) über dem Körper k ist die Menge

Ea,b(k) = {(X,Y) ∈ k2 | Y2 + XY = X3 + aX + b},
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für a, b ∈ k.
Um die Anschauung zu vereinfachen, werden wir elliptische Kurven über dem Körper R visua-

lisieren. Die daraus gewonnenen geometrischen Einsichten werden wir anschliessend algebraisch
umsetzen. In den reellen Zahlen kann man die Gleichung (10.1) noch etwas vereinfachen. Indem
man in (10.1) quadratisch ergänzt, bekommt man

Y2 + XY +
1
4

X2 = X3 +
1
4

X2 + aX + b

⇒ v2 = X3 +
1
4

X2 + aX + b, (10.2)

indem man v = Y + 1
2 X setzt. Man beachte, dass man diese Substition nur machen kann, wenn 1

2
definiert ist. In R ist dies kein Problem, aber genau über den Körpern mit Charakteristik 2, die wir
für die Computer-Implementation bevorzugen, ist dies nicht möglich. Es geht hier aber nur um die
Visualisierung.

Auch die Form (10.2) lässt sich noch etwas vereinfachen. Setzt man X = u− 1
12 , dann verschwin-

det nach einiger Rechnung, die wir hier nicht durchführen wollen, der quadratische Term auf der
rechten Seite. Die interessierenden Punkte sind Lösungen der einfacheren Gleichung

v2 = u3 +

(
a − 1

48

)
u + b − a

12
+

1
864

= u3 + Au + B. (10.3)

In dieser Form ist mit (u, v) immer auch (u,−v) eine Lösung, die Kurve ist symmetrisch bezüglich der
u-Achse. Ebenso kann man ablesen, dass nur diejenigen u-Werte möglich sind, für die das kubische
Polynom u3 + Au + B auf der rechten Seite von (10.3) nicht negativ ist.

Sind u1, u2 und u3 die Nullstellen des kubischen Polynoms auf der rechten Seite von (10.3), folgt

v2 = (u − u1)(u − u2)(u − u3) = u3 − (u1 + u2 + u3)u2 + (u1u2 + u1u3 + u2u3)u − u1u2u3.

Durch Koeffizientenvergleich sieht man, dass u1 + u2 + u3 = 0 sein muss. Abbildung 10.2 zeigt eine
elliptische Kurve in der Ebene.

Geometrische Definition der Gruppenoperation

In der speziellen Form 10.3 ist die elliptische Kurve symmetrisch unter Spiegelung an der u-Achse.
Die Spiegelung ist eine Involution, zweimalige Ausführung führt auf den ursprünglichen Punkt zu-
rück. Die Inverse in einer Gruppe hat diese Eigenschaft auch, es ist daher naheliegend, den gespie-
gelten Punkt als die Inverse eines Elementes zu nehmen.

Eine Gerade durch zwei Punkte der in Abbildung 10.2 dargestellten Kurve schneidet die Kurve
ein drittes Mal. Die Gruppenoperation wird so definiert, dass drei Punkte der Kurve auf einer Gera-
den das Gruppenprodukt e haben. Da aus g1g2g3 = e folgt g3 = (g1g2)−1 oder g1g2 = g−1

3 , erhält man
das Gruppenprodukt zweier Elemente auf der elliptischen Kurve indem erst den dritten Schnittpunkt
ermittelt und diesen dann an der u-Achse spiegelt.

Die geometrische Konstruktion schlägt fehl, wenn g1 = g2 ist. In diesem Fall kann man die
Tangente im Punkt g1 an die Kurve verwenden. Dieser Fall tritt zum Beispiel auch in den drei
Punkten (u1, 0), (u2, 0) und (u3, 0) ein.

Um das neutrale Element der Gruppe zu finden, können wir zwei Punkte g und g−1 miteinander
verknüpfen. Die Gerade durch g und g−1 schneidet aber die Kurve kein drittes Mal. Ausserdem sind
alle Geraden durch g und g−1 für verschiedene g parallel. Das neutrale Element entspricht also einem
unendlich weit entfernten Punkt. Das neutrale Element entsteht immer dann als Produkt, wenn zwei
Punkte die gleiche u-Koordinaten haben.
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u

v

O
u1 u2 u3

g1

g2

g3

g1g2 = g−1
3

Abbildung 10.2: Elliptische Kurve in R in der Form v2 = u3 + Au + B mit Nullstellen u1, u2 und
u3 des kubischen Polynoms auf der rechten Seite. Die blauen Punkte und Geraden illustrieren die
Definition der Gruppenoperation in der elliptischen Kurve.

Gruppenoperation, algebraische Konstruktion

Nach den geometrischen Vorarbeiten zur Definition der Gruppenoperation kann können wir die Kon-
struktion jetzt algebraisch umsetzen.

Zunächst überlegen wir uns wieder eine Involution, welche als Inverse dienen kann. Dazu be-
achten wir, dass die linke Seite der definierenden Gleichung

Y2 + XY = X3 − aX + b. (10.4)

auch als Y(Y + X) geschrieben werden kann. Die Abbildung Y 7→ −X − Y macht daraus

(−X − Y)(−X − Y + X) = (X + Y)Y,

dies ist also die gesuchte Involution.
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Seien also g1 = (x1, y1) und g2 = (x2, y2) zwei verschiedene Lösungen der Gleichung (10.4) Als
erstes brauchen wir eine Gleichung für die Gerade durch die beiden Punkte. Sei also l(X,Y) eine
Linearform derart, dass l(g1) = d und l(g2) = d für ein geeignetes d ∈ k. Dann gilt auch für die
Punkte

g(t) = tg1 + (1 − t)g2 ⇒ l(g(t)) = tl(g1) + (1 − t)l(g2) = tc + (1 − t)c = (t + 1 − t)c = c,

jeder Punkt der Geraden durch g1 und g2 lässt sich in dieser Form schreiben.
Setzt man jetzt g(t) in die Gleichung ein, erhält man eine kubische Gleichung in t, von der

wir bereits zwei Nullstellen kennen, nämlich 0 und 1. Die kubische Gleichung muss also durch
t und (t − 1) teilbar sein. Diese Berechnung kann man einfach in einem Computeralgebrasystem
durchführen. Das Polynom ist

p(t) =

Nach Division durch t(t − 1) erhält man als den Quotienten

q(t) = (y2 − y1)2 + (y2 − y1)(x2 − x1) + t(x2 − x1)3 − 2x3
2 + 3x1x2

2 − x3
1

und den Rest

r(t) = t(y2
1 + x1y1 − x3

1 − ax1 − b) + (1 − t)(y2
2 + x2y2 − x3

2 − ax2 − b).

Die Klammerausdrücke verschwinden, da die sie gleichbedeutend damit sind, dass die Punkte Lö-
sungen von (10.4) sind.

Für den dritten Punkt auf der Geraden muss t so gewählt werden, dass q(t) = 0 ist. Dies ist aber
eine lineare Gleichung mit der Lösung

t = − (y1 − y2)2 + (y2 − y1)(x2 − x1) − 2x3
2 + 3x1x2

2 − x3
1

(x2 − x1)3 .

Setzt man dies g(t) ein, erhält man für die Koordinaten des dritten Punktes g3 die Werte

x3 =
(y2 − y1)2(x2 − x1) + (y2 − y1)(x2 − x1)2 − (x4

2 + x4
1)

(x2 − x1)3 (10.5)

y3 =
(y2 − y1)3 + (x2 − x1)(y2 − y1)2 − (x2 − x1)3(y2 − y1) − (x2 − x1)2(x1y2 − x2y1)

(x2 − x1)3 (10.6)

Die Gleichungen (10.5) und (10.6) ermöglichen also, das Element g1g−1
2 zu berechnen. Interessant

daran ist, dass in den Formeln die Konstanten a und b gar nicht vorkommen.
Es bleibt noch der wichtige Fall des Quadrierens in der Gruppe zu behandeln, also den Fall

g1 = g2. In diese Fall sind die Formeln (10.5) und (10.6) ganz offensichtlich nicht anwendbar. Die
geometrische Anschauung hat nahegelegt, die Tangent an die Kurve im Punkt g1 zu nehmen. In R
würde man dafür einen Grenzübergang g2 → g1 machen, aber in einem endlichen Körper ist dies
natürlich nicht möglich.

Wir schreiben die Gerade als Parameterdarstellung in der Form t 7→ g(t) = (x1 + ut, y1 + vt) für
beliebige Parameter in k. Die Werte u1 und u2 müssen so gewählt werden, dass g(t) eine Tangente
wird. Setzt man g(t) in die Gleichung (10.4) ein, entsteht ein kubische Gleichung, die genau dann
eine doppelte Nullstelle bei 0 hat, wenn u, v die Tangentenrichtung beschreiben. Einsetzen von g(t)
in (10.4) ergibt die Gleichung

0 = −u3t3 + (−3u2x1 + v2 + uv)t2 + (2vy1 + uy1 − 3ux2
1 + vx1 − au)t + (y2

1 + x1y1 − x3
1 − ax1 − b)

(10.7)
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Damit bei t = 0 eine doppelte Nullstelle mussen die letzten beiden Koeffizienten verschwinden, dies
führt auf die Gleichungen

y2
1 + x1y1 = x3

1 + ax1 + b (10.8)

(2y1 + x1)v + (y1 − 3x2
1 − a)u = 0 (10.9)

Die erste Gleichung (10.8) drückt aus, dass g1 ein Punkt der Kurve ist, sie ist automatisch erfüllt.
Die zweite Gleichung (10.2.3) legt das Verhältnis von u und v, also die Tangentenrichtung fest.

Eine mögliche Lösung ist
u = x1 + 2y1

v = −y1 + 3x2
1 + a.

(10.10)

Der Quotient ist ein lineares Polynom in t, die Nullstelle parametrisiert den Punkt, der (g1)−2

entspricht. Der zugehörige Wert von t ist

t = −3u2x1 − v2 − uv
u3 . (10.11)

Setzt man und (10.10) in g(t) ein, erhält man sehr komplizierte Ausdrücke für den dritten Punkt.
Wir verzichten darauf, diese Ausdrücke hier aufzuschreiben. In der Praxis wird man in einem Körper
der Charakteristik 2 arbeiten. In diesem Körper werden alle geraden Koeffizienten zu 0, alle unge-
raden Koeffizienten werden unabhängig vom Vorzeichen zu 1. Damit bekommt man die folgenden,
sehr viel übersichtlicheren Ausdrücke für den dritten Punkt:

x = −y2
1 + x1y1 + x4

1 + x3
1 + ax1 − a2

x2
1

y =
y3

1 + (x2
1 + x1 + a)y2

1 + (x4
1 + a2)y1 + x6

1 + ax4
1 + ax3

1 + a2x2
1 + a2x1 + a3

x3
1

(10.12)

Damit haben wir einen vollständigen Formelsatz für die Berechnung der Gruppenoperation in der
elliptischen Kurve mindestens für den praktisch relevanten Fall einer Kurve über einem Körper der
Charakteristik 2.

Satz 10.4. Die elliptische Kurve

Ea,b(Fpl ) = {(X,Y) ∈ Fpl | Y2 + XY = X3 − aX − b}

trägt eine Gruppenstruktur, die wie folgt definiert ist:

1. Der Punkt (0, 0) entspricht dem neutralen Element.

2. Das inverse Element von (x, y) ist (−x,−y − x).

3. Für zwei verschiedene Punkte g1 und g2 kann g3 = (g1g2)−1 mit Hilfe der Formeln (10.5) und
(10.6) gefunden werden.

4. Für einen Punkt g1 kann g3 = g−2
1 in Charakteristik 2 mit Hilfe der Formeln (10.12) gefunden

werden.

Diese Operationen machen Ea,b(Fpl ) zu einer endlichen abelschen Gruppe.
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Beispiele

TODO: elliptische Kurven in IPsec: Oakley Gruppen

Diffie-Hellman in einer elliptischen Kurve

TODO: gx in einer elliptischen Kurve

10.3 Advanced Encryption Standard – AES

Eine wichtige Forderung bei der Konzeption des damals neuen Advanced Encryption Standard war,
dass darin keine “willkürlich” erscheinenden Operationen geben darf, bei denen der Verdacht ent-
stehen könnte, dass sich dahinter noch offengelegtes Wissen über einen möglichen Angriff auf den
Verschlüsselungsalgorithmus verbergen könnte. Dies war eine Schwäche des vor AES üblichen DES
Verschlüsselungsalgorithmus. In seiner Definition kommt eine Reihe von Konstanten vor, über deren
Herkunft nichts bekannt war. Die Gerüchteküche wollte wissen, dass die NSA die Konstanten aus
dem ursprünglichen Vorschlag abgeändert habe, und dass dies geschehen sei, um den Algorithmus
durch die NSA angreifbar zu machen.

Eine weiter Forderung war, dass die Sicherheit des neuen Verschlüsselungsstandards “skalier-
bar” sein soll, dass man also die Schlüssellänge mit der Zeit von 128 Bit auf 196 oder sogar 256 Bit
steigern kann. Der Standard wird dadurch langlebiger und gleichzeitig entsteht die Möglichkeit,
Sicherheit gegen Rechenleistung einzutauschen. Weniger leistungsfähige Systeme können den Al-
gorithmus immer noch nutzen, entweder mit geringerer Verschlüsselungsrate oder geringerer Sicher-
heit.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werde, wie sich die AES spezifizierten Operationen als mit der
Arithmetik der endlichen Körper beschreiben lassen.

10.4 Fehlerkorrigierende Codes nach Reed-Solomon

Jede Art von Datenübertragung muss sich mit dem Problem der Fehler befassen, die auf dem Über-
tragungskanal entstehen können. Die einfachste Lösung dieses Problem versucht, Fehler zu erkennen
und dann eine erneute Übermittelung zu veranlassen. Dies ist zum Beispiel bei der Datenübertragung
von einer Raumsonde wie Voyager 1 nicht möglich, die Signallaufzeit von der Sonde und wieder zu-
rück ist über 40 Stunden. Es ist auch nicht sinnvoll beim Lesen eines optischen Mediums wie einer
CD oder DVD, wenn ein Fehler durch eine Beschädigung der Oberfläche des Mediums verursacht
wird. Erneutes Lesen würde das Resultat auch nicht ändern. Es wird also eine Möglichkeit gesucht,
die Daten so zu codieren, dass ein Fehler nicht nur erkannt sondern auch korrigiert werden kann.

In diesem Abschnitt werden die algebraisch besonders interessanten Reed-Solmon-Codes be-
schrieben. Ihren ersten Einsatz hatten Sie bei den Voyager-Raumsonden, die 1977 gestartet wurden.
Sie befinden sich im Moment in einer Entfernung von Zum ersten mal kommerziell verwendet wur-
den sie für die optischen Medien CD und DVD.
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10.4.1 Was ist ein Code?

10.4.2 Reed-Solomon-Code

10.4.3 Decodierung

Übungsaufgaben

10.1. A und B einigen sich darauf, das Diffie-Hellman-Verfahren für p = 2027 durchzuführen und
mit g = 3 zu arbeiten. A verwenden a = 49 als privaten Schlüssel und erhält von B den öffentlichen
Schlüssel y = 1772. Welchen gemeinsamen Schlüssel verwenden A und B?

Lösung. Der zu verwendende gemeinsame Schlüssel ist gab = (gb)a = ya ∈ F2027. Diese Potenz
kann man mit dem Divide-and-Conquer-Algorithmus effizient berechnen. Die Binärdarstellung des
privaten Schlüssels von A ist a = 4910 = 1100012. Der Algorithmus verläuft wie folgt:

i g2i
ai x

0 3 1 3
1 9 0 3
2 81 0 3
3 480 0 3
4 1349 1 2020
5 1582 1 1088

Der gemeinsame Schlüssel ist daher s = 1088. ©
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Homologie

Mit der Inzidenzmatrix war es möglich, einen Graphen zu beschreiben und verschiedene interessante
Eigenschaften desselben zu berechnen. Damit können aber nur eindimensionale Strukturen analy-
siert werden: Es ist zum Beispiel nicht möglich, ein Dreieck vom Rand eines Dreiecks zu unter-
scheiden 11.1. Die Randkurve ist in einem Dreieck zusammenziehbar, aber sobald man das innere
des Dreiecks entfernt, ist die Randkurve nicht mehr zusammenziehbar. Dreieck und der Rand des
Dreiecks sind also grundsätzlich verschieden.

Die Inzidenzmatrix ordnet jeder Kante ihre beiden Endpunkte zu. Die Homologietheorie verall-
gemeinert diese Idee. Der sogenannte Randoperator ordnet jedem Dreieck, Tetraeder oder allgemein
jedem Simplex seinen Rand zu. Damit wird es möglich, das Dreieck vom Rand des Dreiecks zu
unterschieden.

11.1 Simplexe und simpliziale Komplexe
Die Idee, das Dreieck und seinen Rand zu unterscheiden verlangt, dass wir zunächst Dreiecke und
deren höherdimensionale Verallgemeinerungen, die sogenannten Simplizes entwickeln müssen.

11.1.1 Simplexe und Rand
Rand eines Dreiecks

Die Inzidenz-Matrix eines Graphen hat einer Kante die beiden Endpunkte mit verschiedenen Vor-
zeichen zugeordnet. Dieses Idee soll jetzt verallgemeinert werden. Der Rand des Dreiecks 4 in Ab-
bildung 11.1 besteht aus den Kanten P0P1, P1P2 und P0P2. Für eine algebraische Definition müssen
die Kanten offenbar eine Orientierung haben, die ist aber garantiert, da wir den Anfangs- und End-
punkten einer Kante verschiedene Vorzeichen gegeben haben. Dem Dreieck 4 werden dann die drei
Kanten k01, k02 und k12 zuogeordnet, aber mit zusätzlichen Vorzeichen, die die Orientierung festhal-
ten. Durchläuft man den Rand von 4 in der Reihenfolge P0P1P2, dann müssen die Kanten k12 und
k02 ein negatives Vorzeichen erhalten.

Wir können diese Zuordnung wieder mit einer Matrix ausdrücken.

k01:
k02:
k12:

∂ =


1
−1

1
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Homologie Simplexe und simpliziale Komplexe

P0

P1

P2

k01

k02
k12

P0

P1

P2

k01

k02
k12

4

Abbildung 11.1: Ein Dreieck 4 (rechts) und der Rand des Dreicks (links) sind mit den Methoden der
Graphentheorie nicht unterschiedbar. Als topologische Räume sind das Dreieck und sein Rand aber
ganz klar unterschiedbar: In einem Dreieck ist jeder geschlossene Pfad in einen Punkt zusammen-
ziehbar, aber die Randkurve ist nicht mehrzusammenziehbar, sobald man das innere des Dreiecks
entfernt.

Simplizes

Punkte, Kanten und Dreiecke sind die einfachsten Fälle sogenannter Simplizes. Wir formulieren die
Definition dieser Objekte auf eine Weise, die uns ermöglichen soll, sie auf beliebige Dimension zu
verallgemeinern.

Die Strecke, die die Punkte P und Q miteinander verbindet, kann beschrieben werden durch eine
Parametrisierung der Form

s1 : t 7→ t~p + (1 − t)~q = t0~p + t1~q, (11.1)

wobei die beiden positiven reellen Zahlen t0, t1 ∈ R die Bedingung t0 + t1 = 1 erfüllen. Für ein
eindimensionales Objekt brauchen wir also zwei Punkte und zwei positive Parameter, die sich zu 1
summieren. Die Mengen 41 = {(t0, t1) |ti ≥ 0, t0+t1 = 1} kann also ganz allgemein als Parameterraum
zur Beschreibung eindimensionalen Objektes mit den Endpunkten dienen. Eine Strecke ist also eine
Abbildung der Form

s1 : 41 → RN : (t0, t1) 7→ t0~p + t1~q, (11.2)

und der Rand besteht aus den Punkten s1(0) und s1(1), wobei der Anfangspunkt s1(0) mit einem
negativen Vorzeichen versehen wird.

Für höhere Dimensionen brauchen wir auf analoge Weise erst wieder einen geeigneten Parame-
terraum. Die Menge

4n = {(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 | ti ≥ 0, t0 + t1 + · · · + tn = 1}
beschreibt zum Beispiel für n = 2 ein Dreieck und für n = 3 ein Tetraeder.

Gegeben n + 1-Punkte P0, . . . , Pn mit Ortsvektoren ~p0, . . . , ~pn können wir eine Abbildung

sn : 4n → RN : (t0, . . . , tn) 7→ t0~p0 + t1~p1 + · · · + tn~pn (11.3)

Eine solche Abbildung verallgemeinert also den Begriff einer Strecke auf höhere Dimensionen.

Definition 11.1. Ein n-dimensionales Simplex oder n-Simplex ist eine stetige Abbildung sn : 4n →
X.

Die Ecken des n-Simplex 4n sind die Standardbasisvektoren in Rn+1. Mit ek bezeichnen wird die
Ecke, deren Koordinaten ti = 0 sind für k , i, ausser der Koordinaten tk, die den Wert tk = 1 hat.
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Rechnen mit Simplizes

Damit wir leichter mit Simplizes rechnen können, betrachten wir jedes Simplex als einen Basisvektor
eines abstrakten Vektorraumes. Zu einem n-Simplex gehören Vektorräume Cl für jede Dimension
l = 0 bis l = n. Der Vektorraum C0 besteht aus Linearkombinationen

C0 = {x0P0 + · · · + xnPn |xi ∈ R},

C0 ist ein n-dimensionaler Raum. Der Vektorraum C1 besteht aus Linearkombinationen der Kanten

C1 =

{∑

i< j

xi jki j

∣∣∣∣∣ xi j ∈ R
}
,

wobei ki j die Kante von der Ecke i zur Ecke j ist.
In Dimension l bezeichnen wir mit Cl den Vektorraum bestehend aus den Linearkombinationen

Cl =

{ ∑

i1<···<il

xi1...il si1...il

∣∣∣∣∣ si1...il ∈ R
}
,

wobei si1...il das Simplex mit den Ecken i1, . . . , il ist.
Für n = 1 gibt ist C1 ein eindimensionaler Vektorraum und C0 ist zweidimensional. Die Randab-

bildung, die einer Kante den Rand zuordnet, ist

∂ : C1 → C0 : s01 7→ 1 · s0 + (−1) · s1

und hat in den oben beschriebenden Basen die Matrix

∂ =

(
1
−1

)
.

Rand eines Simplex

Einem Simplex muss auch der Rand zugeordnet werden können. Setzt man in 42 den Parameter
tk = 0, dann erhält man die Kante, die der Ecke mit Nummer k gegenüberliegt. Für jedes k gibt es
also eine Abbildung

ik : 4n−1 → 4n : (t0, . . . , tn) 7→ (t0, . . . , tk−1, 0, tk, . . . , tn),

in die Kante gegenüber der Ecke ek. Dies ist auch die Art, wie Kanten des Dreiecks 4 in Abbil-
dung 11.1 orientiert wurden.

Für den Rand des 2-Simplexes mussten die Kanten mit alternierenden Vorzeichen zugeordnet
werden. Damit wird erreicht, dass jeder Punkt sowohl Endpunkt einer Kante und ausserdem An-
fangspunkt der nächsten Kannte ist. Diese Eigenschaft soll auch in höheren Dimensionen erhalten
bleiben. Die vier Dreiecke, die den Rand eines 3-Simplex ausmachen, müssen so orientiert werden,
dass jede Kante in beiden Richtungen durchlaufen wird.

Definition 11.2. Der Randoperator ordnet die Kanten eines n-Simplex mit alternierenden Vorzei-
chen zu, die Matrix ist
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Homologie Fixpunkte

11.1.2 Triangulation

11.2 Kettenkomplexe

11.2.1 Randoperator von Simplexen

11.2.2 Kettenkomplexe und Morphismen

11.3 Homologie

11.3.1 Homologie eines Kettenkomplexes

11.3.2 Induzierte Abbildung

11.3.3 Homologie eines simplizialen Komplexes

11.4 Exaktheit und die Mayer-Vietoris-Folge
Die Berechnung der Homologie-Gruppen ist zwar im Wesentlichen ein kombinatorisches Problem,
trotzdem ist eher aufwändig. Oft weiss man, wie sich toplogische Räume aus einfacheren Räumen
zusammensetzen lassen. Eine Mannigkfaltigkeit zum Beispiel wird durch die Karten definiert, also
zusammenziehbare Teilmengen von Rn, die die Mannigkfaltigkeit überdecken. Das Ziel dieses Ab-
schnittes ist, Regeln zusammenzustellen, mit denen man die Homologie eines solchen zusammen-
gesetzten Raumes aus der Homologie der einzelnen Teile und aus den “Verklebungsabbildungen”,
die die Teile verbinden, zu berechnen.

11.4.1 Kurze exakte Folgen von Kettenkomplexen

11.4.2 Schlangenlemma und lange exakte Folgen

11.4.3 Mayer-Vietoris-Folge

11.5 Fixpunkte
Zu jeder Abbildung f : X → X eines topologischen Raumes in sich selbst gehört die zugehörige
lineare Abbildung f∗ : H∗(X) → H∗(X) der Homologiegruppen. Diese linearen Abbildungen sind
im Allgemeinen viel einfacher zu analysieren. Zum Beispiel soll in Abschnitt 11.5.1 die Lefshetz-
Spurformel abgeleitet werden, die eine Aussagen darüber ermöglicht, ob eine Abbildung einen Fix-
punkt haben kann. In Abschnitt 11.5.2 wird gezeigt wie man damit den Browerschen Fixpunktsatz
beweisen kann, der besagt, dass jede Abbildung eines Einheitsballs in sich selbst immer einen Fix-
punkt hat.

11.5.1 Lefshetz-Spurformel

11.5.2 Brower-Fixpunktsatz

192



Teil II

Anwendungen und weiterführende
Themen
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Übersicht

Im zweiten Teil kommen die Teilnehmer des Seminars selbst zu Wort. Die im ersten Teil dargelegten
mathematischen Methoden und grundlegenden Modelle werden dabei verfeinert, verallgemeinert
und auch numerisch überprüft.
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Kapitel 12

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise für die korrekte Formatierung des Textes

• Absätze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfügt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

• Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
löscht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

• Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit ermöglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Änderungen in verschiedenen Sätzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

• Bilden Sie auch für Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Übersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

12.1 Teil 0
Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [verkehr:bibtex]. At vero eos et accusam
et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum
dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

12.2 Teil 1
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

∫ b

a
x2 dx =

[
1
3

x3
]b

a
=

b3 − a3

3
. (12.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

12.2.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
(??).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

12.3 Teil 2
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

12.3.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

12.4 Teil 3
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

12.4.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 13

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise für die korrekte Formatierung des Textes

• Absätze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfügt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

• Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
löscht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

• Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit ermöglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Änderungen in verschiedenen Sätzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

• Bilden Sie auch für Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Übersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

13.1 Teil 0
Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt
ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [multiplikation:bibtex]. At vero eos
et accusam et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est
Lorem ipsum dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

13.2 Teil 1
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

∫ b

a
x2 dx =

[
1
3

x3
]b

a
=

b3 − a3

3
. (13.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

13.2.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
(??).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

13.3 Teil 2
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

13.3.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

13.4 Teil 3
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

13.4.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 14

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise für die korrekte Formatierung des Textes

• Absätze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfügt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

• Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
löscht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

• Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit ermöglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Änderungen in verschiedenen Sätzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

• Bilden Sie auch für Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Übersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

14.1 Teil 0
Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt
ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [punktgruppen:bibtex]. At vero eos
et accusam et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est
Lorem ipsum dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

14.2 Teil 1
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

∫ b

a
x2 dx =

[
1
3

x3
]b

a
=

b3 − a3

3
. (14.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

14.2.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
(??).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

14.3 Teil 2
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

14.3.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

14.4 Teil 3
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

14.4.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 15

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise für die korrekte Formatierung des Textes

• Absätze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfügt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

• Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
löscht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

• Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit ermöglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Änderungen in verschiedenen Sätzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

• Bilden Sie auch für Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Übersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

15.1 Teil 0
Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt
ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [reedsolomon:bibtex]. At vero eos et
accusam et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est
Lorem ipsum dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

15.2 Teil 1
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

∫ b

a
x2 dx =

[
1
3

x3
]b

a
=

b3 − a3

3
. (15.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

15.2.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
(??).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

15.3 Teil 2
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

15.3.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

15.4 Teil 3
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

15.4.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 16

Iterierte Funktionsschemata

Alain Keller

Ein paar Hinweise für die korrekte Formatierung des Textes

• Absätze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfügt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

• Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
löscht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

• Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit ermöglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Änderungen in verschiedenen Sätzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

• Bilden Sie auch für Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Übersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

16.1 Teil 0
Mit der Hilfe von Iterierten Funktionsschemata lassen sich komplexe Bilder mit wenigen Funktionen
beschreiben.

16.2 Teil 1
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

∫ b

a
x2 dx =

[
1
3

x3
]b

a
=

b3 − a3

3
. (16.1)
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Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

16.2.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
(??).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

16.3 Teil 2

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

16.3.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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16.4 Teil 3
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

16.4.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 17

McEliece-Kryptosystem

Reto Fritsche

Ein paar Hinweise für die korrekte Formatierung des Textes

• Absätze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfügt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

• Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
löscht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

• Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit ermöglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Änderungen in verschiedenen Sätzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

• Bilden Sie auch für Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Übersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

17.1 Teil 0
Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [mceliece:bibtex]. At vero eos et accusam
et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum
dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

17.2 Teil 1
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

∫ b

a
x2 dx =

[
1
3

x3
]b

a
=

b3 − a3

3
. (17.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

17.2.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
(??).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

17.3 Teil 2
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

17.3.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

17.4 Teil 3
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

17.4.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 18

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise für die korrekte Formatierung des Textes

• Absätze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfügt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

• Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
löscht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

• Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit ermöglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Änderungen in verschiedenen Sätzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

• Bilden Sie auch für Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Übersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

18.1 Teil 0
Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [clifford:bibtex]. At vero eos et accusam
et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum
dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

18.2 Teil 1
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

∫ b

a
x2 dx =

[
1
3

x3
]b

a
=

b3 − a3

3
. (18.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

18.2.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
(??).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

18.3 Teil 2
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

18.3.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

18.4 Teil 3
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

18.4.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 19

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise für die korrekte Formatierung des Textes

• Absätze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfügt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

• Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
löscht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

• Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit ermöglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Änderungen in verschiedenen Sätzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

• Bilden Sie auch für Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Übersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

19.1 Teil 0
Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [spannung:bibtex]. At vero eos et accusam
et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum
dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

19.2 Teil 1
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

∫ b

a
x2 dx =

[
1
3

x3
]b

a
=

b3 − a3

3
. (19.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

19.2.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
(??).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

19.3 Teil 2
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

19.3.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

19.4 Teil 3
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

19.4.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 20

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise für die korrekte Formatierung des Textes

• Absätze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfügt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

• Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
löscht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

• Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit ermöglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Änderungen in verschiedenen Sätzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

• Bilden Sie auch für Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Übersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

20.1 Teil 0
Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [erdbeben:bibtex]. At vero eos et accusam
et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum
dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

20.2 Teil 1
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

∫ b

a
x2 dx =

[
1
3

x3
]b

a
=

b3 − a3

3
. (20.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

20.2.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
(??).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

20.3 Teil 2
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

20.3.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

20.4 Teil 3
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

20.4.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 21

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise für die korrekte Formatierung des Textes

• Absätze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfügt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

• Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
löscht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

• Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit ermöglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Änderungen in verschiedenen Sätzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

• Bilden Sie auch für Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Übersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

21.1 Teil 0
Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [munkres:bibtex]. At vero eos et accusam
et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum
dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

21.2 Teil 1
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

∫ b

a
x2 dx =

[
1
3

x3
]b

a
=

b3 − a3

3
. (21.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

21.2.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
(??).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

21.3 Teil 2
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

21.3.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

21.4 Teil 3
Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

21.4.1 De finibus bonorum et malorum
At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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