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Yorwort

Dieses Buch entstand im Rahmen des Mathematischen Seminars im Friihjahrssemester 2021 an
der Ostschweizer Fachhochschule in Rapperswil. Die Teilnehmer, Studierende der Studienginge fiir
Elektrotechnik, Informatik und Bauingenieurwesen der OST, erarbeiteten nach einer Einfithrung in
das Themengebiet jeweils einzelne Aspekte des Gebietes in Form einer Seminararbeit, iiber deren
Resultate sie auch in einem Vortrag informierten.

Im Friihjahr 2021 war das Thema des Seminars die Matrizen. Ziel war, die Vielfalt der Anwen-
dungsmoglichkeiten dieser einfachen Datenstruktur zu zeigen.

In einigen Arbeiten wurde auch Code zur Demonstration der besprochenen Methoden und Re-
sultate geschrieben, soweit moglich und sinnvoll wurde dieser Code im Github-Repository dieses
Kurse{] [buch:repo] abgelegt. Im genannten Repository findet sich auch der Source-Code dieses
Skriptes, es wird hier unter einer Creative Commons Lizenz zur Verfiigung gestellt.

lhttps ://github.com/AndreasFMueller/SeminarMatrizen.git


https://github.com/AndreasFMueller/SeminarMatrizen.git

Vorwort




Teil I

Grundlagen






Einleitung

Die Mathematik befasst sich neben dem Rechnen mit Zahlen, der Arithmetik, mit einer Vielzahl
von Abstraktionen, die oft tiberhaupt nichts mit Zahlen zu tun haben. Die Geometrie studiert zum
Beispiel Objekte wie Punkte, Geraden, Kreise und deren Beziehungen untereinander, die man de-
finieren kann ganz ohne das Wissen, was eine Zahl ist. Apollonius von Perga (262—190 BCE) hat
in seinem Buch iiber Kegelschnitte als erster einen algebraischen Zusammenhang zwischen Zahlen
festgestellt, die man also die Vorldufer heutiger Koordinaten eines Punktes ansehen konnte. Erst im
16. Jahrhundert entwickelte sich die Algebra allerdings weit genug, dass eine Algebraisierung der
Geometrie moglich wurde. Pierre de Fermat und René Descartes schufen die sogenannte analyti-
sche Geometrie. Das rechtwinklige Koordinatensystem, nach Descartes auch karteisches Koordina-
tensystem genannt, beschreibt Punkte als Zahlenpaare (x,y) und Kurven in der Ebene durch ihre
Gleichungen. Geraden konnen als Graphen der Funktion f(x) = ax + b oder als Losungsmenge
linearer Gleichungen wie ax + by = c verstanden werden. Eine Parabel kann als Graph einer quadra-
tischen Funktion f(x) = ax* + bx + ¢ dargestellt werden. Die Punkte (x, y) eines Kreises 16sen eine
Gleichung der Form
(= x)” + v —ym)® = 1%

Mit dieser einfachen Idee konnte jedes geometrische Problem in der Ebene in ein algebraisches
Problem iibersetzt werden und umgekehrt.

Die Algebraisierung macht allerdings auch klar, dass dem Aufbau des Zahlensystems mehr Be-
achtung geschenkt werden muss. Zum Beispiel beschreibt die Gleichung

PH+y-1)Y2=4

einen Kreis mit Radius 2 um den Punkt (0, 1). Der Kreis hat natiirlich zwei Schnittpunkte mit der x-
Achse, wie mit jeder Gerade, deren Abstand vom Mittelpunkt des Kreises kleiner ist als der Radius.
Schnittpunkte haben die Koordinaten (xs,0) und xs muss die Gleichung

G+O-1)Y=xi+1=4 = x: =3

erfiillen. Eine solche Losung ist nicht moglich, wenn man sich auf rationale Koordinaten xg € Q
beschrinkt, die Erweiterung auf reelle Zahlen ist notwendig.

Kapitel [I] iibernimmt die Aufgabe, die Zahlensysteme klar zu definieren und ihre wichtigsten
Eigenschaften zusammenzutragen. Sie bilden das Fundament aller folgenden Konstruktionen.

Die reellen Zahlen erweitern die rationalen Zahlen derart, dass damit zum Beispiel quaddratische
Gleichungen gelost werden konnen. Dies ist aber nicht die einzige mogliche Vorgehensweise. Die
Zahl @ = V2 ist ja nur ein Objekt, mit dem gerechnet werden kann wie mit jeder anderen Zahl, wel-
che aber die zusitzliche Rechenregel o = 2 erfiillt. Die Erweiterung von R zu den komplexen Zahl
verlangt nur, dass man der Menge R ein neues algebraisches Objekt i hinzufiigt, welches als spezielle
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Einleitung

Eigenschaft die Gleichung i* = —1 hat. Bei V2 hat die geometrische Anschauung suggeriert, dass es
eine solche Zahl “zwischen” den rationalen Zahlen gibt, aber fiir i gibt es keine solche Anschauung.
Die imaginire Einheit i erhielt daher auch diesen durchaus abwertend gemeinten Namen.

Die Zahlensysteme lassen sich also verstehen als einfachere Zahlensysteme, denen man zusitzli-
che Objekte mit besonderen algebraischen Eigenschaften hinzufiigt. Doch was sind das fiir Objekte?
Gibt es die iiberhaupt? Kann man deren Existenz einfach so postulieren, so wie man das mit i ge-
macht hat? Und was macht man, wenn man sich den néchsten “algebraischen Wunsch” erfiillen will,
auch einfach wieder die Existenz des neuen Objektes postulieren?

Komplexen Zahlen und Matrizen zeigen, wie das gehen konnte. Indem man vier rationale Zahlen
als 2 x 2-Matrix in der Form

A= (011 ﬂlz)
daz1 a4

gruppiert und die Rechenoperationen
A4 po | an), biy b\ _ [an +bu an+bp
ax axnl \by bxn ayi +by  ax +bxn
AB = (an alz) (bn blz) _ (anbn +apby  anbp+ alzbzz)

axy  anl\by bx a1biy + axnbs  ax b + axnbxn

definiert, kann man neue Objekte mit zum Teil bekannten, zum Teil aber auch ungewohnten alge-
braischen Eigenschaften bekommen. Die Matrizen der Form

a O
al—(o a)’ acQ

zum Beispiel erfiillen alle Regeln fiir das Rechnen mit rationalen Zahlen. Q kann man also als
Teilmenge des neuen “Zahlensystems” ansehen. Aber die Matrix

1=(1 %)
TS [ R P B

Das neue Objekt J ist ein explizit konstruiertes Objekt, welches genau die rechnerischen Eigenschaf-
ten der imagindren Einheit 7 hat.

Die imaginire Finheit ist nicht die einzige Grosse, die sich auf diese Weise konstruieren lésst.
Zum Beispiel erfiillt die Matrix

hat die Eigenschaft

I ( . . > (2 0\
W—(1 O) die Gleichung w —(0 2)-2[,

die Menge der Matrizen
a 2b
Q(V2) = {( b )

verhilt sich daher genau so wie die Menge der rationalen Zahlen, denen man ein “imaginéres” neues
Objekt V2 hinzugefiigt hat.

a,beQ}



Einleitung

Matrizen sind also ein Werkzeug, mit dem sich ein algebraisches Systeme mit fast beliebigen
Eigenschaften konstruieren lésst. Dies fiihrt zu einer Explosion der denkbaren algebraischen Struk-
turen. Kapitel 2]bringt etwas Ordnung in diese Vielfalt, indem die grundlegenden Strukturen charak-
terisiert und benannt werden.

In den folgenden Kapiteln sollen dann weitere algebraische Konstrukte studiert und mit Matrizen
realisiert werden. Den Anfang machen in Kapitel [3|die Polynome. Polynome beschreiben grundle-
gende algebraische Eigenschaften eines einzelnen Objektes, sowohl V2 wie auch i sind Losungen
einer Polynomgleichung.

Eine besondere Rolle spielen in der Mathematik die Symmetrien. Eine der frithesten Anwen-
dungen dieses Gedankens in der Algebra war die Uberlegung, dass sich die Nullstellen einer Po-
lynomgleichung permutieren lassen. Die Idee der Permutationsgruppe taucht auch in algebraischen
Konstruktionen wie der Determinanten auf. Tatsdchlich lassen sich Permutationen auch als Matrizen
schreiben und die Rechenregeln fiir Determinanten sind ein direktes Abbild gewisser Eigenschaften
von Transpositionen. Einmal mehr haben Matrizen erméglicht, ein neues Konzept in einer bekannten
Sprache auszudriicken.

Die Darstellungstheorie ist das Bestreben, nicht nur Permutationen, sondern beliebige Gruppen
von Symmetrien als Mengen von Matrizen darzustellen. Die abstrakten Symmetriegruppen erhal-
ten damit immer konkrete Realisierungen als Matrizenmengen. Auch kompliziertere Strukturen wie
Ringe, Korper oder Algebren lassen sich mit Matrizen realisieren. Aber die Idee ist nicht auf die
Geometrie beschrinkt, auch analytische oder kombinatorische Eigenschaften lassen sich in Matri-
zenstrukturen abbilden und damit neuen rechnerischen Behandlungen zugénglich machen.

Das Kapitel [1 1| illustriert, wie weit dieser Plan fithren kann. Die Konstruktion der Homologie-
gruppen zeigt, wie sich die Eigenschaften der Gestalt gewisser geometrischer Strukturen zunéchst
mit Matrizen, die kombinatorische Eigenschaften beschreiben, ausdriicken lassen. Anschliessend
konnen daraus wieder algebraische Strukturen gewonnen werden. Gestalteigenschaften werden da-
mit der rechnerischen Untersuchung zugéinglich.

Die folgenden Kapitel sollen zeigen, wie Matrizen der Schliissel dafiir sein konnen, fast jede
denkbare rechnerische Struktur zu verstehen und auch zum Beispiel fiir die Berechnung mit dem
Computer zu realisieren.
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Kapitel 1

Z.ahlen

Das Thema dieses Buches ist die Konstruktion interessanter mathematischer Objekte mit Hilfe von
Matrizen. Die Eintrige dieser Matrizen sind natiirlich Zahlen. Wir wollen von diesen grundlegenden
Bausteinen ausgehen. Dies schliesst natiirlich nicht aus, dass man auch Zahlenmengen mit Hilfe von
Matrizen beschreiben kann, wie wir es spiter fiir die komplexen Zahlen machen werden.

In diesem Kapitel sollen daher die Eigenschaften der bekannten Zahlensysteme der natiirlichen,
ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen nochmals in einer Ubersicht zusammengetragen
werden. Dabei wird besonderes Gewicht darauf gelegt, wie in jedem Fall einerseits neue Objekte
postuliert, andererseits aber auch konkrete Objekte konstruiert werden konnen.

1.1 Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind die Zahlen, mit denen wir zdhlen. Sie abstrahieren das Konzept der
Anzahl der Elemente einer endlichen Menge. Da die leere Menge keine Elemente hat, muss die
Menge der natiirlichen Zahlen auch die Zahl 0 enthalten. Wir schreiben

N={0,1,2,3,...}.

Peano-Axiome

Man kann den Zihlprozess durch die folgenden Axiome von Peano beschreiben:
1. 0eN.
2. Jede Zahl n € N hat einen Nachfolger n’ € N.
3. 0ist nicht Nachfolger einer Zahl.

4. Wenn zwei Zahlen n,m € N den gleichen Nachfolger haben, n’ = m’, dann sind sie gleich
n=nm.

5. Enthilt eine Menge X die Zahl 0 und mit jeder Zahl auch ihren Nachfolger, dann ist N C X.

9



Zahlen Natiirliche Zahlen

Vollstindige Induktion

Es letzte Axiom formuliert das Prinzip der vollstindigen Induktion. Um eine Aussage P(n) fiir alle
natiirlichen Zahlen n mit vollstandiger Induktion zu beweisen, bezeichnet man mit X die Menge
aller Zahlen, fiir die P(n) wahr ist. Die Induktionsverankerung beweist, dass P(0) wahr ist, dass also
0 € X. Der Induktionsschritt beweist, dass mit einer Zahl n € X auch der Nachfolger n’ € X ist.
Nach dem letzten Axiom ist N C X, oder anders ausgedriickt, die Aussage P(n) ist wahr fiir jede
natiirliche Zahl.

Addition

Aus der Nachfolgereigenschaft ldsst sich durch wiederholte Anwendung die vertrautere Addition
konstruieren. Um die Zahl » € N um m € N zu vermehren, also n + m auszurechnen, kann man
rekursive Regeln

n+0=n

n+m =mn+m)
festlegen. Nach diesen Regeln ist
543=542"=0G+2=0G+1")Y=(G+D)Y =((G+0))Y =W®O))).

Dies ist genau die Art und Weise, wie kleine Kinder Rechnen lernen. Sie Zéhlen von 5 ausgehend
um 3 weiter. Der dritte Nachfolger von 5 heisst iiblicherweise 8.

Die algebraische Struktur, die hier konstruiert worden ist, heisst eine Halbgruppe. Allerdings
kann man darin zum Beispiel nur selten Gleichungen 16sen, zum Beispiel hat 3 + x = 1 keine
Losung. Die Addition ist nicht immer umkehrbar.

Multiplikation

Es ist klar, dass auch die Multiplikation definiert werden kann, sobald die Addition definiert ist. Die
Rekursionsformeln

n-0=0

n-m' =n-m+n (1.1)
legen jedes Produkt von natiirlichen Zahlen fest, zum Beispiel
5:3=5-2=5-2+5=5-1"+5=5-1+5+5=5-0+5+5=5-0+5+5+5=5+5+5.
Doch auch beziiglich der Multiplikation ist N unvollstindig, die Beispielgleichung 3x = 1 hat keine
Losung in N.
Rechenregeln

Aus den Definitionen lassen sich auch die Rechenregeln ableiten, die man fiir die alltidgliche Rech-
nung braucht. Zum Beispiel kommt es nicht auf die Reihenfolge der Summanden oder Faktoren an.
Das Kommutativgesetz besagt

a+b=b+a und a-b=>b-a.

10



Zahlen Natiirliche Zahlen

Die Kommutativitit der Addition werden wir auch in allen weiteren Konstruktionen voraussetzen.
Die Kommutativitit des Produktes ist allerdings weniger selbstverstindlich und wird beim Matri-
zenprodukt nur noch fiir spezielle Faktoren zutreffen.

Eine Summe oder ein Produkt mit mehr als zwei Summanden bzw. Faktoren kann in jeder belie-
bigen Reihenfolge ausgewertet werden,

(a+b)y+c=a+b+c) und (a-b)y-c=a-(b-c)

dies ist das Assoziativgesetz. Es gestattet auch eine solche Summe oder ein solches Produkt einfach
alsa+ b+ cbzw. a- b - czu schreiben, da es ja keine Rolle spielt, in welcher Reihenfolge man die
Teilprodukte berechnet.

Die Konstruktion der Multiplikation als iterierte Addition mit Hilfe der Rekursionsformel (1)
hat auch zur Folge, dass die Distributivgesetze

a-(b+c)=ab+ac und (a + b)c = ac + bc

gelten. Bei einem nicht-kommutativen Produkt ist es hierbei notwendig, zwischen Links- und Rechts-
Distributivgesetz zu unterscheiden.

Die Distributivgesetze driicken die wohlbekannte Regel des Ausmultiplizierens aus. Ein Distri-
butivgesetz ist also grundlegend dafiir, dass man mit den Objekten so rechnen kann, wie man das in
der elementaren Algebra gelernt hat. Auch die Distributivgesetze sind daher Rechenregeln, die wir
in Zukunft immer dann fordern werden, wenn Addition und Multiplikation definiert sind. Sie gelten
immer fiir Matrizen.

Teilbarkeit

Die Losbarkeit von Gleichungen der Form ax = b mit a,b € N gibt Anlass zum sehr niitzlichen
Konzept der Teilbarkeit. Die Zahl b heisst teilbar durch a, wenn die Gleichung ax = b eine Losung
in N hat. Jede natiirlich Zahl 7 ist durch 1 und durch sich selbst teilbar, denn n - 1 = n. Andere Teiler
sind dagegen nicht selbstverstindlich. Die Zahlen

P=1{2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,...}

haben keine weiteren Teiler. Sie heissen Primzahlen. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist die na-
heliegende Arena fiir die Zahlentheorie.

Konstruktion der natiirlichen Zahlen aus der Mengenlehre

Die Peano-Axiome postulieren, dass es natiirliche Zahlen gibt. Es werden keine Anstrengungen
unternommen, die natiirlichen Zahlen aus noch grundlegenderen mathematischen Objekten zu kon-
struieren. Die Mengenlehre bietet eine solche Moglichkeit.

Da die natiirlichen Zahlen das Konzept der Anzahl der Elemente einer Menge abstrahieren, ge-
hort die leere Menge zur Zahl 0. Die Zahl 0 kann also durch die leere Menge 00 = {} wiedergegeben
werden.

Der Nachfolger muss jetzt als eine Menge mit einem Element konstruiert werden. Das einzige
mit Sicherheit existierende Objekt, das fiir diese Menge zur Verfiigung steht, ist . Zur Zahl 1 gehort
daher die Menge {0}, eine Menge mit genau einem Element. Stellt die Menge N die Zahl n dar, dann
konnen wir die zu n + 1 gehorige Menge N’ dadurch konstruieren, dass wir zu den Elemente von N
ein zusétzliches Element hinzufiigen, das noch nicht in N ist, zum Beispiel {N}:

N’ =N U{N}.
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Die natiirlichen Zahlen existieren also, wenn wir akzeptieren, dass es Mengen gibt. Die natiirli-
chen Zahlen sind dann nacheinander die Mengen

0=0

1=0U{0} =0U{0} ={0}
=1Uu{l} ={0}u{l} ={0,1}
=2U{2}={0,1} U {2} ={0,1,2}

Natiirliche Zahlen als Aquivalenzklassen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die natiirlichen Zahlen aus der leeren Menge schrittweise
sozusagen ‘“von unten” aufgebaut. Wir konnen aber auch eine Sicht “von oben” einnehmen. Da-
zu definieren wir, was eine endliche Menge ist und was es heisst, dass endliche Mengen gleiche
Michtigkeit haben.

Definition 1.1. Eine Menge A heisst endlich, wenn es jede injektive Abbildung A — A auch surjektiv
ist. Zwei endliche Mengen A und B heissen gleich michtig, in Zeichen A ~ B, wenn es eine Bijektion
A — B gibt.

Der Vorteil dieser Definition ist, dass sie die frither definierten natiirlichen Zahlen nicht braucht,
diese werden jetzt erst konstruiert. Dazu fassen wir in der Menge aller endlichen Mengen die gleich
michtigen Mengen zusammen, bilden also die Aquivalenzklassen der Relation ~.

Der Vorteil dieser Sichtweise ist, dass die natiirlichen Zahlen ganz explizit als die Anzahlen von
Elementen einer endlichen Menge entstehen. Eine natiirlich Zahl ist also eine Aquivalenzklasse [A]],
die alle endlichen Mengen enthilt, die die gleiche Michtigkeit wie A haben. Zum Beispiel gehort
dazu auch die Menge, die im vorangegangenen Abschnitt aus der leeren Menge aufgebaut wurde.

Die Michtigkeit einer endlichen Menge A ist die Aquivalenzklasse, in der die Menge drin ist:
|A| = [A] € N nach Konstruktion von N. Aus logischer Sicht etwas problematisch ist allerdings, dass
wir von der “Menge aller endlichen Mengen” sprechen ohne uns zu versichern, dass dies tatsichlich
eine zuldssige Konstruktion ist.

1.2 Ganze Zahlen

Die Menge der ganzen Zahlen 16st das Problem, dass nicht jede Gleichung der Form x + a = b
mit a,b € N eine Losung x € N hat. Dazu ist erforderlich, den natiirlichen Zahlen die negativen
Zahlen hinzuzufiigen, also wieder die Existenz neuer Objekte zu postulieren, die die Rechenregeln
weiterhin erfiillen.

Paare von natiirlichen Zahlen

Die ganzen Zahlen kdnnen konstruiert werden als Paare (u, v) von natiirlichen Zahlen u,v € N. Die
Paare der Form (u, 0) entsprechen den natiirlichen Zahlen, die Paare (0, v) sind die negativen Zahlen.
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Die Rechenoperationen sind wie folgt definiert:

(a,b) + (u,v) =(a+u,b+v)

(1.2)
(a,b) - (u,v) = (au + bv, av + bu)

Die Darstellung ganzer Zahlen als Paare von natiirlichen Zahlen findet man auch in der Buchhaltung,
wo man statt eines Vorzeichen Soll und Haben verwendet. Dabei kommt es nur auf die Differenz der
beiden Positionen an. Fiigt man beiden Positionen den gleichen Betrag hinzu, dndert sich nichts.
Viele der Paare (a, b) miissen also als dquivalent angesehen werden.

Aquivalenzrelation

Die Definition (T.2) erzeugt neue Paare, die wir noch nicht interpretieren konnen. Zum Beispiel ist
0=1+(-1)=(1,0)+(0,1) = (1, 1). Die Paare (1, #) miissen daher alle mit O identifiziert werden.
Es folgt dann auch, dass alle Paare von natiirlichen Zahlen mit “gleicher Differenz” den gleichen
ganzzahligen Wert darstellen, allerdings konnen wir das nicht so formulieren, da ja die Differenz
noch gar nicht definiert ist. Stattdessen gelten zwei Paare als dquivalent, wenn

(a,b) ~ (c,d) S a+d=c+b (1.3)

gilt. Diese Bedingung erhilt man, indem man zu a — b = ¢ — d die Summe b + d hinzuaddiert. Ein
ganzen Zahl z ist daher eine Menge von Paaren von natiirlichen Zahlen mit der Eigenschaft

(a,b)ez AN(d,b)ez & (a,b) ~ (d',b") & a+b =d +b.

Man nennt eine solche Menge eine Aquivalenzklasse der Relation ~.

Die Menge Z der ganzen Zahlen ist die Menge aller solchen Aquivalenzklassen. Die Menge der
natiirlichen Zahlen N ist in evidenter Weise darin eingebettet als die Menge der Aquivalenzklassen
von Paaren der Form (n, 0).

Entgegengesetzter Wert

Zu jeder ganzen Zahl z dargestellt durch das Paar (a, ) stellt das Paar (b, a) eine ganze Zahl dar mit
der Eigenschaft
z+b,a)=(a,b)+b+a)=(a+b,a+b)~ (0,0)=0. (1.4)

Die von (b, a) dargestellte ganze Zahl wird mit —z bezeichnet, die Rechnung (T.4)) ldsst sich damit
abgekiirzt als z + (—z) = 0 schreiben.
Losung von Gleichungen

Gleichungen der Form a = x+ b konnen jetzt fiir beliebige ganze Zahlen immer gelost werden. Dazu
schreibt man a, b € N als Paare und sucht die Losung in der Form x = (&, v). Man erhilt

(a,0) = (u,v) + (b,0)
(a+b,b)=(u+b,v)

Das Paar (u,v) = (a,b) ist eine Losung, die man normalerweise als a — b = (a,0) + (—(b,0)) =
(a,0) + (0,b) = (a, b) schreibt.
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Ring

Die ganzen Zahlen sind ein Beispiel fiir einen sogenannten Ring, eine algebraische Struktur in der
Addition, Subtraktion und Multiplikation definiert sind. Weitere Beispiel werden spéter vorgestellt,
der Ring der Polynome Z[X] in Kapitel [5|und der Ring der n x n-Matrizen in Kapitel 2} In einem
Ring wird nicht verlangt, dass die Multiplikation kommutativ ist, Matrizenringe sind nicht kommu-
tativ. Z ist ein kommutativer Ring ebenso sind die Polynomringe kommutativ. Die Theorie der nicht
kommutativen Ringe ist sehr viel reichhaltiger und leider auch komplizierter als die kommutative
Theorie.

1.3 Rationale Zahlen

In den ganzen Zahlen sind immer noch nicht alle linearen Gleichungen 16sbar, es gibt keine ganze
Zahl x mit 3x = 1. Die notige Erweiterung der ganzen Zahlen lernen Kinder noch bevor sie die
negativen Zahlen kennenlernen.

Wir konnen hierbei denselben Trick anwenden, wie schon beim Ubergang von den natiirlichen
zu den ganzen Zahlen. Wir kreieren wieder Paare (z,n), deren Elemente nennen wir Zdhler und
Nenner, wobei z,n € Z und zudem n # 0. Die Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation lauten

(a,b) + (c,d) = (ad + bc, bd) und (a,b) - (c,d) = (ac, bd).

Die ganzen Zahlen lassen sich als in dieser Darstellung als z — (z, 1) einbetten.
Ahnlich wie schon bei den ganzen Zahlen ist diese Darstellung aber nicht eindeutig. Zwei Paare
sind dquivalent, wenn sich deren beide Elemente um denselben Faktor unterscheiden,

(a,b) ~(¢c,d) o 3JA1e€eZ:Ada=cAAb=d.

Dass es sich hierbei wieder um eine Aquivalenzrelation handelt, lisst sich einfach nachpriifen.
Durch die neuen Regen gibt es nun zu jedem Paar (a, b) mit @ # 0 ein Inverses (b, a) beziiglich
der Multiplikation, wie man anhand der folgenden Rechnung sieht,

(a,b)-(b,a)=(a-b,b-a)=(a-b,a-b)~(1,1).

Briiche

Rationale Zahlen sind genau die Aquivalenzklassen dieser Paare (a, b) von ganzen Zahlen a und
b # 0. Da diese Schreibweise recht unhandlich ist, wird normalerweise die Notation als Bruch 5—7’
verwendet. Die Rechenregeln werden dadurch zu den wohlvertrauten

a c ad + bc d a ¢ ac
_ - = un —_— = —
b d bd b d bd
und die speziellen Briiche { und 1 erfiillen die Regeln
a 0 ad a a 0 O a l a
—+—= — ~ -, - —=— und — ==
b d bd b b ¢ bc b 1 b

Wir sind uns gewohnt, die Briiche % mit der Zahl O und } mit der Zahl 1 zu identifizieren.
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Kiirzen

Wie bei den ganzen Zahlen entstehen durch die Rechenregeln viele Briiche, denen wir den gleichen
Wert zuordnen mochten. Zum Beispiel folgt

ac a abc—abc 0

be b b B
wir miissen also die beiden Briiche als gleichwertig betrachten. Allgemein gelten die zwei Briiche
7 und ¢ als dquivalent, wenn ad — bc = 0 gilt. Dies ist gleichbedeutend mit der frither definierten
Aquivalenzrelation und bestiitigt, dass die beiden Briiche
ac a

E und E

als gleichwertig zu betrachten sind. Der Ubergang von links nach rechts heisst Kiirzen, der Ubergang
von rechts nach links heisst Erweitern. Eine rationale Zahl ist also eine Menge von Briichen, die
durch Kiirzen und Erweitern ineinander iibergefiihrt werden konnen.

Die Menge der Aquivalenzklassen von Briichen ist die Menge Q der rationalen Zahlen. In Q sind
Addition, Subtraktion und Multiplikation mit den gewohnten Rechenregeln, die bereits in Z gegolten
haben, uneingeschrinkt moglich.

Kehrwert

Zu jedem Bruch 3 ldsst sich der Bruch S, der sogenannte Kehrwert konstruieren. Er hat die Eigen-
schaft, dass

ab_a _,

b a ba
gilt. Der Kehrwert ist also das multiplikative Inverse, jede von O verschiedene rationale Zahl hat eine
Inverse.

Losung von linearen Gleichungen

Mit dem Kehrwert ldsst sich jetzt jede lineare Gleichung l6sen. Die Gleichung ax = b hat die Losung
u b
v a

au b lau 1b

ax = —-——-=—- = —_——— = ==

1v 1 alv al

Dasselbe gilt auch fiir rationale Koeffizienten @ und b. In der Menge Q kann man also beliebige
lineare Gleichungen l6sen.

Korper

Q ist ein Beispiel fiir einen sogenannten Korper, in dem die arithmetischen Operationen Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division moglich sind mit der einzigen Einschrinkung, dass nicht
durch 0 dividiert werden kann. Korper sind die natiirliche Biihne fiir die lineare Algebra, da sich
lineare Gleichungssysteme ausschliesslich mit den Grundoperation 16sen lassen.

Wir werden im Folgenden fiir verschiedene Anwendungszwecke weitere Korper konstruieren,
zum Beispiel die reellen Zahlen R und die rationalen Zahlen C. Wann immer die Wahl des Kdorpers
keine Rolle spielt, werden wir den Korper mit k bezeichnen.
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1.4 Reelle Zahlen

In den rationalen Zahlen lassen sich algebraische Gleichungen hoheren Grades immer noch nicht
16sen. Dass die Gleichung x> = 2 keine rationale Losung hat, ist schon den Pythagordern aufge-
fallen. Die geometrische Intuition der Zahlengeraden fiihrt uns dazu, nach Zahlen zu suchen, die
gute Approximationen fiir V2 sind. Wir konnen zwar keinen Bruch angeben, dessen Quadrat 2 ist,
aber wenn es eine Zahl V2 mit dieser Eigenschaft gibt, dann kénnen wir dank der Ordnungsrelation
feststellen, dass sie in all den folgenden, kleiner werdenden Intervallen

[1 3] [7 17
’29 5,12’

enthalten sein mussﬂ Jedes der Intervalle enthilt auch das nachfolgende Intervall, und die intervall-
lange konvergiert gegen 0. Eine solche Intervallschachtelung beschreibt also genau eine Zahl, aber
moglicherweise keine, die sich als Bruch schreiben lésst.

Die Menge R der reellen Zahlen kann man auch als Menge aller Cauchy-Folgen (a,),en betrach-
ten. Eine Folge ist eine Cauchy-Folge, wenn es fiir jedes € > 0 eine Zahl N(g) gibt derart, dass
la, — an| < € fir n,m > N(g). Ab einer geeigneten Stelle N(¢) sind die Folgenglieder also mit
Genauigkeit € nicht mehr unterscheidbar.

Nicht jede Cauchy-Folge hat eine rationale Zahl als Grenzwert. Da wir fiir solche Folgen noch
keine Zahlen als Grenzwerte haben, nehmen wir die Folge als eine mogliche Darstellung der Zahl.
Die Folge kann man ja auch verstehen als eine Vorschrift, wie man Approximationen der Zahl be-
rechnen kann.

Zwei verschiedene Cauchy-Folgen (a,).en und (b,),en konnen den gleichen Grenzwert haben.
So sind

41 99] [239 577]
29°701 1169’ 4081 "

3 7 17 41 99 239 577

an: ST TR Eo o T

b,: 1,1.4,1.41,1412,1.4142,1.41421,1.414213,1.4142135, ...

beide Folgen, die die Zahl \2 approximieren. Im Allgemeinen tritt dieser Fall ein, wenn |a, — b,
eine Folge mit Grenzwert O oder Nullfolge ist. Eine reelle Zahl ist also die Menge aller rationalen
Cauchy-Folgen, deren Differenzen Nullfolgen sind.

Die Menge R der reellen Zahlen kann man also ansehen als bestehend aus Mengen von Folgen,
die alle den gleichen Grenzwert haben. Die Rechenregeln der Analysis

lim(a, + b,) = lim a, + lim b, und lim a, - b, = lim a, - lim b,
n—oo n—o00 n—oo

n—oo n—oo n—oo

stellen sicher, dass sich die Rechenoperationen von den rationalen Zahlen auf die reellen Zahlen
iibertragen lassen.

1.5 Komplexe Zahlen
In den reellen Zahlen lassen sich viele algebraische Gleichungen 16sen. Andere, z. B. die Gleichung

X +1=0, (1.5)

'Die Niherungsbriiche konvergieren sehr schnell, sie sind mit der sogenannten Kettenbruchentwicklung der Zahl V2
gewonnen worden.

16



Zahlen Komplexe Zahlen

haben weiterhin keine Losung. Der Grund dafiir ist das Bestreben bei der Konstruktion der reellen
Zahlen, die Ordnungsrelation zu erhalten. Diese ermoglicht, Naherungsintervall und Intervallschach-
telungen zu definieren.

Die Ordnungsrelation sagt aber auch, dass x> > 0 ist fiir jedes x € R, so dass x>+ 1 > 0 sein muss.
Dies ist der Grund, warum die Gleichung [T.5] keine Losung in R haben kann. Im Umkehrschluss
folgt auch, dass eine Erweiterung der reellen Zahlen, in der die Gleichung 16sbar ist, ohne die
Ordnungsrelation auskommen muss. Es muss darin Zahlen geben, deren Quadrat negativ ist und der
Grossenvergleich dieser Zahlen untereinander ist nur eingeschrankt moglich.

Imaginire und komplexe Zahlen

Den reellen Zahlen fehlen also Zahlen, deren Quadrat negativ ist. Nach inzwischen bewéhrtem Mus-
ter konstruieren wird die neuen Zahlen daher als Paare (a, b). Die erste Komponente soll die bekann-
ten reellen Zahlen darstellen, deren Quadrat positiv ist. Die zweite Komponente soll fiir die Zahlen
verwendet werden, deren Quadrat negativ ist. Die Zahl, deren Quadrat —1 sein soll, bezeichnen wir
auch mit dem Paar (0, 1) und schreiben dafiir auch i = (0, 1) mit 2 = —1.

Die Rechenregeln sollen weiterhin erhalten bleiben, sie miissen daher wie folgt definiert werden:

(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d) (a+b)+(c+di)y=(a+c)+ (b +di

(a,b) - (c,d)(ad — bd,ad + bc)  (a+ bi) - (c + di) = ac — bd + (ad + bc)i. (1.6)

Diese Regeln ergeben sich ganz natiirlich aus den Rechenregeln in R unter Beriicksichtigung der
Regel 2 = —1.
Eine komplexe Zahl ist ein solches Paar, die Menge der komplexen Zahlen ist

C={a+bila,beR]}
mit den Rechenoperationen (I.6). Die Menge C verhilt sich daher wie eine zweidimensionaler reel-
ler Vektorraum.
Real- und Imaginérteil

Ist z = a + bi eine komplexe Zahl, dann heisst a der Realteil a = Rz und b heisst der Imaginérteil
Jz. Real- und Imaginirteil sind lineare Abbildungen C — R, sie projizieren einen Punkt auf die
Koordinatenachsen, die entsprechend auch die reelle und die imaginédre Achse heissen.

Die Multiplikation mit i vertauscht Real- und Imaginérteil:

R(iz) = -b=-Jz und J(iz) =a = Rz
Zusitzlich kehrt das Vorzeichen der einen Komponente. Wir kommen auf diese Eigenschaft zuriick,
wenn wir spdter in Abschnitt XXX komplexe Zahlen als Matrizen beschreiben.
Komplexe Konjugation

Der komplexen Zahl u = a + bi ordnen wir die sogenannte komplex konjugierte Zahl 7 = a — bi. Mit
Hilfe der komplexen Konjugation kann man den Real- und Imaginérteil algebraisch ausdriicken:

:z+2_a+bi+a—bi:2_a:a und SZ:z—Z:a+bi—a+bi:2bi:b‘

R - =
S 2 2 2 2 2

In der Gaussschen Zahlenebene ist die komplexe Konjugation eine Spiegelung an der reellen Achse.
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Betrag

In R kann man die Ordnungsrelation dazu verwenden zu entscheiden, ob eine Zahl 0 ist. Wenn x > 0
istund x < 0, dann ist x = 0. In C steht diese Ordnungsrelation nicht mehr zur Verfiigung. Eine
komplexe Zahl ist von 0 verschieden, wenn die Léange des Vektors in der Zahlenebene verschieden
von 0 ist. Wir definieren daher den Betrag einer komplexen Zahl z = a + bi als

2 =a® + b7 = (R2>+ (T2 = |z = Va2 +b? = J(R2? + (I

Der Betrag lisst sich auch mit Hilfe der komplexen Konjugation ausdriicken, es ist zz = (a + bi)(a —
bi) = a® + abi — abi + b* = |z]>. Der Betrag ist immer eine reelle Zahl.

Division

Die Erweiterung zu den komplexen Zahlen muss auch die Division erhalten. Dies ist durchaus nicht
selbstverstindlich. Man kann zeigen, dass ein Produkt von Vektoren eines Vektorraums nur fiir einige
wenige, niedrige Dimensionen iiberhaupt moglich ist. Fiir die Division sind die Einschrinkungen
noch gravierender, die einzigen Dimensionen > 1, in denen ein Produkt mit einer Division definiert
werden kamﬂ sind 2, 4 und 8. Nur in Dimension 2 ist ein kommutatives Produkt moglich, dies muss
das Produkt der komplexen Zahlen sein.
Wie berechnet man den Quotienten = fiir zwei beliebige komplexe Zahlen z = a + bi und w =
¢ + di mit w # 0? Dazu erweitert man den Bruch mit der komplex konjugierten des Nenners:
W W

Z
wooww  |w]?

Da der Nenner |w|> > 0 eine reelle Zahl ist, ist die Division einfach, es ist die Multiplikation mit der
reellen Zahl 1/|w|?.

Wir konnen den Quotienten auch in Komponenten ausdriicken:

w  c+di  (c+dic—di) 2+ d?

z _a+bi (a+bi)c+di) ac—bd+ (ad+ bc)i

Gausssche Zahlenebene

Beschriinkt man die Multiplikation auf einen reellen Faktor, wird C zu einem zweidimensionalen re-
ellen Vektorraum. Man kann die komplexe Zahl a + bi daher auch als Punkt (a, b) in der sogenannten
Gaussschen Ebene betrachten. Die Addition von komplexen Zahlen ist in diesem Bild die vektori-
elle Addition, die Multiplikation mit reellen Zahlen werden wir weiter unten genauer untersuchen
miissen.

Die Zahlenebene fiihrt auf eine weitere Parametrisierung einer komplexen Zahl. Ein Punkt z der
Ebene kann in Polarkoordinaten auch durch den Betrag und den Winkel zwischen der reellen Achse
und dem Radiusvektor zum Punkt beschrieben werden.

2Der Beweis dieser Aussage ist ziemlich schwierig und wurde erst im 20. Jahrhundert mit Hilfe der Methoden der alge-
braischen Topologie erbracht. Eine Ubersicht iiber den Beweis kann in Kapitel 10 von [buch:ebbinghaus] gefunden werden.
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z=a+bi

Abbildung 1.1: Argument und Betrag einer komplexen Zahl z = a + ib in der Gaussschen Zahlene-
bene

Geometrische Interpretation der Rechenoperationen

Die Addition kompelxer Zahlen wurde bereits als Vektoraddition in der Gausschen Zahlenebene.
Die Multiplikation ist etwas komplizierter, wir berechnen Betrag und Argument von zw separat. Fiir
den Betrag erhalten wir

lzwl* = z2ww = [zl |w]?

Der Betrag des Produktes ist also das Produkt der Betrige.
Fiir das Argument verwenden wir, dass

Z
tanargzzgz— = b =atanargz
V4

und analog fiir w. Bei der Berechnung des Produktes behandeln wir nur den Fall a # O und ¢ # O,
was uns ermoglicht, den Bruch durch ac zu kiirzen:

. Iwz  ad+ be %l+§ tan arg z + tan arg w tan( N )
anargwz = = = = = tan(arg z + arg w).
g Rwz  ac—bd 1—5‘5 1 +tanarg z - tan arg w g &

Im letzten Schritt haben wir die Additionsformel fiir den Tangens verwendet. Daraus liest man ab,
dass das Argument eines Produkts die Summe der Argumente ist. Die Multiplikation mit einer festen
komplexen Zahl fiihrt also mit der ganzen komplexen Ebene eine Drehstreckung durch. Auf diese
geometrische Beschreibung der Multiplikation werden wir zuriickkommen, wenn wir die komplexen
Zahlen als Matrizen beschreiben wollen.

Algebraische Vollstindigkeit

Die komplexen Zahlen C sind als Erweiterung von R so konstruiert worden, dass die Gleichung
x?> + 1 = 0 eine Losung hat. Etwas iiberraschend ist dagegen, dass in dieser Erweiterung jetzt jede
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beliebige algebraische Gleichung 16sbar geworden. Dies ist der Inhalt des Fundamentalsatzes der
Algebra.

Satz 1.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Jede algebraische Gleichung der Form
p(x) = X" + a1 X +ajx+ay =0, a, € C

mit komplexen Koeffizienten hat n moglicherweise mit Vielfachheit gezdhle Nullstellen ay, ..., ay,,
d. h. das Polynom p(x) ldsst sich in Linearfaktoren

P = (x—a) ' (x— @) ... (x = a)
zerlegen, wobei ki + ky + - -+ + k,, = n. Die Zahlen k; heisst die Vielfachheit der Nullstelle « .

Der Fundamentalsatz der Algebra wurde erstmals von Carl Friedrich Gauss bewiesen. Seither
sind viele alternative Beweise mit Methoden aus den verschiedensten Gebieten der Mathematik
gegeben worden. Etwas salopp konnten man sagen, dass der Fundamentalsatz ausdriickt, dass die
Konstruktion der Zahlensysteme mit C abgeschlossen ist, soweit damit die Losbarkeit beliebiger
Gleichungen angestrebt ist.

Quaternionen und Octonionen

Die komplexen Zahlen erméglichen eine sehr effiziente Beschreibung geometrischer Abbildungen
wie Translationen, Spiegelungen und Drehstreckungen in der Ebene. Es dringt sich damit die Frage
auf, ob sich C so erweitern lidsst, dass man damit auch Drehungen im dreidimensionalen Raum
beschreiben konnte. Da Drehungen um verschiedene Achsen nicht vertauschen, kann eine solche
Erweiterung nicht mehr kommutativ sein.

William Rowan Hamilton propagierte ab 1843 eine Erweiterung von C mit zwei zusitzlichen
Einheiten j und k mit den nichtkommutativen Relationen

P=pP=k=ijk=-1. (1.7
Er nannte die Menge aller Linearkombinationen
H= {a0+a1i+a2j+a3k|a1 e R}

die Quaternionen, die Einheiten i, j und k heissen auch Einheitsquaternionen. Konjugation, Betrag
und Division konnen ganz dhnlich wie bei den komplexen Zahlen definiert werden und machen
H zu einer sogenannten Divisionsalgebra. Alle Rechenregeln mit Ausnahme der Kommutativitit
der Multiplikation sind weiterhin giiltig und durch jede von O verschiedene Quaternion kann auch
dividiert werden.

Aus den Regeln fiir die Quadrate der Einheiten in (I.7) folgt zum Beispiel i~! = —i, j~! = —j
und k~! = —k. Die letzte Bedingung liefert daraus
ij=ijkk' = -1k =k
ijk=—1 = P2k = —i = —jk
—jk=—ji=k

Aus den Relationen (1.7) folgt also insbesondere auch, dass i j = — ji. Ebenso kann abgeleitet werden,
dass jk = —kjund ik = —ki. Man sagt, die Einheiten sind antikommutativ.
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Die Beschreibung von Drehungen mit Quaternionen ist in der Computergraphik sehr beliebt, weil
eine Quaternion mit nur vier Komponenten ay, . .. , a3 vollstindig beschrieben ist. Eine Transforma-
tionsmatrix des dreidimensionalen Raumes enthilt dagegen neun Koeffizienten, die vergleichsweise
komplizierte Abhédngigkeiten erfiillen miissen. Quaternionen haben auch in weiteren Gebieten inter-
essante Anwendungen, zum Beispiel in der Quantenmechanik, wo antikommutierende Operatoren
bei der Beschreibung von Fermionen eine zentrale Rolle spielen.

Aus rein algebraischer Sicht kann man die Frage stellen, ob es eventuell auch noch grossere
Divisionsalgebren gibt, die H erweitern. Tatsédchlich hat Arthur Cayley 1845 eine achtdimensionale
Algebra, die Oktonionen O, mit vier weiteren Einheiten beschrieben. Allerdings sind die Oktonionen
nur beschrénkt praktisch anwendbar. Grund dafiir ist die Tatsache, dass die Multiplikation in O nicht
mehr assoziativ ist. Das Produkt von mehr als zwei Faktoren aus O ist von der Reihenfolge der
Ausfiihrung der Multiplikationen abhéngig.
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Kapitel 2

Vektoren und Matrizen

2.1 Lineare Algebra

In diesem Abschnitt tragen wir die bekannten Resultate der linearen Algebra zusammen. Meistens
lernt man diese zuerst fiir Vektoren und Gleichungssyteme mit reellen Variablen. In der linearen
Algebra werden aber nur die arithmetischen Grundoperationen verwendet, es gibt also keinen Grund,
warum sich die Theorie nicht iiber einem beliebigen Zahlenkorper entwickeln lassen sollte. Die in
Kapitel 4| untersuchten endlichen Korper sind zum Beispiel besser geeignet fiir Anwendungen in
der Kryptographie oder fiir die diskrete schnelle Fourier-Transformation. Daher geht es in diesem
Abschnitt weniger darum alles herzuleiten, sondern vor allem darum, die Konzepte in Erinnerung zu
rufen und so zu formulieren, dass offensichtlich wird, dass alles mit einem beliebigen Zahlkorper k
funktioniert.

2.1.1 Vektoren

Koordinatensysteme haben ermoglicht, Punkte als Zahlenpaare zu beschreiben. Dies ermoglicht,
geometrische Eigenschaften als Gleichungen auszudriicken, aber mit Punkten kann man trotzdem
noch nicht rechnen. Ein Vektor fasst die Koordinaten eines Punktes in einem Objekt zusammen,
mit dem man auch rechnen und zum Beispiel Parallelverschiebungen algebraisieren kann. Um auch
Streckungen ausdriicken zu konnen, wird auch eine Menge von Streckungsfaktoren bendtigt, mit
denen alle Komponenten eines Vektors multipliziert werden konnen. Sie heissen auch Skalare und
liegen in k.

Zeilen- und Spaltenvektoren

Vektoren sind Tupel von Elementen aus k.

Definition 2.1. Ein n-dimensionaler Spaltenvektor ist ein n-Tupel von Zahlen aus k geschrieben als
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Ein m-dimensionaler Zeilenvektor wird geschrieben als
u:(u1 U ... um)ekm.

Fiir Vektoren gleicher Dimension sind zwei Rechenoperationen definiert. Die Addition von Vek-
toren a,a € k" und die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar A € k erfolgt elementweise:

a by a; + by ap Aay
a+b=|[:[+]:]|= , Ada=A4]:|=|:
a, b, a, + b, a, Aa,

Die iiblichen Rechenregeln sind erfiillt, nimlich

Kommutativitét: a+b=b+a Ya,beV
Assoziativgesetze: (a+b)+c=a+ (b +c) (Awa = A(ua) Va,b,ceV, Luek (2.1)
Distributivgesetze: Aa+b)=Aa+ b A+wa=Ada+ua Va,beV, Luck.

Diese Gesetze driicken aus, dass man mit Vektoren so rechnen kann, wie man das in der Algebra
gelernt hat, mit der einzigen Einschrinkung, dass man Skalare immer links von Vektoren schreiben
muss. Die Distributivgesetze zum Beispiel sagen, dass man Ausmultipilizieren oder Ausklammern
kann genauso wie in Ausdriicken, die nur Zahlen enthalten.

Man beachte, dass es im allgemeinen kein Produkt von Vektoren gibt. Das aus der Vektorgeo-
metrie bekannte Vektorprodukt ist eine Spezialitit des dreidimensionalen Raumes, es gibt keine
Entsprechung dafiir in anderen Dimensionen.

Standardbasisvektoren

In k" findet man eine Menge von speziellen Vektoren, durch die man alle anderen Vektoren aus-
driicken kann. Mit den sogenannten Standardbasisvektoren

1 0 0
0 1 0
er=1.1-e2=|.]>---s€n =
0 0 1
kann der Vektor a € k" als
ap 1 0 0
a 0 1 0
a=|.|=a|.|ta|.|t -+a,|.|=ae +taey+ - +aye,
a, 0 0 1

ausgedriickt werden.

Vektorraum

Die Rechnungen, die man geméss der Rechengesetze (2.1)) anstellen kann, verlangen nicht, dass
Elemente a und b, mit denen man da rechnet, Zeilen- oder Spaltenvektoren sind. Jede Art von ma-
thematischem Objekt, mit dem man so rechen kann, kann als (abstrakter) Vektor betrachtet werden.
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Definition 2.2. Eine Menge V von Objekten, auf der zwei Operationen definiert, ndmlich die Addi-
tion, geschrieben a + b fiir a,b € V und die Multiplikation mit Skalaren, geschrieben Aa fiir a € V
und A € k, heisst ein k-Vektorraum oder Vektorraum iiber k (oder einfach nur Vektorraum, wenn k
aus dem Kontext klar sind), wenn die Rechenregeln 2.1) gelten

Die Mengen von Spaltenvektoren k sind ganz offensichtlich Vektorrdume. Die in Kapitel
studierten Mengen von Polynomen mit Koeffizienten in k sind ebenfalls Vektorrdume.

Beispiel. Die Zahlenmenge C ist ein R-Vektorraum. Elemente von C kénnen addiert und mit reellen
Zahlen multipliziert werden. Die Rechenregeln fiir die komplexen Zahlen umfassen auch alle Regeln
(2.1), also ist C ein Vektorraum iiber R. O

Beispiel. Die Menge C([a, b]) der stetigen Funktionen [a, b] — R bildet ein Vektorraum. Funktionen
konnen addiert und mit reellen Zahlen multipliziert werden:

(f + &) = f(x) + g(x) und (ANx) = Af(x).

Dies reicht aber noch nicht ganz, denn f + g und Af miissen ausserdem auch stetige Funktionen
sein. Das dem so ist, lernt man in der Analysis. Die Vektorraum-Rechenregeln (2.1)) sind ebenfalls
erfiillt. O

Die Beispiele zeigen, dass der Begriff des Vektorraums die algebraischen Eigenschaften eine
grosse Zahl sehr verschiedenartiger mathematischer Objekte beschreiben kann. Alle Erkenntnisse,
die man ausschliesslich aus Vekotorraumeigenschaften gewonnen hat, sind auf alle diese Objekte
iibertragbar. Im folgenden werden wir alle Aussagen fiir einen Vektorraum V formulieren, wenn wir
die Darstellung als Tupel k" nicht brauchen.

Gleichungssysteme in Vektorform

Die Vektorraum-Operationen erlauben nun auch, lineare Gleichungssysteme in Vektorform zu schrei-
ben:

anpx; + ...+ appx, by ar Ain by

: : = x| et x| = (2.2)
amx; + ...+ apx,= by Al A by
Die rechte Seite von (2.2) ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren.
Definition 2.3. Eine Linearkombination der Vektoren vy, . ..,v, € V ist ein Ausdruck der Form
v=A4vi+- -+ v,
mit Ay,..., A, €k

Die Menge aller Vektoren, die sich als Linearkombinationen einer gegebenen Menge ausdriicken
lasst, heisst der aufgespannte Raum.

Definition 2.4. Sind ay,...,a, € V Vektoren, dann heisst die Menge

{ay,...,aypy ={xja1 + -+ xua, | x1,...,x, €k}
aller Vektoren, die sich durch Linearkombination aus den Vektoren ay,...,a, gewinnen lassen, der
von ai,...,a, aufgespannte Raum.
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Lineare Abhiingigkeit

Die Gleichung ([2.2)) driickt aus, dass sich der Vektor b auf der rechten Seite als Linearkombination
der Spaltenvektoren ausdriicken ldsst. Oft ist eine solche Darstellung auf nur eine Art und Weise
moglich. Betrachten wir daher jetzt den Fall, dass es zwei verschiedene Linearkombinationen der
Vektoren ay, ..., a, gibt, die beide den Vektor b ergeben. Deren Differenz ist

xjar+ ...+ xua,= b

Xjay+ ...+ xa,= b } = (i =xpar + -+ (G —x)a, =0 (2.3)

A An

Die Frage, ob ein Gleichungssystem genau eine Losung hat, hingt also damit zusammen, ob es
Zahlen Ay, ..., 4, gibt, fiir die die Gleichung erfiillt ist.

Definition 2.5. Die Vektoren ay, ..., a, heissen linear abhdingig, wenn es Zahlen Ay, ..., A, € k gibt,
die nicht alle 0 sind, so dass
Aay + -+ A,a, = 0. (24)

Die Vektoren heissen linear abhéingig, wenn aus [2.4) folgt, dass alle A4, ..., 4, = 0 sind.

Lineare Abhingigkeit der Vektoren ay,...,a, bedeutet auch, dass man einzelne der Vektoren
durch andere ausdriicken kann. Hat man némlich eine Linearkombination (2.4) und ist der Koeffizi-
ent A; # 0, dann kann man nach q; auflosen:

1 —_—
ay = —/l—(/llal + oo+ Agag + -+ Ayay).
k
Darin bedeutet der Hut, dass der entsprechende Term weggelassen werden muss. Da dies fiir jeden
von 0 verschiedenen Koeffizienten moglich ist, sagt man eben nicht, gy ist linear abhéingig von den

anderen, sondern man sagt ay, . . ., a, sind (untereinander) linear abhéngig.

Basis

Ein lineares Gleichungssystem fragt danach, ob und wie ein Vektor b als Linearkombination der

Vektoren ajy,...,a, ausgedriickt werden kann. Wenn dies eindeutig moglich ist, dann haben die
Vektoren ay, . .., a, offenbar eine besondere Bedeutung.
Definition 2.6. Eine linear unabhiingig Menge von Vektoren 8 = {ay,...,a,} C V heisst Basis von

V. Die maximale Anzahl linear unabhdingiger Vektoren in V heisst Dimension von V.

Die Standardbasisvektoren bilden eine Basis von V = k.

Unterriume

Die Mengen (ay, ..., a,) sind Teilmengen von V, in denen die Addition von Vektoren und die Mul-
tiplikation mit Skalaren immer noch moglich ist.

Definition 2.7. Eine Teilmenge U C V heisst ein Unterraum von V, wenn U selbst ein k-Vektorraum

ist, also
a,belU = a+belU

aclU, 1ek = Adae U
gilt.
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2.1.2 Matrizen

Die Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems finden in einem Zeilen- oder Spaltenvektor nicht
Platz. Wir erweitern das Konzept daher in einer Art, dass Zeilen- und Spaltenvektoren Spezialfille
sind.

Definition einer Matrix

Definition 2.8. Eine m X n-Matrix A (iiber k) ist rechteckiges Schema

a ap Aain

as) an Aazp
A= .

Am1 A2 ... Qgp

mit a;; € k. Die Menge aller m X n-Matrizen wird mit
M, (k) = {A | A ist eine m X n-Matrix}.

Falls m = n gilt, heisst die Matrix A auch quadratisch Man kiirzt die Menge der quadratischen
Matrizen als M,,(k) = M,,,(k) ab.

Die m-dimensionalen Spaltenvektoren v € k™ sind mx1-Matrizen v € M, (k), die n-dimensionalen
Zeilenvetoren u € k" sind 1 X n-Matrizen v € My, (k). Eine m X n-Matrix A mit den Koeffizienten
a;;j besteht aus den n Spaltenvektoren

a ap Aain

a] an Aazp
ay = , a2 = A ,ap =

am1 am2 Amn

Sie besteht auch aus den m Zeilenvektoren

(ak1 agn ak,,)

mitk=1,...,m.

Addition und Multiplikation mit Skalaren

Die m X n-Matrizen M,,, (k) bilden eine Vektorraum, die Addition von Matrizen und die Multipli-
kation wird wie folgt definiert.

Definition 2.9. Sind A, B € M,,x,(k) und A € k, dann setzt man

ar +b11 arn +b12 ... dip +b1,, Adayy Adap ... Aay,

ary + b21 ay + b22 co. Aot an Aasy Aday, ... Aday,
A+B= , , . , und A =

am + bm1 apn + bmz oo App t+ bmn Aay1 Aayy ... Adyy
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Multiplikation

Will man ein lineares Gleichungssystem mit Hilfe der Matrix A der Koeffizienten schreiben, be-
kommt es die Form Ax = b, wobei der Vektor der rechten Seiten ist, und x ein Vektor von unbekann-
ten Zahlen. Dies ist jedoch nur sinnvoll, wenn das Produkt Ax sinnvoll definiert werden kann.

Definition 2.10. Eine m X n-Matrix A € M,,x,(k) und eine n X I-Matrix B € M, (k) haben als
Produkt eine n X [-Matrix C = AB € M,»;(k) mit den Koeffizienten

Cij = Z aikbyj. (2.5)
k=1

Die Koeffizienten a; kommen aus der Zeile i von A, die Koeffizienten by; stehen in der Spalte j
von B, die Multiplikationsregel (2.5]) besagt also, dass das Element ¢;; entsteht als das Produkt der
Zeile i von A mit der Spalte j von C.

Einheitsmatrix

Welche m x m-Matrix I € M,,(k) hat die Eigenschaft, dass /A = A fiir jede beliebige Matrix A €
M, (k). Wir bezeichnen die Eintrige von I mit ;;. Die Bedingung /A = A bedeutet

aij = o6pnaij+ -+ Oimlm;,

Da auf der linken Seite nur a;; vorkommt, miissen alle Terme auf der rechten Seite verschwinden
ausser dem Term mit a;;, dessen Koeflizient 6;; = 1 sein muss. Die Koeffizienten sind daher

{1 i=j
5,‘j =
0 sonst

Die Zahlen 6;; heissen auch das Kronecker-Symbol oder Kronecker-Delta. Die Matrix I hat die Ein-
trige ¢;; und heisst die Einheitsmatrix

1 0 0

0 1 0
I=1. . -

0 0 1

2.1.3 Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme haben wir bereits in Vektorform geschrieben. Matrizen wurden einge-
fiihrt, um sie noch kompakter in der Matrixform Ax = b zu schreiben. In diesem Abschnitt sollen die
bekannten Resultate iiber die Losung von linearen Gleichungssytemen zusammengetragen werden.

Eindeutige Losung

Mit Hilfe der Vektorform eines linearen Gleichungssystems wurde gezeigt, dass die Losung genau
dann eindeutig ist, wenn die Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix linear unabhéngig sind. Dies
bedeutet, dass das Gleichungssystem

anx; + ...+ aipx, =0
2.6)

amXx1 + ...+ Aux, =0
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eine nichttriviale Losung haben muss. Das Gleichungssystem Ax = b ist also genau dann eindeutig
16sbar, wenn das homogene Gleichungssystem Ax = 0 nur die Nulllésung hat.

Inhomogene und homogene Gleichungssysteme

Ein Gleichungssystem mit O auf der rechten Seite ist also bereits ausreichend um zu entscheiden,
ob die Losung eindeutig ist. Ein Gleichungssystem mit rechter Seite 0 heisst homogen. Zu jedem
inhomogenen Gleichungssystem Ax = b mit b # 0 ist Ax = 0 das zugehorige homogene Glei-
chungssystem.

Ein homogenes Gleichungssytem Ax = 0 hat immer mindestens die Losung x = 0, man nennt
sie auch die triviale Losung. Eine Losung x # 0 heisst auch eine nichttriviale Losung. Die Losungen
eines inhomgenen Gleichungssystem Ax = b ist also nur dann eindeutig, wenn das zugehorige
homogene Gleichungssystem eine nichttriviale Losung hat.

Gauss-Algorithmus

Der Gauss-Algorithmus oder genauer Gausssche Eliminations-Algorithmus 16st ein lineare Glei-
chungssystem der Form (2.2). Die Koeffizienten werden dazu in das Tableau

ar e ai, bl

Aui - Qun | b

geschrieben. Die vertikale Linie erinnert an die Position des Gleichheitszeichens. Es beinhaltet alle
Informationen zur Durchfiihrung des Algorithmus. Der Algorithmus is so gestaltet, dass er nicht
mehr Speicher als das Tableau benoétigt, alle Schritte operieren direkt auf den Daten des Tableaus.

In jedem Schritt des Algorithmus wird zunichst eine Zeile i und Spalte j ausgewihlt, das Ele-
mente a;; heisst das Pivotelement. Die Pivotdivision

al aj ain b] ap ayj Ain bl
a1 aij [ bi - ajj 1 a;j ajj
am1 Amj Amn Z/)m aml A j Amn bm

stellt sicher, dass das Pivot-Element zu 1 wird. Dies ist gleichbedeutend mit der Auflosung der
Gleichung i noch der Variablen x;. Mit der Zeilensubtraktion auf Zeile k # i konnen die Eintrdge in
der Spalte j zu Null gemacht werden. Dazu wird das ayj-fache der Zeile i von Zeile k subtrahiert:

23]

Clkj

Ain

Ain

bi

b,

ai

gl — dijdil

Ain

Ajn — Ak jAipn

b

bm - akjbn

Typischerweise werden nach jeder Pivotdivision mehrer Zeilensubtraktionen durchgefiihrt um alle
anderen Elemente der Pivotspalte ausser dem Pivotelement zu O zu machen. Beide Operationen

konnen in einem Durchgang durchgefiihrt werden.
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Vorwirtsreduktion
]
@) .O l.
1 ]
I. || lu l. U J
[ - [ - [ |
Riickwiértseinsetzen

Abbildung 2.1: Zweckmissiger Ablauf der Berechnung des Gauss-Algorithmus. Falls in einer Spalte
kein weiteres von O verschiedenes Pivotelement zur Verfiigung steht, wird die Zeile tibersprungen.
Weisse Felder enthalten 0, dunkelgraue 1. Die roten Kreise bezeichnen Pivot-Elemente, die blauen
Felder die mit einer Zeilensubtraktion zu 0 gemacht werden sollen.

Die beiden Operationen Pivotdivision und Zeilensubtraktion werden jetzt kombiniert um im lin-
ken Teil des Tableaus moglichst viele Nullen und Einsen zu erzeugen. Im Idealfall wird ein Tableau
der Form

1 0 0]
0 1 0| u
0 0 ... 1| uy

erreicht, was natiirlich nur m = n moglich ist. Interpretiert man die Zeilen dieses Tableaus wieder
als Gleichungen, dann liefert die Zeile i den Wert x; = u; fiir die Variable i. Die Losung kann also in
der Spalte rechts abgelesen werden.

Die effizienteste Strategie fiir die Verwendung der beiden Operationen ist in Abbildung [2.1] dar-
gestellt. In der Phase der Vorwdrtsreduktion werden Pivotelemente von links nach rechts moglichst
auf der Diagonale gewihlt und mit Zeilensubtraktionen die darunterliegenden Spalten freigerdumt.
Wihrend des Riickwirtseinsetzens werden die gleichen Pivotelemente von rechts nach links genutzt,
um mit Zeilensubtraktionen auch die Spalten iiber den Pivotelemnten frei zu rdumen. Wenn in einer
Spalte kein von O verschiedenes Element als Pivotelement zur Verfiigung steht, wird diese Spalte
iibersprungen. Die so erzeuge Tableau-Form heisst auch die reduzierte Zeilenstufenform (reduced
row echelon form, RREF).

Da der Ablauf des Gauss-Algorithmus vollstindig von den Koeffizienten der Matrix A bestimmt
ist, kann er gleichzeitig fiir mehrere Spalten auf der rechten Seite oder ganz ohne rechte Seite durch-
gefiihrt werden.
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Losungsmenge

Die Spalten, in denen im Laufe des Gauss-Algorithmus kein Pivotelement gefunden werden kann,
gehoren zu Variablen, nach denen sich das Gleichungssystem nicht auflosen ldsst. Diese Variablen
sind daher nicht bestimmt, sie konnen beliebig gewihlt werden. Alle anderen Variablen sind durch
diese frei wihlbaren Variablen bestimmt.

Fiir ein Gleichungssystem Ax = b mit Schlusstableau

X1 X Xji-1 Xji Xji+1 Xjp-1 Xj X

1 0 C1j, 0 0 Cij, Clji d
0 1 0 CZj] 0 0 62j2 Cljk dz
0 0 1 Cil,j1 0 0 Cil,jz Ci]jk d,'l
O O O O 1 O ci1+1,j2 Ci1+1,jk di1+1
0 0 0 0 0 | A Coje | i
0 0 0 0 0 0 0 Ciz+l,jk dl‘2+1
0o o0 0 0 0 0 0 0 dn

mit den k frei wihlbaren Variablen x;,, xj,, . ..

d,
dy

dﬂl

+ Xj,

—Clj
—C2j,

—Ciyji

0

+ X

—C1j
—C2j

“Cjih
—Cji+L,jp

~Ciy,j»

0

X

—Clji
—C2ji

“C
—Cji+1,jk

“Ciyjik
—Cir+1,ji

0

, X, kann die Losungsmenge als

ek

Kips Xigs o vy Xiy

geschrieben werden. Insbesondere ist die Losungsmenge k-dimensional.

Inverse Matrix

Zu jeder quadratischen Matrix A € M,,(k) kann man versuchen, die Gleichungen

AC1 =eq, ACZ =

€, .

.LAc, = ey,

2.7)

mit den Standardbasisvektoren e; als rechten Seiten zu 16sen, wobei die ¢; Vektoren in k” sind. Diese
Vektoren kann man mit Hilfe des Gauss-Algorithmus finden:

apn
as]

apn
an

ain 1
ary, 0
Ay, | 0

0
1

0
0

1
0

0
1

C11 C12 . Cln
21 C2 e Cop
Cnl Cn2 o Cnn
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Die Vektoren ¢y sind die Spaltenvektoren der Matrix C mit den Eintréigen c;;.

Mit den Vektoren c; konnen jetzt beliebige inhomogene Gleichungssysteme Ax = b gelost wer-
den. Da b = bje; + byey + -+ + bye,, kann man die Losung x als x = bjc; + bycp + -+ + bycy,
konstruieren. Tatsdchlich gilt

Ax = A(b]Cl + b2C2 + -+ ann)
=biAcy + b,Ccy + - -+ + b,Ac,
=biey + byer +---+bye, = b.
Die Linearkombination x = bjc; + - - - + b,c, kann in Vektorform als x = Cb geschrieben werden.

Die Konstruktion von C bedeutet auch, dass AC = E, daher heisst C auch die zu A inverse
Matrix. Sie wird auch C = A~! geschrieben.

Die Definition der inversen Matrix stellt sicher, dass AA™! = I gilt, daraus folgt aber noch nicht,
dass auch A™'A = [ ist. Diese Eigenschaft kann man jedoch wie folgt erhalten. Sei C die inverse
Matrix von A, also AC = I. Sei weiter D die inverse Matrix von C, also CD = I. Dann ist zunichst
A = AE = A(CD) = (AC)D = ID = D und weiter CA = CD = I. Mit der Bezeichnung C = A™!
erhalten wir also auch A™'A4 = .

Die Eigenschaften der Matrizenmultiplikation stellen sicher, dass die Menge der invertierbaren

Matrizen eine Struktur bilden, die man Gruppe nennt, die in Abschnitt[2.3.T|genauer untersucht wird.
In diesem Zusammenhang wird dann auf Seite |47|die Eigenschaft A~'A = I ganz allgemein gezeigt.

Determinante

XXX TODO

2.1.4 Lineare Abbildungen

Der besondere Nutzen der Matrizen ist, dass sie auch lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen
beschreiben konnen. In diesem Abschnitt werden lineare Abbildungen abstrakt definiert und die
Darstellung als Matrix mit Hilfe einer Basis eingefiihrt.

Definition

Eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdaumen muss so gestaltet sein, dass die Operationen des
Vektorraums erhalten bleiben. Dies wird von der folgenden Definition erreicht.

Definition 2.11. Eine Abbildung f: V — U zwischen Vektorrdumen V und U heisst linear, wenn

fO+w) = fO)+ fw) Yv,weV
fQv) =Af©) YveV,lek

gilt.
Lineare Abbildungen sind in der Mathematik sehr verbreitet.

Beispiel. Sie V = C'([a, b)) die Menge der stetig differenzierbaren Funktionen auf dem Intervall
[a,b] und U = C([a,b]) die Menge der stetigen Funktion aif [a, b]. Die Ableitung % macht aus
einer Funktion f(x) die Ableitung f”(x). Die Rechenregeln fiir die Ableitung stellen sicher, dass

d
e C'([a,b]) = C([a, b)) : f >
X
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eine lineare Abbildung ist. O

Beispiel. Sei V die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen auf dem Intervall [a, 5] und U =

R. Das bestimmte Integral
b b
f:V—)U:fof(x)dx

ist nach den bekannten Rechenregeln fiir bestimmte Integrale eine lineare Abbildung. O

Matrix

Um mit linearen Abbildungen rechnen zu konnen, ist eine Darstellung mit Hilfe von Matrizen notig.
Sei also 8 = {by,...,b,} eine Basis von V und C = {cy,..., ¢} eine Basis von U. Das Bild des Ba-
sisvektors b; kann als Linearkombination der Vektoren cy, .. ., ¢,, dargestellt werden. Wir verwenden
die Bezeichnung

f(by) = ajici + -+ + apicp.

Die lineare Abbildung f bildet den Vektor x mit Koordinaten x, ..., x, ab auf

fx) = fGaby + ... xby)
=x1f(by) +...x,f(byn)
= xi(ayicr + -+ apicy) + -+ (@11 + -+ )

= (allxl R alnxn)cl +ee+ (amlxl +ee+ amnxn)cm

Die Koordinaten von f(x) in der Basis C in U sind also gegeben durch das Matrizenprodukt Ax,
wenn x der Spaltenvektor aus den Koordinaten in der Basis 8 in V ist.

Die Matrix einer linearen Abbildung macht Aussagen iiber eine lineare Abbilung der Rechnung
zuginglich. Allerdings hingt die Matrix einer linearen Abbildung von der Wahl der Basis ab. Gleich-
zeitig ist dies eine Chance, durch Wahl einer geeigneten Basis kann man eine Matrix in eine Form
bringen, die zur Losung eines Problems optimal geeignet ist.

Basiswechsel

In einem Vektorraum V seien zwei Basen 8 = {by,...,b,} und B’ = {b], ..., b, } gegeben. Ein Vektor
v € V kann in beiden beiden Basen dargestellt werden. Wir bezeichnen mit dem Spaltenvektor x die
Koordinaten von v in der Basis 8 und mit dem Spaltenvektor x” die Koordinaten in der Basisi 8’.
Um die Koordinaten umzurechnen, muss man die Gleichung

xiby + -+ x4by = X1b] + - + XD, (2.8)
16sen.

Stellt man sich die Vektoren b; und &', als m-dimensionale Spaltenvektoren vor mit m > n, dann
bekommt (2.8) die Form eines Gleichungssystems

byx + ...+ bix, = b’”x'l + ...+ b'lnx;,
bpyxi+ ...+ bux,= b x1+ ...+ b,x,
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Lineare Algebra

Dieses Gleichungssystem kann man mit Hilfe eines Gauss-Tableaus 16sen. Wir schreiben die zuge-

horigen Variablen

X Xn x; X, X X | X X,
b bin by, Vi, 1 0 | t tn
bnl bnn b,,,l] V,/m 0 1 Inl Lun
bn+1,l bn+l,n b:’l+1,1 v;z+1,n 0 0 0 0
b1 by b, Vi 0 0] 0 0

Das rechte untere Teiltableau enthilt lauter Nullen genau dann, wenn jeder Vektor in V sich in beiden
Mengen B und B’ ausdriicken lésst. Dies folgt aber aus der Tatsache, dass 8 und B’ beide Basen
sind, also insbesondere den gleichen Raum aufspannen. Die n X n-Matrix T mit Komponenten #;;
rechnet Koordinaten in der Basis 8’ um in Koordinaten in der Basis 8.

Umkehrabbbildung

Sei f eine umkehrbare lineare Abbildung U — Vund g: V — U. die zugehorige Umkehrabbildung.
Fiir zwei Vektoren u und w in U gibt es daher Vektoren a = g(u) und b = g(w) in V derart, dass
f(a) = uund f(b) = w. Weil f linear ist, folgt daraus f(a + b) = u + w und f(da) = Aa fir jedes
A € k. Damit kann man jetzt

gu+w) = g(fa) + f(b)) = g(f(a+ b)) = a+b = gu) + g(w)
g(u) = g(Af(a)) = g(f(1a)) = Aa = Ag(u)

berechnen, was zeigt, dass auch g eine lineare Abbildung ist. Hat f in geeignet gewéhlten Basen die
Matrix F, dann hat die Umkehrabbildung g = f~! die Matrix G = F~!. Da auch f(g(y)) = y gilt fiir
jeden Vektor y € V folgt, dass FF~! = Eund F~'F = E.

Kern und Bild

Fiir die Eindeutigkeit der Losung eines linearen Gleichungssytems ist entscheidend, ob das zugeho-
rige homogene Gleichungssystem Ax = 0 eine nichttriviale Losung hat. Seine Losungmenge spielt
also eine besondere Rolle, was rechtfertigt, ihr einen Namen zu geben.

Definition 2.12. Ist f eine lineare Abbildung U — V, dann heisst die Menge
ker f ={xe U] f(x) =0}

der Kern oder Nullraum der linearen Abbildung f. Ist A € M,,x,,(k) Matrix, dann gehort dazu eine
lineare Abbildung f: k" — k™. Der Kern oder Nullraum der Matrix A ist die Menge

kerA = {x e k" | Ax = 0}.
Der Kern ist ein Unterraum, denn fiir zwei Vektoren u, w € ker f
fu+v)=fw+f»)=0+0=0 = wu+vekerf
fu) =Af(w)=1-0=0 = Au € ker f
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gilt.

Ob ein Gleichungssystem Ax = b iiberhaupt eine Losung hat, hingt davon, ob der Vektor b als
Bild der durch A beschriebenen linearen Abbildung k* — k™ enthalten ist. Wir definieren daher das
Bild einer linearen Abbildung oder Matrix.

Definition 2.13. Ist f: V — U ecine lineare Abbildung dann ist das Bild von f der Unterraum
imf={fv)y|lveV}cU

von U. Das Bild einer m X n-Matrix A ist die Menge
imA = {Av|v ek} ck™.

Zwei Vektoren a, b € im f haben Urbilder u,w € V mit f(u«) = a und f(w) = b. Fiir Summe und
Multiplikation mit Skalaren folgt

a+b=fw+fv)=fu+v) =a+beimf
Ada = Af(uw) = f(Aw) = Aa €im f,

also ist auch das Bild im f ein Unterraum von U. Das Bild der Matrix A ist der Unterraum

X1 fby) + ... xu f(Dp)lxi € K} = (f(b1), ..., f(bn)) = (a1, ..., an)

von k™, aufgespannt von den Spaltenvektoren a; von A.

Rang und Defekt
Die Dimensionen von Bild und Kern sind wichtige Kennzahlen einer Matrix.

Definition 2.14. Sei A eine Matrix A € M,,x,(k). Der Rang der Matrix A ist die Dimension des
Bildraumes von A: rank A = dimim A. Der Defekt der Matrix A ist die Dimension des Kernes von
A: def A = dimker A.

Da der Kern mit Hilfe des Gauss-Algorithmus bestimmt werden kann, konnen Rang und Defekt
aus dem Schlusstableau eines homogenen Gleichungssystems mit A als Koeffizientenmatrix abgele-
sen werden.

Satz 2.15. Ist A € M,,x,(k) eine m X n-Matrix, dann gilt
rank A = n — def A.

Quotient

TODO: imA =~ k™/ker A

2.2 Skalarprodukt

In der bisher dargestellten Form ist die lineare Algebra nicht in der Lage, unsere vom Abstands-
begriff dominierte Geometrie addquat darzustellen. Als zusitzliches Hilfsmittel wird eine Methode
bendtigt, Lingen und Winkel auszudriicken. Das Skalarprodukt passt in den algebraischen Rahmen
der linearen Algebra, bringt aber auch einen Abstandsbegriff hervor, der genau der geometrischen
Intuition entspricht.
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2.2.1 Bilinearformen und Skalarprodukte

Damit man mit einem Skalarprodukt rechnen kann wie mit jedem anderen Produkt, miissen man auf
beiden Seiten des Zeichesn ausmultiplizieren konnen:

(Axp +px) -y = Axy -y +uxz -y
X (Ayr + py2) = Ax -y +px-yo.

Man kann dies interpretieren als Linearitit der Abbildungen x — x -y und y + x - y. Dies wird
Bilinearitédt genannt und wie folgt definiert.

Definition 2.16. Seien U, V, W k-Vektorrdume. Eine Abbildung f: U XV — W heisst bilinear, wenn
die partiellen Abbildungen U — W : x — f(x,yo) und V. — W : y — f(x9,y) linear sind fiir alle
xo€UundyyeV,d h.

SAxy + pxa,y) = Af (x1,y) + puf(x2,)
f(-x’ /lYI + /“tyZ) = /lf(-x7y1) +ﬂf(x»Y2)

Eine bilineare Funktion mit Werten in k heisst auch Bilinearform.

Symmetrische bilineare Funktionen

Das Skalarprodukt hidngt nicht von der Reihenfolge der Faktoren ab. In Frage dafiir kommen daher
nur Bilnearformen f: V X V — k, die zusitzlich f(x,y) = f(y, x) erfiillen. Solche Bilinearformen
heissen symmetrisch. Fiir eine symmetrische Bilinearform gilt die binomische Formel

fx+y,x+y) = flx,x+y)+ fO,x+y) = f(x, x) + f(x,9) + f(y, 0 + f(0, )
= fO,x) +2f(6y) + fO,Y)

wegen f(x,y) = f(y, x).

Positiv definite Bilinearformen und Skalarprodukt

Bilinearitdt alleine geniigt nicht, um einen Vektorraum mit einem niitzlichen Abstandsbegriff aus-
zustatten. Dazu miissen die berechneten Abstinde vergleichbar sein, es muss also eine Ordnungs-
relation definiert sein, wie wir sie nur in R kennen. Wir sind daher gezwungen uns auf R- oder
Q-Vektorraume zu beschrianken.

Man lernt in der Vektorgeometrie, dass sich mit einer Bilinearform f: V X V — R die Linge
eines Vektors x definieren ldsst, indem man ||x||> = f(x, x) setzt. Ausserdem muss f(x, x) > O sein fiir
alle x, was die Bilinearitit allein nicht garantieren kann. Verschiedene Punkte in einem Vektorraum
sollen in dem aus der Bilinearform abgeleiteten Abstandsbegriff immer unterscheidbar sein. Dazu
muss jeder von 0 verschiedene Vektor positive Lange haben.

Definition 2.17. Eine Bilinearform f: V X V — R heisst positiv definit, wenn
fx,x)>0 Yx e V\{0}.

Das zugehorige Skalarprodukt wird f(x,y) = (x,y) geschrieben. Die 2-Norm ||x||, eines Vektors ist
definiert durch ||x||§ = (x, Xx).
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Dreiecksungleichung
Damit man sinnvoll iiber Abstdnde sprechen kann, muss die Norm || - ||, der geometrischen Intui-
tion folgen, die durch die Dreiecksungleichung ausgedriickt wird. In diesem Abschnitt soll gezeigt
werden, dass die >-Norm diese immer erfiillt. Dazu sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt ¢ , ).
Satz 2.18 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir x,y € V gilt

e W < Ml - Iyl
mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdingig sind.
Beweis. Wir die Norm von z = x — fy:

llx = tyll3 = IIx13 = 26¢x, y) + 2llyll3 > 0.

Sie nimmt den kleinsten Wert genau dann an, wenn es ein ¢ gibt derart, dass x = #y. Die rechte Seite
ist ein quadratischer Ausdruck in ¢, er hat sein Minimum bei

_2<x9 ) <x9 ) 2 ((-x’ ))2 ((xs >)2
e Hx - I g -2 BRI
2/yll; lIvlly ~ 12 lIvll3 lIvll;
g = e IR Il — )
tbIB E
Es folgt
= Il - IV = G )* = 0
= llxlz - 1Iyll2 = Kx, y)I
mit Gleichheit genau dann, wenn es ein ¢ gibt mit x = fy. O

Satz 2.19 (Dreiecksungleichung). Fiir x,y € V ist

llx + yll2 < llxll> + lIyll2
mit Gleichheit genau dann, wenn x = ty ist fiir ein t > 0.

Beweis.

llx + Yl = (x +y, X+ ) = (x, ) + 20, y) + (1, ))
= [1xll3 + 2¢x, ) + V15 = 11213 + 2¢xe, y) + [Ill3 < llxll3 + 2llxllz - 1yl + 1113
= (Ilxllz + llyll)?
llxlla + [Iyll <l + Iy,

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn (x, y) = ||x|[2 - ||[y|]». Dies tritt genau dann ein, wenn die beiden
Vektoren linear abhéngig sind. O
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Polarformel

Auf den ersten Blick scheint die Norm ||x||; weniger Information zu beinhalten, als die symmetrische
Bilinearform, aus der sie hervorgegangen ist. Dem ist aber nicht so, denn die Bilinearform lisst sich
aus der Norm zuriickgewinnen. Dies ist der Inhalt der sogenannte Polarformel.

Satz 2.20 (Polarformel). Ist || - ||, eine Norm, die aus einer symmetrischen Bilinearform { , ) her-
vorgegangen ist, dann kann die Bilinearform mit Hilfe der Formel

(x,y) = %(le + 115 = I3 = Iyl15) (2.9)
fiir x,y € V wiedergewonnen werden.
Beweis. Die binomischen Formel
Ibe + 3113 = 113 + 2¢x, ) + Iyl

kann nach (x, y) aufgelost werden, was

1
() = 5k + yI3 = 11x13 = IIyl3)

ergibt. Damit ist die Polarformel (2.9) bewiesen. m]

Komplexe Vektorriume und Sesquilinearformen

Eine Bilinearform auf einem komplexen Vektorraum fiihrt nicht auf eine Grosse, die sich als Norm
eignet. Selbst wenn (x, x) > 0 ist,

(ix, iyy = i2(x,y) = —(x,y) < 0.

Dies kann verhindert werden, wenn verlangt wird, dass der Faktor i im ersten Faktor der Bilinearform
als —i aus der Bilinearform herausgenommen werden muss.

Definition 2.21. Seien U, V, W komplexe Vektorrdume. Eine Abbildung f: U X V. — W heisst ses-
quilinealﬂ wenn gilt

fQxy + pxa,y) = Af(x1,y) + f(x2,)
f(-x’ /1)’1 +/Jy2) = /lf(x,M) +/1f(x,)’2)

Fiir die Norm ||x||§ = (x, x) bedeutet dies jetzt

x5 = (Ax, Ax) = A(x, x) = [AP]1x]]3 = llAxllz = |A] [lxll2.

IDas lateinische Wort sesqui bedeutet eineinhalb, eine Sesquilinearform ist also eine Form, die in einem Faktor (dem
zweiten) linear ist, und im anderen nur halb linear.
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2.2.2 Orthognormalbasis
Gram-Matrix

Sei V ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt und {b, ..., b,} eine Basis von V. Wie kann man das
Skalarprodukt aus den Koordinaten &; und 7; der Vektoren

x= anfibia und y= Zn:mbi
i=1 i=1

berechnen? Setzt man x und y in das Skalarprodukt ein, erhélt man

= (Db Y nb) = 3 emoib.
i=1 =1

ij=1

Die Komponente g;; = (b;, b;) bilden die sogenannte Gram-Matrix G. Mit ihr kann das Skalarpro-
dukt auch in Vektorform geschrieben werden als (x, y) = £'Gn.

Orthonormalbasis

Eine Basis {ay,...,a,} aus orthogonalen Einheitsvektoren, also mit {a;,a;) = ¢;; heisst Orthonor-
malbasis. In einer Orthonormalbasis ist die Bestimmung der Koordinaten eines beliebigen Vektors
besonders einfach, ist ndmlich

v = Z(v, a;)a;. (2.10)
i=1

Die Gram-Matrix einer Orthonormalbasis ist die Einheitsmatrix.

Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

Mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsprozesses kann aus einer beliebige Ba-
sis {ay,as,...,a,} C V eines Vektorraums mit einem SKalarprodukt eine orthonormierte Basis
{b1,bs,...,b,} gefunden werden derart, dass fiir alle k (by,...,by) = {ai,...,ax). Der Zusammen-
hang zwischen den Basisvektoren b; und g; ist gegeben durch

il

_ay—bi{b,a)

 llaz = bi(br, ad)ll

s = az — bi{by,a3) — by(bs, a3)
" las = bilbi, az) — balbr, az)ll

2

_ ay _b1<b1’an>_b2<b23an>_"'_bn—1<bn—1,an>
" ”an - bl <b1’ an) - b2<b2’ an) -t bn—l<bn—l 5 an>”2 '
Die Gram-Matrix der Matrix {by, ..., b,} ist die Einheitsmatrix.
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Orthogonalisierung

Der Normalisierungsschritt im Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsprozess ist nur moglich, wenn
Quadratwurzeln unbeschrinkt gezogen werden konnen. Das ist in R moglich, nicht jedoch in Q. Es
ist aber mit einer kleinen Anpassung auch iiber Q immer noch moglich, aus einer Basis {ay, ..., a,}
eine orthogonale Basis zu konstruieren. Man verwendet dazu die Formeln

b1 =a
by = a> — bi{b,a)
bz = a3 — bi{b1,az) — bx(b>, az)

b, = a, — bi{b1,a,) — ba{br,a,) — -+ = by_1(by_1, an).

Die Basisvektoren b; sind orthogonal, aber ||b;||, kann auch von 1 abweichen. Damit ist es zwar nicht
mehr so einfach wie in (2.10), einen Vektor in der Basis zu zerlegen. Ein Vektor v hat nédmlich in der
Basis {by, ..., b,} die Zerlegung

_ o (b v)

=y ey, @.11)
L by 2

Die Koordinaten beziiglich dieser Basis sind also (b;, v)/ ||b,-||§.

Die Gram-Matrix einer Orthogonalen Basis ist immer noch diagonal, auf der Diagonalen stehen
die Normen der Basisvektoren. Die Nenner in der Zerlegung (2.11)) sind die Eintriige der inverse
Matrix der Gram-Matrix.

Orthonormalbasen in komplexen Vektorriumen

Die Gram-Matrix einer Basis {b, ..., b,} in einem komplexen Vektorraum hat die Eigenschaft
8ij = (bi,bj) =<bj,bi),=g; 1<i,j<n
Sie ist nicht mehr symmetrisch, aber selbstadjungiert, geméss der folgenden Definition.

Definition 2.22. Sei A eine komplexe Matrix mit Eintrcigen a;;, dann ist A die Matrix mit komplex

L _ L . =t . . . Lo
konjugierten Elementen a;;. Die adjungierte Matrix ist A* = A . Eine Matrix heisst selbstadjungiert,
wenn A* = A.

2.2.3 Symmetrische und selbstadjungierte Abbilungen

In Definition [2.22] wurde der Begriff der selbstadjungierten Matrix basierend eingefiihrt. Als Eigen-
schaft einer Matrix ist diese Definition notwendigerweise abhingig von der Wahl der Basis. Es ist
nicht unbedingt klar, dass derart definierte Eigenschaften als von der Basis unabhingige Eigenschaf-
ten betrachtet werden konnen. Ziel dieses Abschnitts ist, Eigenschaften wie Symmetrie oder Selbst-
adjungiertheit auf basisunabhingige Eigenschaften von linearen Abbildungen in einem Vektorraum
V mit Skalarprodukt ( , ) zu verstehen.
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Symmetrische Abbildungen

Sei f: V — V eine lineare Abbildung. In einer Basis {b,...,b,} C V wird f durch eine Matrix
A beschrieben. Ist die Basis orthonormiert, dann kann man die Matrixelemente mit a;; = (b;, Ab;)
berechnen. Die Matrix ist symmetrisch, wenn

(bi,Abj) = a;j = aji = {(bj,Ab;) = (Ab;,b;)
ist. Daraus leitet sich jetzt die basisunabhéngige Definition einer symmetrischen Abbildung ab.

Definition 2.23. Eine lineare Abbildung f: V — V heisst symmetrisch, wenn (x, Ay) = (Ax,y) gilt
fiir beliebige Vektoren x,y € V.

Fir V = R” und das Skalarprodukt (x,y) = x'y erfiillt eine symmetrische Abbildung mit der
Matrix A die Gleichung

(x,Ay) = x¥'Ay }

X'A'y = xX'Ay Vax,y e R",
(Ax,y) = (Ax)y = XAy YA TRy

was gleichbedeutend ist mit A’ = A. Der Begriff der symmetrischen Abbildung ist also eine natiirli-
che Verallgemeinerung des Begriffs der symmetrischen Matrix.

Selbstadjungierte Abbildungen

In einem komplexen Vektorraum ist das Skalarprodukt nicht mehr bilinear und symmetrisch, sondern
sesquilinear und konjugiert symmetrisch.

Definition 2.24. Eine lineare Abbildung f: V — V heisst selbstadjungiert, wenn (x, fy) = (fx,y)
fiir alle x,y € C.

Im komplexen Vektorraum C” ist das Standardskalarprodukt definiert durch (x, y) = X'y.

Die Adjungierte

Die Werte der Skalarprodukte (x, y) fiir alle x € V legen den Vektor y fest. Gibe es nimlich einen
zweiten Vektor y’ mit den gleichen Skalarprodukten, also (x,y) = (x,y’) fiir alle x € V, dann gilt
wegen der Linearitéit (x,y —y’) = 0. Wahlt man x = y—y’, dann folgt 0 = (y —y",y =) = Iy = ¥'ll»,
also muss y = y’ sein.

Definition 2.25. Sei f: V — V eine lineare Abbildung. Die lineare Abbildung f*: V — V definiert

durch
<f*x’y>:<xsfy>, )C,yGV

heisst die Adjungierte von f.
Eine selbstadjungierte Abbildung ist also eine lineare Abbildung, die mit ihrer Adjungierte iiber-

einstimmt, als f* = f. In einer orthonormierten Basis {b, ..., b,} hat die Abbildung f die Matrix-
elemente a;; = (b;, fb;). Die adjungierte Abbildung hat dann die Matrixelemente

(bi, f7bj) = (f*bj, bi) = (b, fbi) = aj,

was mit der Definition von A* iibereinstimmt.

41



Vektoren und Matrizen Skalarprodukt

2.2.4 Orthogonale und unitire Matrizen

Von besonderer geometrischer Bedeutung sind lineare Abbildung, die die Norm nicht veréndern.
Aus der Polarformel @]} folgt dann, dass auch das Skalarprodukt erhalten ist, aus dem Winkel
berechnet werden konnen. Abbildungen, die die Norm erhalten, sind daher auch winkeltreu.

Definition 2.26. Eine lineare Abbildung f: V — V in einem reellen Vektorraum mit heisst orthogo-
nal, wenn (fx, fy) = (x,y) fiir alle x,y € V gilt.

Die adjungierte einer orthogonalen Abbildung erfiillt (x,y) = (fx, fy) = (f* fx,y) fiir alle x,y €
V, also muss f*f die identische Abbildung sein, deren Matrix die Einheitsmatrix ist. Die Matrix O
einer orthogonalen Abbildung erfiillt daher O'O = I.

Fiir einen komplexen Vektorraum erwarten wir grundsitzlich dasselbe. Lineare Abbildungen, die
die Norm erhalten, erhalten das komplexe Skalarprodukt. Auch in diesem Fall ist f* f die identische
Abbildung, die zugehorigen Matrixen U erfiillen daher U*U = I.

Definition 2.27. Eine lineare Abbildung f: V — V eines komplexen Vektorraumes V mit Skalar-
produkt heisst unitin, wenn {(x,y) = {(fx, fy) fiir alle Vektoren x,y € V. Eine Matrix heisst unitdr,
wenn U*U = 1.

Die Matrix einer unitdren Abbildung in einer orthonormierten Basis ist unitér.

2.2.5 Orthogonale Unterriume

2.2.6 Andere Normen auf Vektorriumen

Das Skalarprodukt ist nicht die einzige Moglichkeit, eine Norm auf einem Vektorraum zu definieren.
In diesem Abschnitt stellen wir einige weitere mogliche Normdefinitionen zusammen.

{!-Norm

Definition 2.28. Die ['-Norm in V = R" oder V = C" ist definiert durch

n
Ml =" v
i=1

fiirveV.

Auch die /'-Norm erfiillt die Dreiecksungleichung

n
b+ vl = )" b4yl < 7l + O vil = [l + Iyl
i=1 i=1 i=1

Die /'-Norm kommt nicht von einem Skalarprodukt her. Wenn es ein Skalarprodukt giibe, wel-
ches auf diese Norm fiihrt, dann miisste

1
(ey) = 5+ I = I = V1)
sein. Fiir die beiden Standardbasisvektoren x = e¢; und y = e, bedeutet dies

lleall = 2 X
lealli =2¢ = (e, xer) = 5(22 -1?-1)=1
ller £ +eall; =2
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Die Linearitiit des Skalarproduktes verlangt aber, dass 1 = (e, —e;) = —(ej,e2) = —1, ein Wider-
spruch.
[*-Norm

Definition 2.29. Die [*-Norm in V = R" und V = C" ist definiert
Vil = max fvil

Sie heisst auch die Supremumnorm.

Auch diese Norm erfiillt die Dreiecksungleichung
b+ il = maxx; + il < max(ixl +lyd) < max |l + max il =[xl + .

Auch diese Norm kann nicht von einem Skalarprodukt herkommen, ein Gegenbeispiel konnen wir
wieder mit den ersten beiden Standardbasisvektoren konstruieren. Es ist

lleyllo =1
1 2 ) ) 1 1
llealle =1 = (e1. £62) = S(ller £ eallis = llenllcs = lleall) = S0 = 1= 1) = =2

ller £ esflo =1

Es folgt wieder —% ={ej,—er) = —{ey,e2) = %, ein Widerspruch.

Operatornorm

Der Vektorraum der linearen Abbildungen f: U — V kann mit einer Norm ausgestattet werden,
wenn U und V jeweils eine Norm haben.

Definition 2.30. Seien U und V Vektorrdume iiber R oder C und f: U — V eine lineare Abbildung.
Die Operatorname der linearen Abbildung ist

A= sup [Ifxl.

xeUA||x||<1

Nach Definition gilt || fx|| < ||f]|-||x]| fiir alle x € U. Die in den Vektorrdumen U und V verwende-
ten Normen haben einen grossen Einfluss auf die Operatornorm, wie die beiden folgenden Beispiele
zeigen.

Beispiel. Sei V ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarprodukt und y € V ein Vektor. y definiert
die lineare Abbildung

Li:V—->C:xm(yx).

Zur Berechnung der Operatorname von

IO = Ky, ) < lIyll3 - 111113

mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhiingig sind. Dies bedeutet, dass ||/,|| = [lyll, die
Operatorname von /, stimmt mit der Norm von y iiberein. O

43



Vektoren und Matrizen Algebraische Strukturen

Beispiel. Sei V = C". Dann definiert y € V eine Linearform
ly:V—->C:xmyux

Wir suchen die Operatornorm von /,, wenn V mit der /'-Norm ausgestattet wird. Sei k der Index der
betragsmissig grossten Komponente von yy, also [[ylle = [yx]- Dann gilt

n n n
Dy < il bl < Iyl D bl = [yl - Il
i=1 i=1 i=1

Gleichheit wird erreicht, wenn die Komponente k die einzige von 0 verschiedene Komponente des
Vektors x ist. Somit ist ||/,|| = [|yllco. O

ly(x)] =

Normen auf Funktionenriumen

Alle auf R" und C” definierten Normen lassen sich auf den Raum der stetigen Funktionen [a, b] —» R
oder [a, b] — C verallgemeinern.
Die Supremumnorm auf dem Vektorraum der stetigen Funktionen ist

Il = sup [f()]

x€la,b]

fir f € C([a,b],R) oder f € C([a, b],C).
Fiir die anderen beiden Normen wird zusétzlich das bestimmte Integral von Funktionen auf [a, b]
benotigt. Die L2-Norm wird erzeugt von dem Skalarprodukt

I Lo
o= f Fwegwds = IR = —— f P dx.
-aJ, b-a/,

Die L>-Norm ist dagegen

b
1l = f Fldx.

2.3 Algebraische Strukturen

Im Laufe der Definition der Vektorraume k" und der Operationen fiir die Matrizen in M,,x,(k) haben
wir eine ganze Reihe von algebraischen Strukturen kennengelernt. Nicht immer sind alle Operatio-
nen verfiigbar, in einem Vektorraum gibt es normalerweise kein Produkt. Und bei der Konstruktion
des Zahlensystems wurde gezeigt, dass additive oder multiplikative Inverse nicht selbstversténdlich
sind. Sinnvolle Mathematik lidsst sich aber erst betreiben, wenn zusammen mit den vorhandenen
Operationen auch einige Regeln erfiillt sind. Die schrinkt die Menge der sinnvollen Gruppierungen
von Eigenschaften ein. In diesem Abschnitten sollen diesen sinnvollen Gruppierungen von Eigen-
schaften Namen gegeben werden.

2.3.1 Gruppen

Die kleinste sinnvolle Struktur ist die einer Gruppe. Eine solche besteht aus einer Menge G mit einer
Verkniipfung, die additiv

GXG—->G:(g,h)=gh
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/ assoziative Verkniipfung: a(bc) = (ab)c VYa, b, c \

N, &*
/ Gruppe: neutrales Elemente: eg=ge=g VgeG \
inverses Element g™': gg! =g lg=eVgeG
Z, GL,(R), Sy, Ay
/ abelsche Gruppe: a+b=b+aVa,b \
Addition
Q*, SO2), C,

(Vektorraum: ( \ \
Skalarmultiplikation Algebra: Ring:
Ala+b) = da+ b Multiplikation
A+ wa = Aa + ua a(Ab) = Aab alb +c) = ab + ac
VYAue kVa,beV Ya,be A,1 €k (a+b)c =ac+ bc

Ya,b,c € R
R", C", P
co(R) (@), *(R)
4 )
Algebra mit Eins Ring mit Eins:
M,(R). C(la, b)) tra=a-l=alack
Korper:
ac K\ {0} = Ja! Z[X], M,(Z)
Fp, R, C, Q(X)

S

Abbildung 2.2: Ubersicht iiber die verschiedenen algebraischen Strukturen, die in Abschnitt [2.3
zusammengestellt werden.

S
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oder multiplikativ
GXG—->G:(gh)y=g+h

geschrieben werden kann. Ein Element 0 € G heisst neutrales Element beziiglich der additiv ge-
schriebenen Verkniipfung falls 0 + x = x fiir alle x € G. Ein Element e € G heisst neutrales Element
beziiglich der multiplikativ geschriebneen Verkniipfung, wenn ex = x fiir alle x € G. In den folgen-
den Definitionen werden wir immer die multiplikative Schreibweise verwenden, fiir Fille additiv
geschriebener siehe auch die Beispiele weiter unten.

Definition 2.31. Ein Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniifung mit folgenden Eigenschaften:
1. Die Verkniipfung ist assoziativ: (ab)c = a(bc) fiir alle a, b, c € G.
2. Es gibt ein neutrales Element e € G
3. Fiir jedes Element g € G gibt es ein Element h € G mit hg = e.

Das Element h heisst auch das Inverse Element zu g.

Falls nicht jedes Element invertierbar ist, aber wenigstens ein neutrales Element vorhanden ist,
spricht man von einem Monoid. Hat man nur eine Verkniipfung, spricht man oft von einer Halbruppe.

Definition 2.32. Eine Gruppe G heisst abelsch, wenn ab = ba fiir alle a,b € G.

Additiv geschrieben Gruppen werden immer als abelsch angenommen, multiplikativ geschrieben
Gruppen konnen abelsch oder nichtabelsch sein.

Beispiele von Gruppen

Beispiel. Die Menge Z mit der Addition ist eine additive Gruppe mit dem neutralen Element 0. Das
additive Inverse eines Elementes a ist —a. O

Beispiel. Die von Null verschiedenen Elemente k* eines Zahlekorpers bilden beziiglich der Multi-
plikation eine Gruppe mit neutralem Element 1. Das multiplikative Inverse eines Elementes a € k
mitaiOista‘lzt—ll. O

Beispiel. Die Vektoren k" bilden beziiglich der Addition eine Gruppe mit dem Nullvektor als neu-
tralem Element. Betrachtet man k™ als Gruppe, verliert man die Multiplikation mit Skalaren aus den
Augen. k" als Gruppe zu bezeichnen ist also nicht falsch, man verliert dadurch aber O

Beispiel. Die Menge aller quadratischen n X n-Matrizen M, (k) ist eine Gruppe beziiglich der Addi-
tion mit der Nullmatrix als neutralem Element. Beziigich der Matrizenmultiplikation ist M, (k) aber
keine Gruppe, da sich die singuldren Matrizen nicht inverieren lassen. Die Menge der invertierbaren
Matrizen

GL,(k) = {A € M,(k) | A invertierbar}

ist beziiglich der Multiplikation eine Gruppe. Die Gruppe GL, (k) ist eine echte Teilmenge von
M, (k), die Addition und Multiplikation fithren im Allgemeinen aus der Gruppe heraus, es gibt also
keine Mogichkeit, in der Gruppe GL, (k) diese Operationen zu verwenden. O
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Einige einfache Rechenregeln in Gruppen

Die Struktur einer Gruppe hat bereits eine Reihe von Einschrinkungen zur Folge. Zum Beispiel
sprach die Definition des neutralen Elements e nur von Produkten der Form ex = x, nicht von
Produkten xe. Und die Definition des inversen Elements & von g hat nur verlangt, dass gh = e, es
wurde nichts gesagt tiber das Produkt hg.

Satz 2.33. Ist G eine Gruppe mit neutralem Element e, dann gilt
1. xe = xfiirallexe G

2. Es gibt nur ein neutrales Element. Wenn also f € G mit fx = x fiir alle x € G, ist dann folgt

f=e
3. Wenn hg = e gilt, dann auch gh = e und h ist durch g eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir beweisen als Erstes den ersten Teil der Eigenschaft 3. Sei & die Inverse von g, also
hg = e. Sei weiter i die Inverse von £, also ih = e. Damit folgt jetzt

g =eg = (ih)g = i(hg) = ie.
Wende man dies auf das Produkt g/ an, folgt
gh = (ie)h =i(eh) =ih=c¢

Es ist also nicht nur 4g = e sondern immer auch gh = e.
Fiir eine Inverse & von g folgt

ge=g(hg) =(ghg=eg=g,

dies ist die Eigenschaft 1.
Sind f und e neutrale Elemente, dann folgt

f=fe=e

aus der Eigenschaft 1.
Schliesslich sei x ein beliebiges Inverses von g, dann ist xg = e, dann folgt x = xe = x(gh) =
(xg)h = eh = h, es gibt also nur ein Inverses von g.

Diesem Problem sind wir zum Beispiel auch in Abschnitt [2.1.3] begegnet, wo wir nur gezeigt
haben, dass AA~! = E ist. Da aber die invertierbaren Matrizen eine Gruppe bilden, folgt jetzt aus
dem Satz automatisch, dass auch A™'A = E.

Homomorphismen

Lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen zeichnen sich dadurch aus, dass sie die algebraische
Struktur des Vektorraumes respektieren. Fiir eine Abbildung zwischen Gruppen heisst dies, dass die
Verkniipfung, das neutrale Element und die Inverse respektiert werden miissen.

Definition 2.34. Ein Abbildung ¢: G — H zwischen Gruppen heisst ein Homomorphismus, wenn
©(8182) = ¢(81)¢(82) fiir alle g1, 8> € G gilt.
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Der Begriff des Kerns einer linearen Abbildung lésst sich ebenfalls auf die Gruppensituation
erweitern. Auch hier ist der Kern der Teil der Gruppe, er unter dem Homomorphismus “unsichtbar”
wird.

Definition 2.35. Ist ¢: G — H ein Homomorphisus, dann ist
kerp ={g € G| ¢(g) = ¢}

eine Untergruppe.

Normalteiler

Der Kern eines Homomorphismus ist nicht nur eine Untergruppe, er erfiillt noch eine zusitzliche
Bedingung. Fiir jedes g € G und / € ker ¢ gilt

elghg™) = p(@ee(g™) = p(@p(g™) = p(gg ) =ple)=e =  ghg' ekerg.
Der Kern wird also von der Abbildung 4 + ghg™!, der Konjugation in sich abgebildet.

Definition 2.36. Eine Untergruppe H C G heisst ein Normalteiler, geschrieben H<G wenn gHg™' C
H fiir jedes g € G.
Die Konjugation selbst ist ebenfalls keine Unbekannte, sie ist uns bei der Basistransformations-

formel schon begegnet. Die Tatsache, dass ker ¢ unter Konjugation erhalten bleibt, kann man also
interpretieren als eine Eigenschaft, die unter Basistransformation erhalten bleibt.

Faktorgruppen

Ein Unterraum U C V eines Vektorraumes gibt Anlass zum Quotientenraum, der dadurch entsteht,
dass man die Vektoren in U zu 0 kollabieren lisst. Eine dhnliche Konstruktion kénnte man fiir eine
Untergruppe H C G versuchen. Man bildet also wieder die Mengen von Gruppenelementen, die sich
um ein Elemente in H unterscheiden. Man kann diese Mengen in der Form gH mit g € G schreiben.

Man mochte jetzt aber auch die Verkniipfung fiir solche Mengen definieren, natiirlich so, dass
g1H - goH = (g182)H ist. Da die Verkniipfung nicht abelsch sein muss, entsteht hier ein Problem.
Fiir g; = e folgt, dass Hg, H = g, H sein muss. Das geht nur, wenn Hg, = g>H oder ngg;1 =H
ist, wenn also H ein Normalteiler ist.

Definition 2.37. Fiir eine Gruppe G mit Normalteiler H < G ist die Menge
G/H ={gH | g € G}
eine Gruppe mit der Verkniipfung g1H - g H = (g182)H. G/H heisst Faktorgruppe oder Quotienten-
gruppe.
Fiir abelsche Gruppen ist die Normalteilerbedingung keine zusitzliche Einschriankung, jeder Un-
tergruppe ist auch ein Normalteiler.

Beispiel. Die ganzen Zahlen Z bilden eine abelsche Gruppe und die Menge der Vielfachen von n
nZ C Z ist eine Untergruppe. Da Z abelsch ist, ist nZ ein Normalteiler und die Faktorgruppe Z/nZ
ist wohldefiniert. Nur die Elemente

O0+nzZ,1+nz2,2+nz,... (n—1)+nz

sind in der Faktorgruppe verschieden. Die Gruppe Z/nZ besteht also aus den Resten bei Teilung
durch n. Diese Gruppe wird in Kapitel [4] genauer untersucht. O

Das Beispiel suggeriert, dass man sich die Elemente von G/H als Reste vorstellen kann.
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Darstellungen

Abstrakt definierte Gruppen konnen schwierig zu verstehen sein. Oft hilft es, wenn man eine geo-
metrische Darstellung der Gruppenoperation finden kann. Die Gruppenelemente werden dann zu
umkehrbaren linearen Operationen auf einem geeigneten Vektorraum.

Definition 2.38. Eine Darstellung einer Gruppe G ist ein Homomorphismus G — GL(R).

Beispiel. Die Gruppen GL,(Z), SL,(Z) oder SO(n) sind alle Teilmengen von GL,(R. Die Einbet-
tungsabbildung G — GL,(R) ist damit automatisch eine Darstellung, sie heisst auch die reguldre
Darstellung der Gruppe G. O

In Kapitel [ wird gezeigt, dass Permutationen einer endlichen eine Gruppe bilden und wie sie
durch Matrizen dargestellt werden konnen.

2.3.2 Ringe und Moduln

Die ganzen Zahlen haben ausser der Addition mit neutralem Element 0 auch noch eine Multiplikati-
on mit dem neutralen Element 1. Die Multiplikation ist aber nicht immer invertierbar und zwar nicht
nur fiir 0. Eine dhnliche Situation haben wir bei M, (k) angetroffen. M, (k) ist eine zunéchst eine
Gruppe beziiglich der Addition, hat aber auch noch eine Multiplikation, die nicht immer umkehrbar
ist. Diese Art von Struktur nennt man einen Ring.

Definition eines Rings

Definition 2.39. Eine Menge R mit einer additiven Operation + mit neutralem Element 0 und einer
multiplikativ geschriebenen Operation - heisst ein Ring, wenn folgendes gilt.

1. R ist eine Gruppe beziiglich der Addition.
2. R\ {0} ist eine Halbgruppe.

3. Es gelten die Distributivgesetze
alb+c)=ab+ac und (a+ b)c =ac + bc

fiir beliebige Elemente a,b,c € R.

Die Distributivgesetze stellen sicher, dass man in R beliebig ausmultiplizieren kann. Man kann
also so rechnen kann, wie man sich das gewohnt ist. Es stellt auch sicher, dass die Multiplikation mit
0 immer O ergibt, denn es ist

M=r@a—a)=ra—ra=0.

Man beachte, dass weder verlangt wurde, dass die Multiplikation ein neutrales Element hat oder
kommutativ ist. Der Ring Z erfiillt beide Bedingungen. Die Beispiele weiter unten werden zeigen,
dass es auch Ringe gibt, in denen die Multiplikation nicht kommutativ ist, die Multiplikation kein
neutrales Element hat oder beides.

Definition 2.40. Ein Ring R heisst ein Ring mit Eins, wenn die Multiplikation ein neutrales Element
hat.

Definition 2.41. Ein Ring R heisst kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist.
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Abbildung 2.3: Der Ring der ganzen Gausschen Zahlen besteht aus den ganzahligen Gitterpunkten
in der Gausschen Zahlenebene

Beispiele von Ringen

Beispiel. Alle Zahlenkorper aus Kapitel [T sind kommutative Ringe mit Eins. O

Beispiel. Die Menge c(Z) der Folgen (a,),en mit Folgengliedern in Z wird eine Ring, wenn man die
Addition und Multiplikation elementweise definiert, also

Addition: a + b ist die Folge mit Folgengliedern  (a + b),, = a,b, firalleneN
Multiplikation: a - b ist die Folge mit Folgengliedern (a-b), =a,b, firalleneN

fiir a, b € c(Z). Die Algebra ist kommutativ und hat die konstante Folge u, = 1 Vn als Eins.

Wir betrachten jetzt ein Unterring co(Z) C c¢(Z) bestehend aus den Folgen, die nur fiir endlich
viele Folgenglieder von 0 verschieden sind. Fiir eine Folge a € co(Z) gibt es eine Zahl N derart, dass
a, = 0 fiir n > N. Die konstante Folge u, = 1, die in ¢(Z) erfiillt diese Bedingung nicht, die Eins des
Ringes ¢(Z) ist also nicht in cy(Z). c¢o(Z) ist immer noch ein Ring, aber er hat kein Eins. O

Beispiel. Die Menge
Z+iZ={a+bila,beZ}=2Z[ilcC

ist eine Teilmenge von C und erbt natiirlich die arithmetischen Operationen. Die Summe zweier
solcher Zahlen a + bi € Z[i] und ¢ + di € Z[i] ist (a + bi) + (¢ + di) = (a + ¢) + (b + d)i € Z][i], weil
a+ceZund b + d € Z ganze Zahlen sind. Ebenso ist das Produkt dieser Zahlen (a + bi)(c + di) =
(ac — bd) + (ad + be)i € Z[i] weil Realteil ac — bd € Z und der Imaginirteil ad + bc € Z ganze
Zahlen sind. Die Menge Z[{] ist also ein kommutative Ring mit Eins, er heisst der Ring der ganzen
Gaussschen Zahlen. O
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Beispiel. Die Menge der Matrizen M,(Z) ist ein Ring mit Eins. Fiir n > 1 ist er nicht kommutativ.
Der Ring M,(Z) enthilt den Teilring

a~{; )

Da die Matrix J die Relation J? = —E erfiillt, ist der Ring G nichts anderes als der Ring der ganzen
Gaussschen Zahlen. Der Ring Z[i] ist also ein Unterring des Matrizenrings M»(Z). O

a,beZ} =Z+ZJ C My(Z).

Einheiten

In einem Ring mit Eins sind normalerweise nicht alle von O verschiedenen Elemente intertierbar. Die
Menge der von O verschiedenen Elemente in R wir mit R* bezeichnet. Die Menge der invertierbaren
Elemente verdient einen besonderen Namen.

Definition 2.42. Ist R ein Ring mit Eins, dann heissen die Elemente von
U(R) = {r € R | r in R invertierbar}.

die Einheiten von R.

Satz 2.43. U(R) ist eine Gruppe, die sogenannte Einheitengruppe.

Beispiel. Die Menge M,(Z) ist ein Ring mit Eins, die Einheitengruppe besteht aus den invertierbaren
2 x 2-Matrizen. Aus der Formel fiir

a B\ 1 (d -b

c dl  ad-bc\-c a
zeigt, dass U(M»(Z)) = SL,(Z). O
Beispiel. Die Einheitengruppe von M, (k) ist die allgemeine lineare Gruppe U(M,,(k)) = GL, (k).

O

Nullteiler

Ein moglicher Grund, warum ein Element » € R nicht invertierbar ist, kann sein, dass es ein Element
s € R gibt mit rs = 0. Wire nimlich ¢ ein inverses Element, dann wire 0 = 10 = #(rs) = (tr)s = s.

Definition 2.44. Ein Element r € R* heisst ein Nullteiler in R, wenn es ein s € R* gibt mit rs = 0
Ein Ring ohne Nullteiler heisst nullteilerfrei.

In R ist man sich gewohnt zu argumentieren, dass wenn ein Produkt ab = 0 ist, dann muss einer
der Faktoren a = 0 oder b = 0 sein. Dieses Argument funktioniert nur, weil R ein nullteilerfreier
Ring ist. In M,(R) ist dies nicht mehr moglich. Die beiden Matrizen

1 0 0 0
I P I

sind Nullteiler in M>(Z).

51



Vektoren und Matrizen Algebraische Strukturen

SELIREIEK
SELIRIIEK
e

0,009, 000,
SRS
00 000000

Abbildung 2.4: Ideale im Ring der ganzen Gaussschen Zahlen Z[i]. Fiir jedes Element r € Z[i] ist
die Menge rZ[i] ein ein Ideal in Z[i]. Links das Ideal (1 + 2i)Z[{] (blau), rechts das Ideal (1 + i)Z[i]
(rot).

O

<D

Homomorphismus

Eine Abbildung zwischen Ringen muss die algebraische Struktur respektieren, wenn sich damit
Eigenschaften vom einen Ring auf den anderen transportieren lassen sollen.

Definition 2.45. Eine Abbildung ¢ : R — S zwischen Ringen heisst ein Homomorphismus oder
Ringhomomorphismus, wenn ¢ ein Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppen der Ringe ist
und ausserdem gilt

@(rir2) = @(rie(r).

Der Kern ist die Menge
kerp = {re R | ¢(r) = 0}

Wieder hat der Kern zusitzliche Eigenschaften. Er ist natiirlich beziiglich der additiven Struktur
des Ringes ein Normalteiler, aber weil die additive Gruppe ja abelsch ist, ist das keine wirkliche
Einschriankung. Fiir ein beliebiges Element r € R und k € ker ¢ gilt

@(kr) = p(k)p(r) =0 - ¢(r) =0
o(rk) = ¢(r)g(k) = ¢(r) - 0 = 0.

Fiir den Kern gilt also, dass ker¢ - R C kerp und R - ker ¢ C ker ¢.

Ideale

Bei der Betrachtung der additiven Gruppe des Ringes Z der ganzen Zahlen wurde bereits die Un-
tergruppe nZ diskutiert und die Faktorgruppe Z/nZ der Reste konstruiert. Reste knnen aber auch
multipliziert werden, es muss also auch moglich sein, der Faktorgruppe eine multiplikative Struktur
Zu verpassen.
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Sei jetzt also I C R ein Unterring. Die Faktorgruppe R/I hat bereits die additive Struktur, es muss
aber auch die Multiplikation definiert werden. Die Elemente r; + I und r, + I der Faktorgruppe R/I
haben das Produkt

(ri+Dm+D)=riry+rl+1Ir,+I1I.

Dies stimmt nur dann mit ryr, + I iiberein, wenn r1/ € I und rpI C I ist.

Definition 2.46. Ein Unterring I C R heisst ein Ideal, wenn fiir jedes r € R gilt vrI C I und Ir C I
gilt. Die Faktorgruppe R|I erhdlt eine natiirliche Ringstruktur, R/I heisst der Quotientenring.

Beispiel. Die Menge nZ C Z besteht aus den durch n teilbaren Zahlen. Multipliziert man durch n
teilbare Zahlen mit einer ganzen Zahl, bleiben sie durch rn teilbar, nZ ist also ein Ideal in Z. Der
Quotientenring ist der Ring der Reste bei Teilung durch n, er wird in Kapitel [d)im Detail untersucht.

O

Ein Ideal I C R driickt als die Idee “gemeinsamer Faktoren™ auf algebraische Weise aus und der
Quotientenring R/ beschreibt das, was iibrig bleibt, wenn man diese Faktoren ignoriert.

Beispiel. In Abbildung[2.4]sind zwei Ideale im Ring der ganzen Gaussschen Zahlen dargestellt. Die
blauen Punkte sind 7} = (1 + 2{)Z und die roten Punkte sind I, = (1 + i)Z. Die Faktorgruppen R/I;
und R/I, fassen jeweils Punkte, die sich um ein Element von /; bzw. I, unterscheiden, zusammen.
Im Falle von I, gibt es nur zwei Arten von Punkten, ndmlich die roten und die schwarzen, der
Quotientenring hat daher nur zwei Elemente, R/I, = {0 + I,1 + I,}. Wegen 1 + 1 = 0 in diesem
Quotientenring, ist R/, = Z/27Z.
Im Falle von [; gibt es fiinf verschiedene Punkte, als Menge ist

R/IL =0+ 1,1+ 0,2+1,3+1,4+11}.

Die Rechenregeln sind also dieselben wie im Ring Z/5Z. In gewisser Weise verhilt sich die Zahl
1 + 2i in den ganzen Gaussschen Zahlen beziiglich Teilbarkeit dhnlich wie die Zahl 5 in den ganzen
Zahlen. O

2.3.3 Algebren

Die Skalar-Multiplikation eines Vektorraums ist in einem Ring nicht vorhanden. Die Menge der
Matrizen M, (k) ist sowohl ein Ring als auch ein Vektorraum. Man nennt eine k-Algebra oder Algebra
iiber k ein Ring A, der auch eine k- Vektorraum ist. Die Multiplikation des Ringes muss dazu mit der
Skalarmultiplikation vertrédglich sein. Dazu miissen Assoziativgesetze

Alua) = (Awa und Alab) = (1a)b
fir a,b € A und A, u € k und eine Regel der Form
a(Ab) = A(ab) (2.12)

gelten. Die Bedingung (2.12) ist eine Folge der Forderung, dass die Multiplikation eine lineare Ab-
bildung sein soll. Dies bedeutet, dass

a(Ab + uc) = A(ab) + u(ac), (2.13)

woraus (2.12)) fiir u = 0 folgt. Die Regel (2.13) beinhaltet aber auch das Distributivgesetz. M, (k) ist
eine Algebra.
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Die Algebra der Funktionen kX

Sie X eine Menge und k¥ die Menge aller Funktionen X — k. Auf k¥ kann man Addition, Multipli-
kation mit Skalaren und Multiplikation von Funktionen punktweise definieren. Fiir zwei Funktion
f,g € k¥ und A € k definiert man

Summe f+ g (f +g)(x) = f(x) + g(x)
Skalare Af: (AN)x) = Af(x)
Produkt f-g:  (f-g)(x) = f(x)g(x)
Man kann leicht nachpriifen, dass die Menge der Funktionen k¥ mit diesen Verkniifungen die Struk-

tur einer k-Algebra erhilt.
Die Algebra der Funktionen kX hat auch ein Einselement: die konstante Funktion

1:[a,b] > k:x— 1
mit Wert 1 erfiillt
(1-Hx) =10 f(x) = f(x) = L-f=1

die Eigenschaft einer Eins in der Algebra.

Die Algebra der stetigen Funktionen C([a, b])

Die Menge der stetigen Funktionen C([a, b]) ist natiirlich eine Teilmenge aller Funktionen: C([a, b]) C
R[?1 und erbt damit auch die Algebraoperationen. Man muss nur noch sicherstellen, dass die Sum-
me von stetigen Funktionen, das Produkt einer stetigen Funktion mit einem Skalar und das Produkt
von stetigen Funktionen wieder eine stetige Funktion ist. Eine Funktion ist genau dann stetig, wenn
an jeder Stelle der Grenzwert mit dem Funktionswert iibereinstimmt. Genau dies garantieren die be-
kannten Rechenregeln fiir stetige Funktionen. Fiir zwei stetige Funktionen f, g € C([a, b]) und einen
Skalar A € R gilt

Summe: )}1_{2) (f+9x = )}g&lﬂ (f(x) +g(x) = )}ggrlo J(x) + Xlggclo g(x) = f(xo) + g(xo) = (f + g)(x0)
Skalare: lim (A£)(x) = lim (1£(x)) = 2 lim £(x) = 1f(x0) = (1f)(x0)
Produkt:  lim (/- £)(x) = lim f(x) - g(x) = lim /(x) - lim g(x) = f(x0)g(x0) = (/- §)x0).

fiir jeden Punkt xy € [a, b]. Damit ist C([a, b]) eine R-Algebra. Die Algebra hat auch eine Eins, da
die konstante Funktion 1(x) = 1 stetig ist.

2.3.4 Korper

Die Multiplikation ist in einer Algebra nicht immer umkehrbar. Die Zahlenkorper von Kapitel [I]
sind also sehr spezielle Algebren, man nennt sie Korper. In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten
Eigenschaften von Korpern zusammengetragen werden.

XXX TODO
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2.4 Hadamard-Algebra

Das Matrizenprodukt ist nicht die einzige Moglichkeit, ein Produkt auf Vektoren oder Matrizen zu
definieren. In diesem Abschnitt soll das Hadamard-Produkt beschrieben werden, welches zu einer
kommutativen-Algebra-Struktur fiihrt.

2.4.1 Hadamard-Produkt

Im Folgenden werden wir k" = M, (k) setzen und den Fall der Vektoren nicht mehr separat
diskutieren. Die Addition und Multiplikation mit Skalaren ist in M,,x,(k) komponentenweise defi-
niert. Wir konnen natiirlich auch ein Produkt komponentenweise definieren, dies ist das Hadamard-
Produkt.

Definition 2.47. Das Hadamard-Produkt zweier Matrizen A, B € M,,x,(k) ist definiert als die Matrix
A © B mit den Komponenten

(A © B);j = (A);j(B);;.
Wir nennen My, (k) mit der Multiplikation © auch die Hadamard-Algebra H (k).

Dies ist jedoch nur interessant, wenn M,,x,(k) mit diesem Produkt eine interessante algebraische
Struktur erhilt. Dazu miissen die {iblichen Vertréiglichkeitsgesetze zwischen den Vektorraumopera-
tionen von M,,,(k) und dem neuen Produkt gelten, wir erhalten dann eine Algebra. Da alle Opera-
tionen elementweise definiert sind, muss man auch alle Rechengesetze nur elementweise priifen. Es
gilt

AOBOC)=(A0BOC

AOB+C)=A0GB+A0GC

A+B)6C=A6C+BoC
(1A)OB=1A0GB)
AO(AB) =A(AOB)

aij(bijcij) = (aijbij)cij
aij(bij + cij) = a;;bij + ajjci
(aij + bij)cij = aijcij + bijei;
(Aaij)bij = Aaijbij)
a;j(Abij) = Aai;bij)

t 0 0°Q

fiir alle 7, j.

Das Hadamard-Produkt ist kommutativ, da die Multiplikation in k kommuativ ist. Das Hadamard-
Produkt kann auch fiir Matrizen mit Eintrdgen in einem Ring definiert werden, in diesem Fall ist es
moglich, dass die entsehende Algebra nicht kommutativ ist.

Die Hadamard-Algebra hat auch ein Eins-Elemente, ndmlich die Matrix, die aus lauter Einsen
besteht.

Definition 2.48. Die sogenannte Einsmatrix U ist die Matrix

1 1 ... 1
U= : eMan(k)

mit lauter Eintrdgen 1 € k.

Die Hadamard-Algebra ist ein Spezialfall der Algebra der Funktionen k*. Ordnet man dem Vek-
tor v € k" mit den Komponenten v; die Abbildung

vi[nl ok:i
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zu, dann geht die Addition von Vektoren in die Addition von Funktionen iiber, die Multiplikation
von Skalaren mit Vektoren geht in die Multiplikation von Funktionen mit Skalaren tiber und die
Hadamard-Multiplikation geht iiber in das Produkt von Funktionen.

Auch die Hadamard-Algebra H,,x,(k) kann als Funktionenalgebra betrachtet werden. Einer Ma-
trix A € H,,x,(k) ordnet man die Funktion

a: [m]x[n]: @, j) v a;

zu. Dabei gehen die Algebraoperationen von H,,, (k) tiber in die Algebraoperationen der Funktio-
nenalgebra k™" Aus der Einsmatrix der Hadamard-Algebra wird dabei zur konstanten Funktion
1 auf [m] X [n].

2.4.2 Hadamard-Produkt und Matrizenalgebra

Es ist nur in Ausnahmefillen, Hadamard-Produkt und Matrizen-Produkt gleichzeitig zu verwenden.
Das liegt daran, dass die beiden Produkte sich iiberhaupt nicht vertragen.

Unvertriglichkeit von Hadamard- und Matrizen-Produkt
Das Hadamard-Produkt und das gewohnliche Matrizenprodukt sind in keiner Weise kompatibel. Die
beiden Matrizen
3 4 -5 4
A—(4 5) und B—(4 _3)
sind inverse Matrizen beziiglich des Matrizenproduktes, also AB = E. Fiir das Hadamard-Produkt

gilt dagegen

~15 16
AQB‘( 16 —15)'

Die Inverse einer Matrix A Beziiglich des Hadamard-Produktes hat die Eintrdge ai’j1 . Die Matrix E ist
beziiglich des gewohnlichen Matrizenproduktes invertierbar, aber sie ist beziiglich des Hadamard-
Produktes nicht invertierbar.

Einbettung der Hadamard-Algebra ein eine Matrizenalgebra

Hadamard-Algebren konnen als Unteralgebren einer Matrizenalgebra betrachtet werden. Der Ope-
rator diag bildet Vektoren ab in Diagonalmatrizen nach der Regel

Vi vy ... 0
diag: k" - M, (k) : | : [+~

Vn 0 ... v
Das Produkt von Diagonalmatrizen ist besonders einfach. Fiir zwei Vektoren a, b € k"

Cllbl Cllbl 0 a; ... 0 bl 0
aob=| [l to =l
a,b, 0 ... apb, 0O ... a,J\0 ... b,

Das Hadamard-Produkt der Vektoren geht also iiber in das gewohnliche Matrizenprodukt der Dia-
gonalmatrizen.
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Fiir die Hadamard-Matrix ist die Einbettung etwas komplizierter. Wir machen aus einer Matrix
erst einen Vektor, den wir dann mit dem diag in eine Diagonalmatrix umwandeln:

ar
Aln
a ... Ay
as)
'._)
am1
Aan
ann

Bei dieser Abbildung geht die Hadamard-Multiplikation wieder in das gewohnliche Matrizenprodukt
tiber.

Beispiel: Faltung und Fourier-Theorie

2.4.3 Weitere Verkniipfungen

Transposition

Das Hadamard-Produkt vertrigt sich mit der Transposition:
(AoB) =A'0B.

Insbesondere ist das Hadamard-Produkt zweier symmetrischer Matrizen auch wieder symmetrisch.

Frobeniusnorm

Das Hadamard-Produkt in der Hadamard-Algebra H,,x,(R) nimmt keine Riicksicht auf die Dimen-
sionen einer Matrix und ist nicht unterscheidbar von R™" mit dem Hadamard-Produkt. Daher darf
auch der Begriff einer mit den algebraischen Operationen vertridglichen Norm nicht von von den
Dimensionen abhéngen. Dies fiihrt auf die folgende Definition einer Norm.

Definition 2.49. Die Frobenius-Norm einer Matrix A € H,,x,R) mit den Eintrdgen (a;;) = A ist
Al = > a.
ij
Das Frobenius-Skalarprodukt zweier Matrizen A, B € Hx,(R) ist

<A,B>F = Za,‘jb[j = SpurAtB

ij
und es gilt ||Allr = V(A,A).

Fiir komplexe Matrizen muss
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Definition 2.50. Die komplexe Frobenius-Norm einer Matrix A € H,,,(C) ist

Al = \/Z i = > aya
ij

das komplexe Frobenius-Skalarprodukt zweier Matrizen A, B € H,,x,(C) ist das Produkt
(A, Byp = ) Gijbi; = Spur(A°B)
ij
und es gilt ||Allr = V(A,A).
Skalarprodukt

Ubungsaufgaben

2.1. Gegeben ist die Matrix

000 0 a,
1 00 0 a,
010 0 a,

A=l0 0 1 0 au,
0 0 0 1 ap

a) Berechnen Sie detA
b) Finden Sie die inverse Matrix A~

¢) Nehmen Sie an, dass a;, € Z. Formulieren Sie eine Bedingung an die Koeffizienten a;,, die
garantiert, dass A~ eine Matrix mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

Losung. a) Die Determinante ist am einfachsten mit Hilfe des Entwicklungssatzes durch Ent-
wicklung nach der ersten Zeile zu bestimmen:
0 0 0 ... 0 a
1 00 0 as
010 0 as,
detA=y o 1 0 ay| =" a,detE, = -1""ay,.

00 0 ... 1 ap
b) Die inverse Matrix kann am einfachsten mit Hilfe des Gauss-Algorithmus gefunden werden.

Dazu schreiben wir die Matrix A in die linke Hélfte eines Tableaus und die Einheitsmatrix in
die rechte Hilfte und fithren den Gauss-Algorithmus durch.

0o 0 0 ... a,|1 0 0 ... 0
1 0 0 ... a,|0 1 O 0
01 0 ... a3 |0 0 1 0
0 00 ... a,|0 0 0 ... 1
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Die Arbeit wird wesentlich vereinfacht, wenn wir zunéchst die erste Zeile ganz nach unten

schieben:
I 0 ... 0 a,|0 1 O 0
0 1 0 a3 |0 O 1 0
B RS S U S I S P
0o o0 ... 1 a,|0 0 0 ... 1
o 0 ... 0 a, |1 0 O ... O

Mit einer einzigen Gauss-Operationen kann man jetzt die inverse Matrix finden. Dazu muss
man zunéchst durch das Pivot-Elemente a,, dividieren, und dann in der Zeile k das aj4i,-
fache der letzten Zeile subtrahieren. Dies hat nur eine Auswirkung auf die erste Spalte in der
rechten Hilfte:

0O ... 0 O —Z% 1 0 ... 0

o 1 ... 0 O —(‘% o1 ... 0

- . . . . . . . . . .
0O 0 ... 1 0 —Zﬁ 0 0 ... 1

0O 0 ... 0 1 a%,, 0 0 ... O

Die inverse Matrix von A ist also

—@ 0 L0
R 0
A=l (2.14)
I
90 ... 0

Aain

¢) Aus der Darstellung (2.14) der Inversen A~ konnen wir ablesen, dass A~! nur dann eine
ganzzahlige Matrix sein kann, wenn a;, invertierbar ist, also a;, = +1. O

2.2. Nach Aufgabe uhat die Matrix
0 0 1 -b 1 0
A=|1 0 a|leMyZ) dielnverse A =|-a 0 1|e My2).
01 b 1 00

Kann man A~! als Linearkombination der Matrizen E, A und A% schreiben?

Lésung. Wir berechnen zunzchst A%:

0 0 1Y(0 0 1 0 1 b
A’=[1 0 a 0 al=[0 a l+ab
01 b 1 b 1 b a+b?

Gesucht sind jetzt die Koeffizienten A; einer Linearkombination

S =

A7 = WE + LA + LA
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Die drei Matrizen auf der rechten Seite haben in der ersten Spalte nur Nullen und Einsen, so dass

wir an der ersten Spalten von A* unmittelbar ablesen konnen, welche Werte wir fiir A; verwenden
miissen. Wir finden A9 = —b, 4; = —a und A, = 1. Wir setzen dies ein:

1 00 0 0 1) (0 1 b
—bE-aA+A*>=-b|0 1 O|-a|ll 0 al+|0 a 1+ab
0 0 1 01 b 1 b a+b?

-b 1 b-a -b 1 b—a
=|-a -b+a -a®+1+ab |=|-a a-b 1+ab-a)
1 —a+b —b—ab+a+b> 1 b-a (1-b)a->b)

Diese Matrix kann nur dann mit A~! iibereinstimmen, wenn a — b = 0 ist, als a = b.
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Kapitel 3

Polynome

Ein Polynom ist ein Ausdruck der Form
PX) = ap X" + ap X"+ X + a1 X + ap. (3.1

Urspriinglich stand das Symbol X als Platzhalter fiir eine Zahl. Die Polynomgleichung ¥ = p(X)
driickt dann einen Zusammenhang zwischen den Grossen X und Y aus. Zum Beispiel driickt

1
H= —ngz +voT + hy = p(T) (3.2)

im Schwerefeld der Erde nahe der Oberfliche einen Zusammenhang zwischen der Zeit 7 und der
Hohe H eines frei fallenden Korpers aus. Setzt man einen Wert fiir 7 in (3.2) ein, erhilt man den
zugehorigen Wert fiir H. Man stellt sich hier also vor, dass T eigentlich eine Zahl ist und dass
(3:1) nur ein “unfertiger” Ausdruck oder ein “Programm” fiir eine Berechnung ist. In dieser eher
arithmetischen Sichtweise ist es aber eigentlich egal, dass in (3.1 nur einfache Multiplikationen und
Additionen vorkommen. In einem Programm konnten ja auch beliebig komplizierte Operationen
verwendet werden, warum also diese Beschriankung.

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen stellen wir uns X daher nicht mehr einfach als einen Platz-
halter fiir eine Zahl vor, sondern als ein neues algebraisches Objekt, fiir das man die Rechenregeln
erst noch definieren muss. In diesem Kapteil sollen die Regeln zum Beispiel sicherstellen, dass man
mit Polynomen so rechnen kann, wie wenn X eine Zahl wire. Es sollen also zum Beispiel die Regeln

aX = Xa (a+b)X =aX +bX a+X=X+a 3.3)

gelten. In dieser algebraischen Sichtweise konnen je nach den gewéhlten algebraischen Rechenre-
geln fiir X interessante rechnerische Strukturen abgebildet werden. Ziel dieses Kapitels ist zu zeigen,
wie man die Rechenregeln fiir X mit Hilfe von Matrizen allgemein darstellen kann. Diese Betrach-
tungsweise wird spéter in Anwendungen ermdglichen, handliche Realisierungen fiir das Rechnen
mit Grossen zu finden, die polynomielle Gleichungen erfiillen. Ebenso sollen in spéteren Kapiteln
die Regeln (3.3)) erweitert oder abgeldst werden um weitere Anwendungen zu erschliessen.

Bei der Auswahl der zusitzlichen algebraischen Regeln muss man sehr vorsichtig vorgehen.
Nimmt man zum Beispiel an, dass man durch X teilen kann, dann wiirde dies in der arithmetischen
Sichtweise bereits ausschliessen, dass man fiir X die Zahl 0 einsetzen kann. Aber auch eine Regel wie
X? > 0, die fiir alle reellen Zahlen gilt, wiirde die Anwendungsmoglichkeiten zu stark einschrinken.

61



Polynome Definitionen

Es gibt zwar keine reelle Zahl, die man in das Polynom p(X) = X? + 1 einsetzen konnte, so dass es
den Wert 0 annimmt. Man konnte X aber als ein neues Objekt ausserhalb von R betrachten, welches
die Gleichung X2+ 1 = 0 erfiillt. In den komplexen Zahlen C gibt es mit der imaginiren Einheiti € C
tatsichlich ein Zahl mit der Eigenschaft i> = —1 und damit eine Objekt, welches die Ungleichung
X? > 0 verletzt.

Fiir das Symbol X sollen also die “iiblichen” Rechenregeln gelten. Dies ist natiirlich nur sinn-
voll, wenn man auch mit den Koeffizienten ay, . . ., a, rechnen kann. Sie miissen also Elemente einer
algebraischen Struktur sein, in der mindestens die Addition und die Multiplikation definiert sind.
Die ganzen Zahlen Z kommen dafiir in Frage, aber auch die rationalen oder reellen Zahlen Q und
R. Man kann sogar noch weiter gehen: man kann als Koeffizienten auch Vektoren oder sogar Matri-
zen zulassen. Polynome konnen addiert werden, indem die Koeffizienten addiert werden. Polynome
konnen aber auch multipliziert werden, was auf die Faltung der Koeffizienten hinausléduft:

pX) = a, X"+ ap X"+ + a1 X + ap
G(X) = by X" + by X"+ + b1 X + by
POOGX) = @by X" + (@ybpy + @n 1) X" o4 3" X  + -+ (arbo + agh)X + agby

i+j=k

34

Dies ist aber nur moglich, wenn die Koeffizienten selbst miteinander multipliziert werden kénnen,
wenn also die Koeffizienten mindestens Elemente einer Algebra sind.

3.1 Definitionen

In diesem Abschnitt stellen wir einige grundlegende Definitionen fiir das Rechnen mit Polynomen
zusammen.

3.1.1 Skalare

Wie schon in der Einleitung angedeutet sind Polynome nur dann sinnvoll, wenn man mit den Koef-
fizienten gewisse Rechenoperationen durchfiihren kann. Wir brauchen mindestens die Moglichkeit,
Koeffizienten zu addieren. Wenn wir uns vorstellen, dass wir X durch eine Zahl ersetzen konnen,
dann brauchen wir zusitzlich die Moglichkeit, einen Koeffizienten mit einer Zahl zu multiplizieren.

Die Struktur, die wir hier beschrieben haben, hingt davon ab, was wir uns unter einer “Zahl”
vorstellen. Wir bezeichnen die Menge, aus der die “Zahlen” kommen konnen mit R und nennen sie
die Menge der Skalare. Wenn wir uns vorstellen, dass man die Elemente von R an Stelle von X in das
Polynom einsetzen kann, dann muss es moglich sein, in R zu Multiplizieren und zu Addieren, und
es miissen die liblichen Rechenregeln der Algebra gelten, R muss also ein Ring sein. Wir werden im
folgenden meistens voraussetzen, dass R sogar kommutativ ist und eine 1 hat.

Definition 3.1. Sei R ein Ring. Die Menge
RIX] = {pX) = a,X" + ap_1 X" ' +...a1X +ag | a € R,n € N}

heisst die Menge der Polynome mit Koeffizienten in R oder Polynome iiber R. Polynome konnen
addiert werden, indem Koeffizienten mit gleichem Index addiert werden:

P(X) = aan + anflxn_l +--+a X+a
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gX) = b, X" + by X"+ + b X + by
PX) + q(X) = (an + b)X" + (an-1 + by )X"™' + -+ + (a1 + b)X + (ag + bo)

Die Multiplikation ist durch die Formel (3.4) definiert.

Ein Polynom heisst normiert oder auch monisch, wenn der hochste Koeffizient oder auch Leiz-
koeffizient des Polynomus 1 ist, also a, = 1. Wenn man in R durch @, dividieren kann, dann kann
man aus dem Polynom p(X) = a,X" + ... mit Leitkoeffizient a,, das normierte Polynom

1 1 a ;
—p(X) = —(@ X"+ +ag) = X"+ ~Lx 4.4 2
an ay a, a,

machen. Man sagt auch, das Polynom p(X) wurde normiert.

Die Tatsache, dass zwei Polynome nicht gleich viele von 0 verschiedene Koeffizienten haben
miissen, verkompliziert die Beschreibung der Rechenoperationen ein wenig. Wir werden daher im
Folgenden oft fiir ein Polynom

pX) = a, X" + an_lX”_l +..a1X +ay

annehmen, dass alle Koeffizienten a1, @2, . .. implizit mit Wert O definiert sind. Wir werden uns

also erlauben,
P = axt = ax*
k k=0

zu schreiben, wobei in der ersten Form das Summenzeichen bedeuten soll, dass nur iiber diejenigen
Indizes k summiert wird, fiir die a; definiert ist.

3.1.2 Der Polynomring

Die Menge R[X] aller Polynome iiber R wird zu einem Ring, wenn man die Rechenoperationen
Addition und Multiplikation so definiert, wie man das in der Schule gelernt hat. Die Summe von
zwei Polynomen

P(X) = aan + an—an_l +-+ Q]X+ ap

qX) = bpX" + by X"+ + 51X + by
ist

PO +(X) = > (@i + boX",
k

wobei die Summe wieder so zu interpretieren ist, iiber alle Terme summiert wird, fiir die mindestens
einer der Summanden von O verschieden ist.
Fiir das Produkt verwenden wir die Definition

PXgX) = 3" 3" axhixt,
k !

die natiirlich mit Formel (3.4) gleichbedeutend ist. Die Polynom-Multiplikation und Addition sind
nur eine natiirliche Erweiterung der Rechenregeln, die man schon in der Schule lernt, es ist daher
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nicht tiberraschend, dass die bekannten Rechenregeln auch fiir Polynome gelten. Das Distributivge-
setz

PX)(X) +v(X)) = p(X)u(X) + p(X)(X)  (p(X) + g(X)u(X) = p(X)u(X) + g(X)u(X)
zum Beispiel sagt ja nichts anderes, als dass man ausmultiplizieren kann. Oder die Assoziativgesetze

p(X) + g(X) + r(X) = (p(X) + (X)) + r(X) = p(X) + (¢(X) + r(X))
pX)g(X)r(X) = (p(X)g(X))r(X) = p(X)(g(X)r(X))

fiir die Multiplikation besagt, das es keine Rolle spielt, in welcher Reihenfolge man die Additionen
oder Multiplikationen ausfiihrt.

3.1.3 Grad

Definition 3.2. Der Grad eines Polynoms p(X) ist die hochste Potenz von X, die im Polynom vor-
kommt. Das Polynom

pX) = a, X" + an_lX"*l +..a1X +ag

hat den Grad n, wenn a,, # 0 ist. Der Grad von p wird mit deg p bezeichnet. Konstante Polynome
p(X) = ag mit ay # 0 hat den Grad 0. Der Grad des Nullpolynoms p(X) = 0 ist definiert als —co.

Der Grad eines Polynoms ist sinnvoll in dem Sinn, dass er sich mit den Rechenoperationen
gut vertragt. Damit ldsst sich weiter unten auch die spezielle Wahl des Grades des Nullpolynoms
begriinden. Es gelten ndmlich die folgenden Rechenregeln.

Lemma 3.3. Sind p und g Polynome mit Koeffizienten in R und 0 # A € R, dann gilt

deg(pg) < deg p + deg g (3.5)
deg(p + q) < max(deg p,degq) (3.6)
deg(dp) < degp (3.7

Die Formel (3.7) ist eigentlich ein Spezialfall von (3.5). Die Zahl A € R kann man als Polynom
vom Grad 0 betrachten, wofiir natiirlich (3.3)) gilt, also deg(dp) < deg A + deg p.

Beweis. Wir schreiben die Polynome wieder in der Form

p(X) :aan—{—an,an_l +--+a1 X +ay = degp=n
q(X) = by X" + by X" 4+ by X + by = degg = m.

Dann kann der hochste Koeffizient in der Summe p+¢ nicht weiter oben sein als die grossere von den
beiden Zahlen n und m angibt, dies beweist (3.5). Ebenso kann der hichste Koeffizient im Produkt
nach der Formel (3.4) nicht weiter oben als bei n + m liegen, dies beweist beweist (3.6). Es konnte
aber passieren, dass a,b,, = 0ist, d. h. es ist durchaus moglich, dass der Grad kleiner ist. Schliesslich
kann der hochsten Koeffizient von Ap(X) nicht grosser als der hochste Koeffizient von p(X) sein, was

(3.7) beweist. O
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Etwas enttiduschend an diesen Rechenregeln ist, dass der Grad eines Produktes nicht exakt die
Summe der Grade hat. Der Grund ist natiirlich, dass es in gewissen Ringen R passieren kann, dass
das Produkt a,, - b,, = 0 ist. Zum Beispiel ist im Ring der 2 X 2 Matrizen das Produkt der Elemente

1 0 0 0 00
an—(o 0) und bm_(o 1) = anbm—(o o)' (3.8)

Diese unangehme Situation tritt immer ein, wenn es von Null verschiedene Elemente gibt, deren
Produkt O ist. In Matrizenringen ist das der Normalfall, man kann diesen Fall also nicht einfach
ausschliessen. In den Zahlenmengen wie Z, Q und R passiert das natiirlich nie.

Definition 3.4. Ein Ring R heisst nullteilerfrei, wenn fiir zwei Elemente a,b € R aus ab = 0 immer
geschlossen werden kann, dass a = 0 oder b = 0. Ein von 0 verschiedenes Element a € R heisst
Nullteiler, wenn es eine b € R mit b # 0 gibt derart dass ab = 0.

Die beiden Matrizen in (3.8) sind Nullteiler im Ring M,(Z) der 2 x 2-Matrizen. Der Matrizenring
M>(7Z) ist also nicht nullteilerfrei.
In einem nullteilerfreien Ring gelten die Rechenregeln fiir den Grad jetzt exakt:

Lemma 3.5. Sei R ein nullteilerfreier Ring und p und q Polynome iiber R und 0 # A € R. Dann gilt

deg(pq) = deg p +degq (3.9)
deg(p + q) < max(deg p, deg q) (3.10)
deg(dp) = deg p (3.11)

Beweis. Der Fall, dass der hochste Koeflizient verschwindet, weil a,,, b,, oder A Nullteiler sind, kann
unter den gegebenen Voraussetzungen nicht eintreten, daher werden die in Lemma [3.3] gefunden
Ungleichungen fiir Produkte exakt. O

Die Gleichung (3.11)) kann im Fall A = 0 natiirlich nicht gelten. Betrachten wir A wieder als ein
Polynom, dann folgt aus (3.9), dass
A#0 = deg(dp) =degd+degp=0+degp
A=0 = deg(0p) =deg0+degp =deg0
Diese Gleichung kann also nur aufrechterhalten werden, wenn die ‘“Zahl” deg O die Eigenschaft
besitzt, dass man immer noch deg O bekommt, wenn man irgend eine Zahl deg p hinzuaddiert. Wenn

also
deg0 + deg p = deg0 VdegpeZ

gilt. So eine Zahl gibt es in den ganzen Zahlen nicht. Wenn man zu einer ganzen Zahl eine andere
ganze Zahl hinzuaddiert, dndert sich fast immer etwas. Man muss daher deg0 = —co setzen und
festlegen, dass —oo 4+ n = —oo fiir beliebige ganze Zahlen n gilt.

Definition 3.6. Die Polynome vom Grad < n mit Koeffizienten in R bilden die Teilmenge
R™[X]={p e R[X]| degp < n}.

Die Mengen R"™[X] bilden eine Filtrierung des Polynomrings R[X], d. h. sie sind ineinander ge-
schachtelt

R=™[X] ¢ ROYX] c RIV[X] c ... ¢ RPU[X] ¢ R*¥D[X] c ... c R[X]

|

{0} C R C {mX+aglag€R} C
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und ihre Vereinigung ist R[X].
Die Formeln fiir den Grad konnen wir auch mit den Mengen R®[X] ausdriicken:

deg(p + g) < max(deg p, deg q) = RW 4 RO ¢ Rimaxtkh) — pMx) y RO[X].
deg(p - q) = degp + degq = RY[X]-RO[X] = R*V[X].

3.1.4 Teilbarkeit

Im Ring der ganzen Zahlen sind nicht alle Divisionen ohne Rest ausfiihrbar, so entsteht das Konzept
der Teilbarkeit. Der Divisionsalgorithmus, den man in der Schule lernt, liefert zu beliebigen ganzen
Zahlen a,b € Z den Quotienten g und den Rest r derart, dass a = gb + r. Der Algorithmus basiert
auf der Zehnersystemdarstellung

a=a,10" +a, 10" + .-+ a;10" + qy

b=bu10" + by 10" + -+ 510" + by
und ermittelt den Quotienten, indem er mit den einzelnen Stellen a; und b, arbeitet. Er ist also
eigentlich ein Algorithmus fiir die Polynome

a=a,X"+a, X" '+ +a X' + ag

b=b,X"+b, X"+ +b X"+ by,

mit dem einzigen Unterschied, dass statt X mit der festen Zahl X = 10 gearbeitet wird. Der Teilungs-
algorithmus fiir Polynome lésst sich aber leicht rekonstruieren.

Polynomdivision

Wir zeigen den Polynomdivisionsalgorithmus an einem konkreten Beispiel. Gesucht sind Quotient
q € Z[X] und Rest r € Z[X] der beiden Polynome

aX)=X'-X-7X>+X+6

3.12
b(X)=X*+X+1, (3-12)

fiir die also gilt a = bqg + r. Die Division ergibt

XA - X3 -7X*+ X+ 6:X>+X+1=X>-2X-6=¢
-X*+ X*+ X3
2X° —8X7+ X

—(- 2X3 = 2X2 - 2X)

—6X?+3X+ 6
—(-6X2-6X - 6)
X+ 12=r

Durch nachrechnen kann man tiberpriifen, dass tatsdchlich

bg=X'-X>-7X*>-8X-6
bg+r=X'-X-7X*>+X+6=a
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gilt.

Das Beispiel (3.13) war besonders einfach, weil der fithrende Koeffizient des Divisorpolynomes
1 war. Fiir b = 2X? + X + 1 funktioniert der Algorithmus dagegen nicht mehr. Jedes fiir ¢ in Frage
kommende Polynom vom Grad 2 muss von der Form g = ¢,X*> + ¢ X + qo sein. Multipliziert
man mit b, erhilt man bg = 2¢,X* + (29, + ¢2)X° + .... Insbesondere ist es nicht moglich mit
ganzzahligen Quotienten g; € Z auch nur der ersten Koeffizienten von a zu erhalten. Dazu miisste
ndmlich a, = 1 = 2¢; oder ¢, = % ¢ Z sein. Der Divisionsalgorithmus funktioniert also nur dann,
wenn die Division durch den fithrenden Koeffizienten des Divisorpolynomes b immer ausfiihrbar ist.
Im Beispiel (3.13) war das der Fall, weil der fithrende Koeffizient 1 war. Fiir beliebige Polynome b €
R[X] ist das aber nur der Fall, wenn die Koeffizienten in Tat und Wahrheit einem Korper entstammen.

Im Folgenden betrachten wir daher nur noch Polynomringe mit Koeffizienten in einem Korper

k. In Q[X] ist die Division a : b fiir die Polynome

aX) =X -X-7X*+X+6

3.13
bX)=X>+X+1, ©-13)

problemlos durchfiihrbar:

Xt— X- 17X+ X+ 6:2X2+X+1=1Xx"-3x-T =4
4 1y3 1y2
—(X +§X+§X)
-3 -Bxr+ X
3y3 3y2 3
—(-3x* - 3x*- 3X)
-IX*+ IX+ 6
27 y2 27 27
—CFX-FX-F)
41 75
§X+§—I"

Der Algorithmus funktioniert selbstverstindlich genauso in R[X] oder C[X], und ebenso in den in
Kapitel [ studierten endlichen Kérpern.
Euklidische Ringe und Faktorzerlegung

Der Polynomring k[ X] hat noch eine weitere Eigenschaft, die ihn von einem gewdhnlichen Ring un-
terschiedet. Der Polynomdivisionsalgorithmus findet zu zwei Polynomen f, g € k[X] den Quotienten
q € k[X] und den Rest r € k[X] mit f = gg + r, wobei ausserdem deg r < deg g ist.

Definition 3.7. Ein euklidischer Ring R ist ein nullteilerfreier Ring mit einer Gradfunktion deg: R\
{0} — N mit folgenden Eigenschaften

1. Fiir x,y € R gilt deg(xy) > deg(x).
2. Fiir alle x,y € R gibt es q,r € R mit x = gy + r mit deg(y) > deg(x)
Bedingung [2|ist die Division mit Rest.

Die ganzen Zahlen Z bilden einen euklidischen Ring mit der Gradfunktion deg(z) = |z| fiir z € Z.
Aus dem Divisionsalgorithmus fiir ganze Zahlen leiten sich alle grundlegenden Eigenschaften tiber
Teilbarkeit und Primzahlen ab. Eine Zahl x ist teilbar durch y, wenn x = gy mit g € Z, es gibt Zahlen
p € Z, die keine Teiler haben und jede Zahl kann auf eindeutige Art und Weise in ein Produkt von
Primfaktoren zerlegt werden.
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Irreduzible Polynome

Das Konzept der Primzahl 1dsst sich wie folgt in den Polynomring iibertragen.

Definition 3.8. Ein Polynom f € R[X] heisst irreduzibel, es keine Faktorisierung f = gh in Faktoren
g, h € R[X] mit deg(g) > 0 und deg(h) > 0.

Beispiel. Polynome ersten Grades aX + b sind immer irreduzibel, da sie bereits minimalen Grad
haben.

Sei jetzt f = X? + bX + c ein quadratisches Polynom in Q[X]. Wenn es faktorisierbar sein
soll, dann miissen die Faktoren Polynome ersten Grades sein, also f = (X — x)(X — x) mit x; €
Q. Die Zahlen x; die einzigen moglichen Losungen fiir x; konnen mit der Losungsformel fiir die

quadratische Gleichung
b . [ b2
Xi=—=*1/——c¢C
' 2 4

gefunden werden. Die Faktorisierung ist also genau dann moglich, wenn b%/4 — ¢ ein Quadrat in Q.
In R ist das Polynom faktorisierbar, wenn 5> — 4c > 0 ist. In C gibt es keine Einschriinkung, die
Waurzel zu ziehen, in C gibt es also keine irreduziblen Polynome im Grad 2. O

Faktorisierung in einem Polynomring

Ein Polynomring ist ganz offensichtlich auch ein euklidischer Ring. Wir erwarten daher die ent-
sprechenden Eigenschaften auch in einem Polynomring. Allerdings ist eine Faktorzerlegung nicht
ganz eindeutig. Wenn das Polynom f € Z[X] die Faktorisierung f = g - h mit g, hZ[X] hat, dann
ist rg - ¥"'h ebenfalls eine Faktorisierung fiir jedes r = +1. Dasselbe gilt in Q fiir jedes r € Q*.
Faktorisierung ist also nur eindeutig bis auf Elemente der Einheitengruppe des Koeffizientenringes.
Diese Mehrdeutigkeit kann in den Polynomringen k[X] tiberwunden werden, indem die Polynome
normiert werden.

Satz 3.9. Ein normiertes Polynom f € k[X] kann in normierte Faktoren g, ..., g, € k[X] zerlegt
werden, so dass f = g1 - ... g wobei die Faktoren irreduzibel sind. Zwei solche Faktorisierungen
unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge der Faktoren. Ein Polynom f € k[X] kann in ein
Produkt a,g) - ... - gx zerlegt werden, wobei die normierten Faktoren g; bis auf die Reihenfolge
eindeutig sind.

3.1.5 Formale Potenzreihen

XXX TODO

3.2 Polynome als Vektoren

Ein Polynom
pX) = a, X"+ a, X"+ a1 X + ap

mit Koeffizienten in einem Ring R ist spezifiziert, wenn die Koeffizienten a; bekannt sind. Die Po-
tenzen von X dienen hier nur dazu, die verschiedenen Koeffizienten zu unterscheiden. Das Polynom
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p(X) vom Grad n ist also auch gegeben durch den n + 1-dimensionalen Vektor

Aap-1
an

Diese Darstellung eines Polynoms gibt auch die Addition von Polynomen und die Multiplikation
von Polynomen mit Skalaren aus R korrekt wieder. Die Abbildung von Vektoren auf Polynome

ao
@:R" > RIX]:|: [P aX" +a X"+ +a1X +ao

an

erfiillt also
@(da) = Ap(a) und pla +b) = p(a) + ¢(b)

und ist damit eine lineare Abbildung. Umgekehrt kann man auch zu jedem Polynom p(X) vom
Grad < n einen Vektor finden, der von ¢ auf das Polynom p(X) abgebildet wird. Die Abbildung ¢
ist also ein Isomorphismus

¢: {p € RIX]| deg(p) < n} > R™!

zwischen der Menge der Polynome vom Grad < n auf R"*!. Fiir alle Rechnungen, bei denen es nur
um Addition von Polynomen oder um Multiplikation mit Skalaren geht, ist also diese vektorielle
Darstellung mit Hilfe von ¢ eine zweckmaissige Darstellung.

In zwei Bereichen ist die Beschreibung von Polynomen mit Vektoren allerdings ungeniigend:
einerseits konnen Polynome konnen beliebig hohen Grad haben, wihrend Vektoren in R"*! hochs-
tens n + 1 Komponenten haben konnen. Andererseits geht bei der vektoriellen Beschreibung die
multiplikative Struktur vollstidndig verloren.

3.2.1 Polynome beliebigen Grades

Ein Polynom
Gg(X) = by X" + by X" L4+ 51X + by

vom Grad m < n kann dargestellt werden als ein Vektor

by
by

bm—l e Rn+l

mit der Eigenschaft, dass die Komponenten mit Indizes m + 1, ...n verschwinden. Polynome vom
Grad m < n bilden einen Unterraum der Polynome vom Grad n. Wir kénnen auch die m + 1-
dimensionalen Vektoren in den n + 1-dimensionalen Vektoren einbetten, indem wir die Vektoren
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durch “auffiillen” mit Nullen auf die richtige Linge bringen. Es gibt also eine lineare Abbildung

bo
by |2
Rm+ 1 N Rn+ 1. bl — :
: by,
bl‘ﬂ 0

Die Moduln R* sind also alle ineinandergeschachtelt, konnen aber alle auf konsistente Weise mit der
Abbildung ¢ in den Polynomring R[X] abgebildet werden.

{0} > R > R? > RF > Rk N

v

> RO[X] —— RED[X] — ...

RO1X] &= RVIX] — RP[X] <

v
N

3.2.2 Multiplikative Struktur

3.3 Polynommultiplikation mit Matrizen

3.4 Minimalpolynom
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Kapitel 4

Endliche Korper

Aus den ganzen Zahlen Z entsteht ein Korper, indem wir Briiche bilden alle von 0 verschiedenen
Nenner zulassen. Der Korper der rationalen Zahlen Q enthilt unendliche viele Zahlen und hat zu-
sétzlich die sogenannte archimedische Eigenschaft, nimliche dass es zu zwei positiven rationalen
Zahlen a und b immer eine ganze Zahl n gibt derart, dass na > b. Dies bedeutet auch, dass es in den
rationalen Zahlen beliebig grosse Zahlen gibt. Man kann aus den ganzen Zahlen aber auch eine Rei-
he von Korpern ableiten, die diese Eigenschaft nicht haben. Nicht iiberraschend werden die ersten
derartigen Korper, die wir in Abschnitt[@] konstruieren werden, endlich viele Elemente haben. Als
Hilfsmittel fiir die Definition der Division in diesem Korper wird als Vorbereitung in Abschnitt [4.1]
der euklidische Algorithmus vorgestellt, wobei auch eine besonders zum Thema dieses Buches pas-
sende Beschreibung in Matrixform angegeben wird. Zu diesen sogenannten Galois-Korpern kdnnen
wir dann weitere Elemente hinzufiigen, wie das in Abschnitt [{.3] gezeigt wird. Diese Technik, die
auch fiir den Korper Q funktioniert, erlaubt dafiir zu sorgen, dass in einem Korper gewisse algebrai-
sche Gleichungen losbar werden.

4.1 Der euklidische Algorithmus

Der euklidische Algorithmus bestimmt zu zwei gegebenen ganzen Zahlen a und b den grossten
gemeinsamen Teiler g. Zusitzlich findet er ganze Zahlen s und ¢ derart, dass

sa+th=g.

In diesem Abschnitt soll der Algorithmus zunéchst fiir ganze Zahlen vorgestellt werden, bevor er auf
Polynome verallgemeinert und dann in Matrixform niedergeschrieben wird.

4.1.1 Ganze Zahlen

Gegeben sind zwei ganze Zahlen a und b und wir diirfen annehmen, dass a > b. Gesucht ist der
grosste gemeinsame Teiler g von a und b. Wir schreiben gla fiir “g ist Teiler von a” oder “g teilt a”,
gesucht ist also die grosste ganze Zahl g derart, dass gla und glb.

Ist bla, dann ist offenbar b der grosste gemeinsame Teiler von a und b. Im Allgemeinen wird der
grosste gemeinsame Teiler aber kleiner sein. Wir teilen daher a durch b, was nur mit Rest moglich
ist. Es gibt ganze Zahlen ¢, der Quotient, und r, der Rest, derart, dass

a=qgb+r = r=a-qb. 4.1
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Nach Definition des Restes ist r < b. Da der grosste gemeinsame Teiler sowohl a als auch b teilt,
muss er wegen (@.I)) auch r teilen. Somit haben wir das Problem, den grossten gemeinsamen Teiler
von a und b zu finden, auf das “kleinere” Problem zuriickgefiihrt, den grossten gemeinsamen Teiler
von b und r zu finden.

Um den eben beschriebenen Schritt zu wiederholen, wihlen wir die folgende Notation. Wir
schreiben @y = a und by = b. Im ersten Schritt finden wird g¢ und ry derart, dass ay — qoby = ro.
Dann setzen wir a; = by und b = ry. Mit a; und b, wiederholen wir den Divisionsschritt, der einen
neuen Quotienten g; und einen neuen Rest r; liefert mit a; — g¢;b; = r;. So entstehen vier Folgen
von Zahlen ay, by, g und ry derart, dass in jedem Schritt gilt

ax — qiby = 1y glax glbk ax = b b = 11—y

Der Algorithmus bricht im Schritt n ab, wenn 7, = 0. Der letzte nicht verschwindende Rest 7,
muss daher der grosste gemeinsame Teiler sein: g = r,.

Beispiel. Wir bestimmen den grossten gemeinsamen Teiler von 76415 und 23205 mit Hilfe des eben
beschriebenen Algorithmus. Wir schreiben die gefundenen Zahlen in eine Tabelle:

k ax br | qx Ik
0 | 76415 | 23205 3 1 6800
1 | 23205 6800 3 | 2805
2 6800 2805 2 | 1190
3 2805 1190 2 425
4 1190 425 2 340
5 425 340 1 85
6 340 85 4 0

Der Algorithmus bricht also mit dem letzten Rest r, = 85 ab, dies ist der grosste gemeinsame
Teiler. O

Die oben protokollierten Werte von ¢; werden fiir die Bestimmung des gréssten gemeinsamen
Teilers nicht benotigt. Wir konnen sie aber verwenden, um die Zahlen s und ¢ zu bestimmen.

Beispiel. Wir driicken die Reste im obigen Beispiel durch die Zahlen ay, by und g, aus und setzen
sie in den Ausdruck g = as — gsbs ein, bis wir einen Ausdruck in ag und by fiir g finden:

rs =ds —qsbs =as—1-Dbs g=as—1-bs=by—1-r4

T4 =a4—q4b4 =as—2-by =b4—(a4—2b4)=—a4+3b4 = —b3+3r3

rs=a3—q3b3 =a3—2b; = —b3 + 3(az — 2b3) = 3az — Tb3; = 3b, — Tr,

rm=ay—qby=a—-2-b, =3by —T(ay —2by) = =Ta, + 17b, = =7by + 171,

r=a; — 611b1 =da; — 3. b1 = —7b1 + l7(a1 — 3b1) = l7a1 — 58b1 = l7b() - 58}’0

ro = ap—qobo = ayp—3 - by = 17by — 58(apt — 3by) = —58ap + 191b
Tatsédchlich gilt

—58 76415 + 191 - 23205 = 85,

die Zahlen r = =58 und s = 191 sind also genau die eingangs versprochenen Faktoren. @)
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4.1.2 Matrixschreibweise

Die Durchfiihrung des euklidischen Algorithmus ldsst sich besonders elegant in Matrixschreibweise
dokumentieren. In jedem Schritt arbeitet man mit zwei ganzen Zahlen a; und by, die wir als zwei-
dimensionalen Spaltenvektor betrachten konnen. Der Algorithmus macht aus a; und b, die neuen
Zahlen ay,1 = by und by = 1y = ag — qiby, dies kann man als

Ap+1) _ bk _ 0 1 ay
bis1 Tk 1 —qi) \bx
schreiben. Der Algorithmus bricht ab, wenn die zweite Komponente des Vektors = 0 ist, in der ersten

steht dann der grosste gemeinsame Teiler. Hier ist die Durchfiihrung des Algorithmus in Matrix-
Schreibweise:

(00)= (1 ) (25208
[2505)= (1 —3) 500
i
(e [ e
-
()= 2)(E)
(-1 -

Definition 4.1. Wir kiirzen
0(g0) = ((i ! )
ab.
Mit dieser Definition ldsst sich der euklidische Algorithmus wie folgt beschreiben.

Algorithmus 4.2 (Euklid). Der Algorithmus operiert auf zweidimensionalen Zustandsvektoren x €
Z? wie folgt:

1. Initialisiere den Zustandsvektor mit den ganzen Zahlen a und b: x = (Z)

2. Bestimme den Quotienten q als die grosste ganze Zahl, fiir die gx, < x1 gilt.
3. Berechne den neuen Zustandsvektor als Q(q)x.

4. Wiederhole Schritte 2 und 3 bis die zweite Komponente des Zustandsvektors verschwindet. Die
erste Komponente ist dann der gesuchte grosste gemeinsame Teiler.
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Auch die Berechnung der Zahlen s und # 1dsst sich jetzt leichter verstehen. Nach Algorithmus
ist

(ﬁ) = 0(@)Q(G-1)- - 0(d0) (Z) :

Schreiben wir Q = Q(q,)0(gn-1) - - - O(qo), dann enthilt die Matrix Q in der erste Zeile die ganzen
Zahlen s und ¢, mit denen sich der grosste gemeinsame Teiler aus a und b darstellen lisst:

s t g=sa+tb
0-= = |
q21 422 0= gria+ QQQb.

Beispiel. Wir verifizieren die Behauptung durch Nachrechnen:

o=(i )i o) )
g [ e
S Sy

(3 -7\(-3 10\ _[(-58 191
“\-14 33)\7 23/ 7 (273 -899)

In der zweiten Zeile findet man Zahlen, die a und b zu 0 kombinieren:

273 76415 — 899 - 23205 = 0,
in der ersten stehen die Zahlen s = —58 und ¢ = 191 und tatsichlich ergibt
ta+ sb=-58-76415+191-23205=85=¢

den grossten gemeinsamen Teiler von 76415 und 23205. O

0() = (01 fq)

lasst sich mit genau einer Multiplikation und einer Addition berechnen. Dies ist die Art von Matrix,
die wir fiir die Implementation der Wavelet-Transformation anstreben.

Die Wirkung der Matrix

4.1.3 Vereinfachte Durchfiihrung

Die Durchfithrung des euklidischen Algorithmus mit Hilfe der Matrizen Q(qgy) ist etwas unhandlich.
In diesem Abschnitt sollen die Matrizenprodukte daher in einer Form dargestellt werden, die leichter
als Programm zu implementieren ist.

In Abschnitt[d.T.3] wurde gezeigt, dass das Produkt der aus den Quotienten ¢, gebildeten Matri-
zen Q(qx) berechnet werden miissen. Dazu beachten wir zunichst, dass die Multiplikation mit der
Matrix Q(qy) die zweite Zeile in die erste Zeile verschiebt:

u v 0 1 u v c d
Q(Qk)(c )=(1 —Qk)(C d):(u—ch v—qkd).
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Die Matrizen

Or = (@) Q(gr-1) - - - Q(qo)

haben daher jeweils fiir aufeinanderfolgende Werte vo k eine Zeile gemeinsam. Wir bezeichnen die
Eintrige der ersten Zeile der Matrix Q mit ¢; und d;. Es gilt dann

e di ) Ck-1 i1
Q= (Ck+1 dk+1) - Q(qk)( c  di )

Daraus ergeben sich die Rekursionsformeln

Ck+1 = Crk—1 — qkCk 42)
di1 = die1 — qrdr. )

Die Auswertung des Matrizenproduktes von links nach rechts beginnt mit der Einheitsmatrix, es ist

0 11\(1 O
Qo = Q(q)! = (1 —6]0) (0 1),

woraus man ablesen kann, dass

_ (¢ d_1 _ 1 0
Q—l - (CO d()) - (0 1) (43)
gesetzt werden muss.

Mit diesen Notationen kann man den Algorithmus jetzt in der frither verwendeten Tabelle durch-
fithren, die man um die zwei Spalten ¢; und d; hinzufiigt und die Werte in dieser Spalte mit Hilfe
der Rekursionsformeln (#.2) aus den initialen Werten (4.3)) berechnet.

Beispiel. Wir erweitern das Beispiel von Seite [72) zur Bestimmung des grossten gemeinsamen Tei-
lers von 76415 und 23205 zur Berechnung der Koeffizienten c¢; und d; Wir schreiben die gefundenen
Zahlen in eine Tabelle:

k ax br | qk Ik Ck d

1 0
0 | 76415 | 23205 3 | 6800 0 1
1 | 23205 6800 3 | 2805 1 -3
2 6800 2805 2 | 1190 -3 10
3 2805 1190 2 425 7 =23
4 1190 425 2 340 | —-17 56
5 425 340 1 85 41 -135
6 340 85 4 0| —-58 191
7 85 0 273  —-899

Aus den letzten zwei Spalten der Tabelle kann man ablesen, dass

—58-76415 + 191 - 23205 = 85
273 -76415 - 899 - 23205 =0,

wie erwartet. Die gesuchten Zahlen s und ¢ sind also s = =58 und 7 = 191. O

75



Endliche Korper Der euklidische Algorithmus

Die Matrizen Q) kann man auch as der Tabelle ablesen, sie bestehen aus den vier Elementen in
den Zeilen k und k + 1 in den Spalten ¢; und dy. Auf jeder Zeile gilt by = crag + diby, fir k > 0 ist
dies crag + diybg = ri—1.

Bis jetzt gingen wir immer davon aus, dass a > b ist. Dies ist jedoch nicht nétig, wie die Durch-
filhrung des Algorithmus fiir das obige Beispiel mit vertauschten Werten von a und b zeigt. Wir be-
zeichnen die Elemente zur Unterscheidung von der urspriinglichen Durchfithrung mit einem Strich:

K] bla] Al o &

1 0
0 | 23205 | 76415 0 | 23205 0 1
1 | 76415 | 23205 3 6800 1 0
2 | 23205 6800 | 3 2805 -3 1
3 6800 2805 2 1190 10 -3
4 2805 1190 2 425 =23 7
5 1190 425 2 340 56 -17
6 425 340 1 85 | —135 41
7 340 8 | 4 0 191 -58
8 85 0 -899 273

Da fiir a < b der erste Quotient g, = 0 ist, werden die ersten neuen Elemente ¢| = 1 = dp und
d; = 0 = ¢q sein. Die nachfolgenden Quotienten sind genau die gleichen, also g; = ¢, und damit
werden auch

Cy = d]'(_H und dk = C;c-*—l

sein. Man findet also die gleichen Eintriage in einer Tabelle, die eine Zeile mehr hat und in der die
letzten zwei Spalten gegeniiber der urspriinglichen Tabelle vertauscht wurden.
4.1.4 Polynome

Der Ring Q[X] der Polynome in der Variablen X mit rationalen Koefﬁzienterﬂ verhilt sich beziiglich
Teilbarkeit ganz genau gleich wie die ganzen Zahlen. Insbesondere ist der euklidische Algorithmus
genauso wie die Matrixschreibweise auch fiir Polynome durchfiihrbar.

Beispiel. Wir berechnen als Beispiel den grossten gemeinsamen Teiler der Polynome
a=X'"-2X-7X*+8X+12, b=X'+X'-7X*-X+6.

Wir erstellen wieder die Tabelle der Reste

k ax b qk Ik
0 X*-2X3-7X>+8X+12 | X*+X3-7X*-X+6 1| -3X+9X+6
1 X'+ X -T7X-X+6 -3X+9X+6 | —3X -5 | —4X*+4X +8
2 -3X3+9X +6 —4X*+4X+8 | 3X+3 0

'Es kann auch ein beliebiger anderer Korper fiir die Koeffizienten verwendet werden. Es gelten sogar ihnlich interessan-
te Gesetzmissigkeiten, wenn man fiir die Koeffizienten ganze Zahlen zuldsst. Dann wird das Problem der Faktorisierung
allerdings verkompliziert durch das Problem der Teilbarkeit der Koeffizienten. Dieses Problem entfllt, wenn man die Koef-
fizienten aus einem Bereich wihlt, in dem Teilbarkeit kein Problem ist, also in einem Korper.
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Endliche Korper Galois-Korper

Daraus kann man ablesen, dass —4x> + 4x + 8 grosster gemeinsamer Teiler ist. Normiert auf einen
fiihrenden