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Yorwort

Dieses Buch entstand im Rahmen des Mathematischen Seminars im Friihjahrssemester 2021 an
der Ostschweizer Fachhochschule in Rapperswil. Die Teilnehmer, Studierende der Studienginge fiir
Elektrotechnik, Informatik und Bauingenieurwesen der OST, erarbeiteten nach einer Einfithrung in
das Themengebiet jeweils einzelne Aspekte des Gebietes in Form einer Seminararbeit, iiber deren
Resultate sie auch in einem Vortrag informierten.

Im Friihjahr 2021 war das Thema des Seminars die Matrizen. Ziel war, die Vielfalt der Anwen-
dungsmoglichkeiten dieser einfachen Datenstruktur zu zeigen.

In einigen Arbeiten wurde auch Code zur Demonstration der besprochenen Methoden und Re-
sultate geschrieben, soweit moglich und sinnvoll wurde dieser Code im Github-Repository dieses
Kurse{] [buch:repo] abgelegt. Im genannten Repository findet sich auch der Source-Code dieses
Skriptes, es wird hier unter einer Creative Commons Lizenz zur Verfiigung gestellt.

lhttps ://github.com/AndreasFMueller/SeminarMatrizen.git


https://github.com/AndreasFMueller/SeminarMatrizen.git

Vorwort




Teil I

Grundlagen






Einleitung

Die Mathematik befasst sich neben dem Rechnen mit Zahlen, der Arithmetik, mit einer Vielzahl
von Abstraktionen, die oft tiberhaupt nichts mit Zahlen zu tun haben. Die Geometrie studiert zum
Beispiel Objekte wie Punkte, Geraden, Kreise und deren Beziehungen untereinander, die man de-
finieren kann ganz ohne das Wissen, was eine Zahl ist. Apollonius von Perga (262—190 BCE) hat
in seinem Buch iiber Kegelschnitte als erster einen algebraischen Zusammenhang zwischen Zahlen
festgestellt, die man also die Vorldufer heutiger Koordinaten eines Punktes ansehen konnte. Erst im
16. Jahrhundert entwickelte sich die Algebra allerdings weit genug, dass eine Algebraisierung der
Geometrie moglich wurde. Pierre de Fermat und René Descartes schufen die sogenannte analyti-
sche Geometrie. Das rechtwinklige Koordinatensystem, nach Descartes auch karteisches Koordina-
tensystem genannt, beschreibt Punkte als Zahlenpaare (x,y) und Kurven in der Ebene durch ihre
Gleichungen. Geraden konnen als Graphen der Funktion f(x) = ax + b oder als Losungsmenge
linearer Gleichungen wie ax + by = c verstanden werden. Eine Parabel kann als Graph einer quadra-
tischen Funktion f(x) = ax* + bx + ¢ dargestellt werden. Die Punkte (x, y) eines Kreises 16sen eine
Gleichung der Form
(= x)” + v —ym)® = 1%

Mit dieser einfachen Idee konnte jedes geometrische Problem in der Ebene in ein algebraisches
Problem iibersetzt werden und umgekehrt.

Die Algebraisierung macht allerdings auch klar, dass dem Aufbau des Zahlensystems mehr Be-
achtung geschenkt werden muss. Zum Beispiel beschreibt die Gleichung

PH+y-1)Y2=4

einen Kreis mit Radius 2 um den Punkt (0, 1). Der Kreis hat natiirlich zwei Schnittpunkte mit der x-
Achse, wie mit jeder Gerade, deren Abstand vom Mittelpunkt des Kreises kleiner ist als der Radius.
Schnittpunkte haben die Koordinaten (xs,0) und xs muss die Gleichung

G+O-1)Y=xi+1=4 = x: =3

erfiillen. Eine solche Losung ist nicht moglich, wenn man sich auf rationale Koordinaten xg € Q
beschrinkt, die Erweiterung auf reelle Zahlen ist notwendig.

Kapitel [I] iibernimmt die Aufgabe, die Zahlensysteme klar zu definieren und ihre wichtigsten
Eigenschaften zusammenzutragen. Sie bilden das Fundament aller folgenden Konstruktionen.

Die reellen Zahlen erweitern die rationalen Zahlen derart, dass damit zum Beispiel quaddratische
Gleichungen gelost werden konnen. Dies ist aber nicht die einzige mogliche Vorgehensweise. Die
Zahl @ = V2 ist ja nur ein Objekt, mit dem gerechnet werden kann wie mit jeder anderen Zahl, wel-
che aber die zusitzliche Rechenregel o = 2 erfiillt. Die Erweiterung von R zu den komplexen Zahl
verlangt nur, dass man der Menge R ein neues algebraisches Objekt i hinzufiigt, welches als spezielle
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Einleitung

Eigenschaft die Gleichung i* = —1 hat. Bei V2 hat die geometrische Anschauung suggeriert, dass es
eine solche Zahl “zwischen” den rationalen Zahlen gibt, aber fiir i gibt es keine solche Anschauung.
Die imaginire Einheit i erhielt daher auch diesen durchaus abwertend gemeinten Namen.

Die Zahlensysteme lassen sich also verstehen als einfachere Zahlensysteme, denen man zusitzli-
che Objekte mit besonderen algebraischen Eigenschaften hinzufiigt. Doch was sind das fiir Objekte?
Gibt es die iiberhaupt? Kann man deren Existenz einfach so postulieren, so wie man das mit i ge-
macht hat? Und was macht man, wenn man sich den néchsten “algebraischen Wunsch” erfiillen will,
auch einfach wieder die Existenz des neuen Objektes postulieren?

Komplexen Zahlen und Matrizen zeigen, wie das gehen konnte. Indem man vier rationale Zahlen
als 2 x 2-Matrix in der Form

A= (011 ﬂlz)
daz1 a4

gruppiert und die Rechenoperationen
A4 po | an), biy b\ _ [an +bu an+bp
ax axnl \by bxn ayi +by  ax +bxn
AB = (an alz) (bn blz) _ (anbn +apby  anbp+ alzbzz)

axy  anl\by bx a1biy + axnbs  ax b + axnbxn

definiert, kann man neue Objekte mit zum Teil bekannten, zum Teil aber auch ungewohnten alge-
braischen Eigenschaften bekommen. Die Matrizen der Form

a O
al—(o a)’ acQ

zum Beispiel erfiillen alle Regeln fiir das Rechnen mit rationalen Zahlen. Q kann man also als
Teilmenge des neuen “Zahlensystems” ansehen. Aber die Matrix

1=(1 %)
TS [ R P B

Das neue Objekt J ist ein explizit konstruiertes Objekt, welches genau die rechnerischen Eigenschaf-
ten der imagindren Einheit 7 hat.

Die imaginire Finheit ist nicht die einzige Grosse, die sich auf diese Weise konstruieren lésst.
Zum Beispiel erfiillt die Matrix

hat die Eigenschaft

I ( . . > (2 0\
W—(1 O) die Gleichung w —(0 2)-2[,

die Menge der Matrizen
a 2b
Q(V2) = {( b )

verhilt sich daher genau so wie die Menge der rationalen Zahlen, denen man ein “imaginéres” neues
Objekt V2 hinzugefiigt hat.

a,beQ}



Einleitung

Matrizen sind also ein Werkzeug, mit dem sich ein algebraisches Systeme mit fast beliebigen
Eigenschaften konstruieren lésst. Dies fiihrt zu einer Explosion der denkbaren algebraischen Struk-
turen. Kapitel 2]bringt etwas Ordnung in diese Vielfalt, indem die grundlegenden Strukturen charak-
terisiert und benannt werden.

In den folgenden Kapiteln sollen dann weitere algebraische Konstrukte studiert und mit Matrizen
realisiert werden. Den Anfang machen in Kapitel [3|die Polynome. Polynome beschreiben grundle-
gende algebraische Eigenschaften eines einzelnen Objektes, sowohl V2 wie auch i sind Losungen
einer Polynomgleichung.

Eine besondere Rolle spielen in der Mathematik die Symmetrien. Eine der frithesten Anwen-
dungen dieses Gedankens in der Algebra war die Uberlegung, dass sich die Nullstellen einer Po-
lynomgleichung permutieren lassen. Die Idee der Permutationsgruppe taucht auch in algebraischen
Konstruktionen wie der Determinanten auf. Tatsdchlich lassen sich Permutationen auch als Matrizen
schreiben und die Rechenregeln fiir Determinanten sind ein direktes Abbild gewisser Eigenschaften
von Transpositionen. Einmal mehr haben Matrizen erméglicht, ein neues Konzept in einer bekannten
Sprache auszudriicken.

Die Darstellungstheorie ist das Bestreben, nicht nur Permutationen, sondern beliebige Gruppen
von Symmetrien als Mengen von Matrizen darzustellen. Die abstrakten Symmetriegruppen erhal-
ten damit immer konkrete Realisierungen als Matrizenmengen. Auch kompliziertere Strukturen wie
Ringe, Korper oder Algebren lassen sich mit Matrizen realisieren. Aber die Idee ist nicht auf die
Geometrie beschrinkt, auch analytische oder kombinatorische Eigenschaften lassen sich in Matri-
zenstrukturen abbilden und damit neuen rechnerischen Behandlungen zugénglich machen.

Das Kapitel [1 1| illustriert, wie weit dieser Plan fithren kann. Die Konstruktion der Homologie-
gruppen zeigt, wie sich die Eigenschaften der Gestalt gewisser geometrischer Strukturen zunéchst
mit Matrizen, die kombinatorische Eigenschaften beschreiben, ausdriicken lassen. Anschliessend
konnen daraus wieder algebraische Strukturen gewonnen werden. Gestalteigenschaften werden da-
mit der rechnerischen Untersuchung zugéinglich.

Die folgenden Kapitel sollen zeigen, wie Matrizen der Schliissel dafiir sein konnen, fast jede
denkbare rechnerische Struktur zu verstehen und auch zum Beispiel fiir die Berechnung mit dem
Computer zu realisieren.
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Kapitel 1

Z.ahlen

Das Thema dieses Buches ist die Konstruktion interessanter mathematischer Objekte mit Hilfe von
Matrizen. Die Eintrige dieser Matrizen sind natiirlich Zahlen. Wir wollen von diesen grundlegenden
Bausteinen ausgehen. Dies schliesst natiirlich nicht aus, dass man auch Zahlenmengen mit Hilfe von
Matrizen beschreiben kann, wie wir es spiter fiir die komplexen Zahlen machen werden.

In diesem Kapitel sollen daher die Eigenschaften der bekannten Zahlensysteme der natiirlichen,
ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen nochmals in einer Ubersicht zusammengetragen
werden. Dabei wird besonderes Gewicht darauf gelegt, wie in jedem Fall einerseits neue Objekte
postuliert, andererseits aber auch konkrete Objekte konstruiert werden konnen.

1.1 Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind die Zahlen, mit denen wir zdhlen. Sie abstrahieren das Konzept der
Anzahl der Elemente einer endlichen Menge. Da die leere Menge keine Elemente hat, muss die
Menge der natiirlichen Zahlen auch die Zahl 0 enthalten. Wir schreiben

N={0,1,2,3,...}.

Peano-Axiome

Man kann den Zihlprozess durch die folgenden Axiome von Peano beschreiben:
1. 0eN.
2. Jede Zahl n € N hat einen Nachfolger n’ € N.
3. 0ist nicht Nachfolger einer Zahl.

4. Wenn zwei Zahlen n,m € N den gleichen Nachfolger haben, n’ = m’, dann sind sie gleich
n=nm.

5. Enthilt eine Menge X die Zahl 0 und mit jeder Zahl auch ihren Nachfolger, dann ist N C X.

9



Zahlen Natiirliche Zahlen

Vollstindige Induktion

Es letzte Axiom formuliert das Prinzip der vollstindigen Induktion. Um eine Aussage P(n) fiir alle
natiirlichen Zahlen n mit vollstandiger Induktion zu beweisen, bezeichnet man mit X die Menge
aller Zahlen, fiir die P(n) wahr ist. Die Induktionsverankerung beweist, dass P(0) wahr ist, dass also
0 € X. Der Induktionsschritt beweist, dass mit einer Zahl n € X auch der Nachfolger n’ € X ist.
Nach dem letzten Axiom ist N C X, oder anders ausgedriickt, die Aussage P(n) ist wahr fiir jede
natiirliche Zahl.

Addition

Aus der Nachfolgereigenschaft ldsst sich durch wiederholte Anwendung die vertrautere Addition
konstruieren. Um die Zahl » € N um m € N zu vermehren, also n + m auszurechnen, kann man
rekursive Regeln

n+0=n

n+m =mn+m)
festlegen. Nach diesen Regeln ist
543=542"=0G+2=0G+1")Y=(G+D)Y =((G+0))Y =W®O))).

Dies ist genau die Art und Weise, wie kleine Kinder Rechnen lernen. Sie Zéhlen von 5 ausgehend
um 3 weiter. Der dritte Nachfolger von 5 heisst iiblicherweise 8.

Die algebraische Struktur, die hier konstruiert worden ist, heisst eine Halbgruppe. Allerdings
kann man darin zum Beispiel nur selten Gleichungen 16sen, zum Beispiel hat 3 + x = 1 keine
Losung. Die Addition ist nicht immer umkehrbar.

Multiplikation

Es ist klar, dass auch die Multiplikation definiert werden kann, sobald die Addition definiert ist. Die
Rekursionsformeln

n-0=0

n-m' =n-m+n (1.1)
legen jedes Produkt von natiirlichen Zahlen fest, zum Beispiel
5:3=5-2=5-2+5=5-1"+5=5-1+5+5=5-0+5+5=5-0+5+5+5=5+5+5.
Doch auch beziiglich der Multiplikation ist N unvollstindig, die Beispielgleichung 3x = 1 hat keine
Losung in N.
Rechenregeln

Aus den Definitionen lassen sich auch die Rechenregeln ableiten, die man fiir die alltidgliche Rech-
nung braucht. Zum Beispiel kommt es nicht auf die Reihenfolge der Summanden oder Faktoren an.
Das Kommutativgesetz besagt

a+b=b+a und a-b=>b-a.

10



Zahlen Natiirliche Zahlen

Die Kommutativitit der Addition werden wir auch in allen weiteren Konstruktionen voraussetzen.
Die Kommutativitit des Produktes ist allerdings weniger selbstverstindlich und wird beim Matri-
zenprodukt nur noch fiir spezielle Faktoren zutreffen.

Eine Summe oder ein Produkt mit mehr als zwei Summanden bzw. Faktoren kann in jeder belie-
bigen Reihenfolge ausgewertet werden,

(a+b)y+c=a+b+c) und (a-b)y-c=a-(b-c)

dies ist das Assoziativgesetz. Es gestattet auch eine solche Summe oder ein solches Produkt einfach
alsa+ b+ cbzw. a- b - czu schreiben, da es ja keine Rolle spielt, in welcher Reihenfolge man die
Teilprodukte berechnet.

Die Konstruktion der Multiplikation als iterierte Addition mit Hilfe der Rekursionsformel (1)
hat auch zur Folge, dass die Distributivgesetze

a-(b+c)=ab+ac und (a + b)c = ac + bc

gelten. Bei einem nicht-kommutativen Produkt ist es hierbei notwendig, zwischen Links- und Rechts-
Distributivgesetz zu unterscheiden.

Die Distributivgesetze driicken die wohlbekannte Regel des Ausmultiplizierens aus. Ein Distri-
butivgesetz ist also grundlegend dafiir, dass man mit den Objekten so rechnen kann, wie man das in
der elementaren Algebra gelernt hat. Auch die Distributivgesetze sind daher Rechenregeln, die wir
in Zukunft immer dann fordern werden, wenn Addition und Multiplikation definiert sind. Sie gelten
immer fiir Matrizen.

Teilbarkeit

Die Losbarkeit von Gleichungen der Form ax = b mit a,b € N gibt Anlass zum sehr niitzlichen
Konzept der Teilbarkeit. Die Zahl b heisst teilbar durch a, wenn die Gleichung ax = b eine Losung
in N hat. Jede natiirlich Zahl 7 ist durch 1 und durch sich selbst teilbar, denn n - 1 = n. Andere Teiler
sind dagegen nicht selbstverstindlich. Die Zahlen

P=1{2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,...}

haben keine weiteren Teiler. Sie heissen Primzahlen. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist die na-
heliegende Arena fiir die Zahlentheorie.

Konstruktion der natiirlichen Zahlen aus der Mengenlehre

Die Peano-Axiome postulieren, dass es natiirliche Zahlen gibt. Es werden keine Anstrengungen
unternommen, die natiirlichen Zahlen aus noch grundlegenderen mathematischen Objekten zu kon-
struieren. Die Mengenlehre bietet eine solche Moglichkeit.

Da die natiirlichen Zahlen das Konzept der Anzahl der Elemente einer Menge abstrahieren, ge-
hort die leere Menge zur Zahl 0. Die Zahl 0 kann also durch die leere Menge 00 = {} wiedergegeben
werden.

Der Nachfolger muss jetzt als eine Menge mit einem Element konstruiert werden. Das einzige
mit Sicherheit existierende Objekt, das fiir diese Menge zur Verfiigung steht, ist . Zur Zahl 1 gehort
daher die Menge {0}, eine Menge mit genau einem Element. Stellt die Menge N die Zahl n dar, dann
konnen wir die zu n + 1 gehorige Menge N’ dadurch konstruieren, dass wir zu den Elemente von N
ein zusétzliches Element hinzufiigen, das noch nicht in N ist, zum Beispiel {N}:

N’ =N U{N}.

11



Zahlen Ganze Zahlen

Die natiirlichen Zahlen existieren also, wenn wir akzeptieren, dass es Mengen gibt. Die natiirli-
chen Zahlen sind dann nacheinander die Mengen

0=0

1=0U{0} =0U{0} ={0}
=1Uu{l} ={0}u{l} ={0,1}
=2U{2}={0,1} U {2} ={0,1,2}

Natiirliche Zahlen als Aquivalenzklassen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die natiirlichen Zahlen aus der leeren Menge schrittweise
sozusagen ‘“von unten” aufgebaut. Wir konnen aber auch eine Sicht “von oben” einnehmen. Da-
zu definieren wir, was eine endliche Menge ist und was es heisst, dass endliche Mengen gleiche
Michtigkeit haben.

Definition 1.1. Eine Menge A heisst endlich, wenn es jede injektive Abbildung A — A auch surjektiv
ist. Zwei endliche Mengen A und B heissen gleich michtig, in Zeichen A ~ B, wenn es eine Bijektion
A — B gibt.

Der Vorteil dieser Definition ist, dass sie die frither definierten natiirlichen Zahlen nicht braucht,
diese werden jetzt erst konstruiert. Dazu fassen wir in der Menge aller endlichen Mengen die gleich
michtigen Mengen zusammen, bilden also die Aquivalenzklassen der Relation ~.

Der Vorteil dieser Sichtweise ist, dass die natiirlichen Zahlen ganz explizit als die Anzahlen von
Elementen einer endlichen Menge entstehen. Eine natiirlich Zahl ist also eine Aquivalenzklasse [A]],
die alle endlichen Mengen enthilt, die die gleiche Michtigkeit wie A haben. Zum Beispiel gehort
dazu auch die Menge, die im vorangegangenen Abschnitt aus der leeren Menge aufgebaut wurde.

Die Michtigkeit einer endlichen Menge A ist die Aquivalenzklasse, in der die Menge drin ist:
|A| = [A] € N nach Konstruktion von N. Aus logischer Sicht etwas problematisch ist allerdings, dass
wir von der “Menge aller endlichen Mengen” sprechen ohne uns zu versichern, dass dies tatsichlich
eine zuldssige Konstruktion ist.

1.2 Ganze Zahlen

Die Menge der ganzen Zahlen 16st das Problem, dass nicht jede Gleichung der Form x + a = b
mit a,b € N eine Losung x € N hat. Dazu ist erforderlich, den natiirlichen Zahlen die negativen
Zahlen hinzuzufiigen, also wieder die Existenz neuer Objekte zu postulieren, die die Rechenregeln
weiterhin erfiillen.

Paare von natiirlichen Zahlen

Die ganzen Zahlen kdnnen konstruiert werden als Paare (u, v) von natiirlichen Zahlen u,v € N. Die
Paare der Form (u, 0) entsprechen den natiirlichen Zahlen, die Paare (0, v) sind die negativen Zahlen.
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Zahlen Ganze Zahlen

Die Rechenoperationen sind wie folgt definiert:

(a,b) + (u,v) =(a+u,b+v)

(1.2)
(a,b) - (u,v) = (au + bv, av + bu)

Die Darstellung ganzer Zahlen als Paare von natiirlichen Zahlen findet man auch in der Buchhaltung,
wo man statt eines Vorzeichen Soll und Haben verwendet. Dabei kommt es nur auf die Differenz der
beiden Positionen an. Fiigt man beiden Positionen den gleichen Betrag hinzu, dndert sich nichts.
Viele der Paare (a, b) miissen also als dquivalent angesehen werden.

Aquivalenzrelation

Die Definition (T.2) erzeugt neue Paare, die wir noch nicht interpretieren konnen. Zum Beispiel ist
0=1+(-1)=(1,0)+(0,1) = (1, 1). Die Paare (1, #) miissen daher alle mit O identifiziert werden.
Es folgt dann auch, dass alle Paare von natiirlichen Zahlen mit “gleicher Differenz” den gleichen
ganzzahligen Wert darstellen, allerdings konnen wir das nicht so formulieren, da ja die Differenz
noch gar nicht definiert ist. Stattdessen gelten zwei Paare als dquivalent, wenn

(a,b) ~ (c,d) S a+d=c+b (1.3)

gilt. Diese Bedingung erhilt man, indem man zu a — b = ¢ — d die Summe b + d hinzuaddiert. Ein
ganzen Zahl z ist daher eine Menge von Paaren von natiirlichen Zahlen mit der Eigenschaft

(a,b)ez AN(d,b)ez & (a,b) ~ (d',b") & a+b =d +b.

Man nennt eine solche Menge eine Aquivalenzklasse der Relation ~.

Die Menge Z der ganzen Zahlen ist die Menge aller solchen Aquivalenzklassen. Die Menge der
natiirlichen Zahlen N ist in evidenter Weise darin eingebettet als die Menge der Aquivalenzklassen
von Paaren der Form (n, 0).

Entgegengesetzter Wert

Zu jeder ganzen Zahl z dargestellt durch das Paar (a, ) stellt das Paar (b, a) eine ganze Zahl dar mit
der Eigenschaft
z+b,a)=(a,b)+b+a)=(a+b,a+b)~ (0,0)=0. (1.4)

Die von (b, a) dargestellte ganze Zahl wird mit —z bezeichnet, die Rechnung (T.4)) ldsst sich damit
abgekiirzt als z + (—z) = 0 schreiben.
Losung von Gleichungen

Gleichungen der Form a = x+ b konnen jetzt fiir beliebige ganze Zahlen immer gelost werden. Dazu
schreibt man a, b € N als Paare und sucht die Losung in der Form x = (&, v). Man erhilt

(a,0) = (u,v) + (b,0)
(a+b,b)=(u+b,v)

Das Paar (u,v) = (a,b) ist eine Losung, die man normalerweise als a — b = (a,0) + (—(b,0)) =
(a,0) + (0,b) = (a, b) schreibt.
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Zahlen Rationale Zahlen

Ring

Die ganzen Zahlen sind ein Beispiel fiir einen sogenannten Ring, eine algebraische Struktur in der
Addition, Subtraktion und Multiplikation definiert sind. Weitere Beispiel werden spéter vorgestellt,
der Ring der Polynome Z[X] in Kapitel [5|und der Ring der n x n-Matrizen in Kapitel 2} In einem
Ring wird nicht verlangt, dass die Multiplikation kommutativ ist, Matrizenringe sind nicht kommu-
tativ. Z ist ein kommutativer Ring ebenso sind die Polynomringe kommutativ. Die Theorie der nicht
kommutativen Ringe ist sehr viel reichhaltiger und leider auch komplizierter als die kommutative
Theorie.

1.3 Rationale Zahlen

In den ganzen Zahlen sind immer noch nicht alle linearen Gleichungen 16sbar, es gibt keine ganze
Zahl x mit 3x = 1. Die notige Erweiterung der ganzen Zahlen lernen Kinder noch bevor sie die
negativen Zahlen kennenlernen.

Wir konnen hierbei denselben Trick anwenden, wie schon beim Ubergang von den natiirlichen
zu den ganzen Zahlen. Wir kreieren wieder Paare (z,n), deren Elemente nennen wir Zdhler und
Nenner, wobei z,n € Z und zudem n # 0. Die Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation lauten

(a,b) + (c,d) = (ad + bc, bd) und (a,b) - (c,d) = (ac, bd).

Die ganzen Zahlen lassen sich als in dieser Darstellung als z — (z, 1) einbetten.
Ahnlich wie schon bei den ganzen Zahlen ist diese Darstellung aber nicht eindeutig. Zwei Paare
sind dquivalent, wenn sich deren beide Elemente um denselben Faktor unterscheiden,

(a,b) ~(¢c,d) o 3JA1e€eZ:Ada=cAAb=d.

Dass es sich hierbei wieder um eine Aquivalenzrelation handelt, lisst sich einfach nachpriifen.
Durch die neuen Regen gibt es nun zu jedem Paar (a, b) mit @ # 0 ein Inverses (b, a) beziiglich
der Multiplikation, wie man anhand der folgenden Rechnung sieht,

(a,b)-(b,a)=(a-b,b-a)=(a-b,a-b)~(1,1).

Briiche

Rationale Zahlen sind genau die Aquivalenzklassen dieser Paare (a, b) von ganzen Zahlen a und
b # 0. Da diese Schreibweise recht unhandlich ist, wird normalerweise die Notation als Bruch 5—7’
verwendet. Die Rechenregeln werden dadurch zu den wohlvertrauten

a c ad + bc d a ¢ ac
_ - = un —_— = —
b d bd b d bd
und die speziellen Briiche { und 1 erfiillen die Regeln
a 0 ad a a 0 O a l a
—+—= — ~ -, - —=— und — ==
b d bd b b ¢ bc b 1 b

Wir sind uns gewohnt, die Briiche % mit der Zahl O und } mit der Zahl 1 zu identifizieren.
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Kiirzen

Wie bei den ganzen Zahlen entstehen durch die Rechenregeln viele Briiche, denen wir den gleichen
Wert zuordnen mochten. Zum Beispiel folgt

ac a abc—abc 0

be b b B
wir miissen also die beiden Briiche als gleichwertig betrachten. Allgemein gelten die zwei Briiche
7 und ¢ als dquivalent, wenn ad — bc = 0 gilt. Dies ist gleichbedeutend mit der frither definierten
Aquivalenzrelation und bestiitigt, dass die beiden Briiche
ac a

E und E

als gleichwertig zu betrachten sind. Der Ubergang von links nach rechts heisst Kiirzen, der Ubergang
von rechts nach links heisst Erweitern. Eine rationale Zahl ist also eine Menge von Briichen, die
durch Kiirzen und Erweitern ineinander iibergefiihrt werden konnen.

Die Menge der Aquivalenzklassen von Briichen ist die Menge Q der rationalen Zahlen. In Q sind
Addition, Subtraktion und Multiplikation mit den gewohnten Rechenregeln, die bereits in Z gegolten
haben, uneingeschrinkt moglich.

Kehrwert

Zu jedem Bruch 3 ldsst sich der Bruch S, der sogenannte Kehrwert konstruieren. Er hat die Eigen-
schaft, dass

ab_a _,

b a ba
gilt. Der Kehrwert ist also das multiplikative Inverse, jede von O verschiedene rationale Zahl hat eine
Inverse.

Losung von linearen Gleichungen

Mit dem Kehrwert ldsst sich jetzt jede lineare Gleichung l6sen. Die Gleichung ax = b hat die Losung
u b
v a

au b lau 1b

ax = —-——-=—- = —_——— = ==

1v 1 alv al

Dasselbe gilt auch fiir rationale Koeffizienten @ und b. In der Menge Q kann man also beliebige
lineare Gleichungen l6sen.

Korper

Q ist ein Beispiel fiir einen sogenannten Korper, in dem die arithmetischen Operationen Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division moglich sind mit der einzigen Einschrinkung, dass nicht
durch 0 dividiert werden kann. Korper sind die natiirliche Biihne fiir die lineare Algebra, da sich
lineare Gleichungssysteme ausschliesslich mit den Grundoperation 16sen lassen.

Wir werden im Folgenden fiir verschiedene Anwendungszwecke weitere Korper konstruieren,
zum Beispiel die reellen Zahlen R und die rationalen Zahlen C. Wann immer die Wahl des Kdorpers
keine Rolle spielt, werden wir den Korper mit k bezeichnen.
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1.4 Reelle Zahlen

In den rationalen Zahlen lassen sich algebraische Gleichungen hoheren Grades immer noch nicht
16sen. Dass die Gleichung x> = 2 keine rationale Losung hat, ist schon den Pythagordern aufge-
fallen. Die geometrische Intuition der Zahlengeraden fiihrt uns dazu, nach Zahlen zu suchen, die
gute Approximationen fiir V2 sind. Wir konnen zwar keinen Bruch angeben, dessen Quadrat 2 ist,
aber wenn es eine Zahl V2 mit dieser Eigenschaft gibt, dann kénnen wir dank der Ordnungsrelation
feststellen, dass sie in all den folgenden, kleiner werdenden Intervallen

[1 3] [7 17
’29 5,12’

enthalten sein mussﬂ Jedes der Intervalle enthilt auch das nachfolgende Intervall, und die intervall-
lange konvergiert gegen 0. Eine solche Intervallschachtelung beschreibt also genau eine Zahl, aber
moglicherweise keine, die sich als Bruch schreiben lésst.

Die Menge R der reellen Zahlen kann man auch als Menge aller Cauchy-Folgen (a,),en betrach-
ten. Eine Folge ist eine Cauchy-Folge, wenn es fiir jedes € > 0 eine Zahl N(g) gibt derart, dass
la, — an| < € fir n,m > N(g). Ab einer geeigneten Stelle N(¢) sind die Folgenglieder also mit
Genauigkeit € nicht mehr unterscheidbar.

Nicht jede Cauchy-Folge hat eine rationale Zahl als Grenzwert. Da wir fiir solche Folgen noch
keine Zahlen als Grenzwerte haben, nehmen wir die Folge als eine mogliche Darstellung der Zahl.
Die Folge kann man ja auch verstehen als eine Vorschrift, wie man Approximationen der Zahl be-
rechnen kann.

Zwei verschiedene Cauchy-Folgen (a,).en und (b,),en konnen den gleichen Grenzwert haben.
So sind

41 99] [239 577]
29°701 1169’ 4081 "

3 7 17 41 99 239 577

an: ST TR Eo o T

b,: 1,1.4,1.41,1412,1.4142,1.41421,1.414213,1.4142135, ...

beide Folgen, die die Zahl \2 approximieren. Im Allgemeinen tritt dieser Fall ein, wenn |a, — b,
eine Folge mit Grenzwert O oder Nullfolge ist. Eine reelle Zahl ist also die Menge aller rationalen
Cauchy-Folgen, deren Differenzen Nullfolgen sind.

Die Menge R der reellen Zahlen kann man also ansehen als bestehend aus Mengen von Folgen,
die alle den gleichen Grenzwert haben. Die Rechenregeln der Analysis

lim(a, + b,) = lim a, + lim b, und lim a, - b, = lim a, - lim b,
n—oo n—o00 n—oo

n—oo n—oo n—oo

stellen sicher, dass sich die Rechenoperationen von den rationalen Zahlen auf die reellen Zahlen
iibertragen lassen.

1.5 Komplexe Zahlen
In den reellen Zahlen lassen sich viele algebraische Gleichungen 16sen. Andere, z. B. die Gleichung

X +1=0, (1.5)

'Die Niherungsbriiche konvergieren sehr schnell, sie sind mit der sogenannten Kettenbruchentwicklung der Zahl V2
gewonnen worden.
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haben weiterhin keine Losung. Der Grund dafiir ist das Bestreben bei der Konstruktion der reellen
Zahlen, die Ordnungsrelation zu erhalten. Diese ermoglicht, Naherungsintervall und Intervallschach-
telungen zu definieren.

Die Ordnungsrelation sagt aber auch, dass x> > 0 ist fiir jedes x € R, so dass x>+ 1 > 0 sein muss.
Dies ist der Grund, warum die Gleichung [T.5] keine Losung in R haben kann. Im Umkehrschluss
folgt auch, dass eine Erweiterung der reellen Zahlen, in der die Gleichung 16sbar ist, ohne die
Ordnungsrelation auskommen muss. Es muss darin Zahlen geben, deren Quadrat negativ ist und der
Grossenvergleich dieser Zahlen untereinander ist nur eingeschrankt moglich.

Imaginire und komplexe Zahlen

Den reellen Zahlen fehlen also Zahlen, deren Quadrat negativ ist. Nach inzwischen bewéhrtem Mus-
ter konstruieren wird die neuen Zahlen daher als Paare (a, b). Die erste Komponente soll die bekann-
ten reellen Zahlen darstellen, deren Quadrat positiv ist. Die zweite Komponente soll fiir die Zahlen
verwendet werden, deren Quadrat negativ ist. Die Zahl, deren Quadrat —1 sein soll, bezeichnen wir
auch mit dem Paar (0, 1) und schreiben dafiir auch i = (0, 1) mit 2 = —1.

Die Rechenregeln sollen weiterhin erhalten bleiben, sie miissen daher wie folgt definiert werden:

(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d) (a+b)+(c+di)y=(a+c)+ (b +di

(a,b) - (c,d)(ad — bd,ad + bc)  (a+ bi) - (c + di) = ac — bd + (ad + bc)i. (1.6)

Diese Regeln ergeben sich ganz natiirlich aus den Rechenregeln in R unter Beriicksichtigung der
Regel 2 = —1.
Eine komplexe Zahl ist ein solches Paar, die Menge der komplexen Zahlen ist

C={a+bila,beR]}
mit den Rechenoperationen (I.6). Die Menge C verhilt sich daher wie eine zweidimensionaler reel-
ler Vektorraum.
Real- und Imaginérteil

Ist z = a + bi eine komplexe Zahl, dann heisst a der Realteil a = Rz und b heisst der Imaginérteil
Jz. Real- und Imaginirteil sind lineare Abbildungen C — R, sie projizieren einen Punkt auf die
Koordinatenachsen, die entsprechend auch die reelle und die imaginédre Achse heissen.

Die Multiplikation mit i vertauscht Real- und Imaginérteil:

R(iz) = -b=-Jz und J(iz) =a = Rz
Zusitzlich kehrt das Vorzeichen der einen Komponente. Wir kommen auf diese Eigenschaft zuriick,
wenn wir spdter in Abschnitt XXX komplexe Zahlen als Matrizen beschreiben.
Komplexe Konjugation

Der komplexen Zahl u = a + bi ordnen wir die sogenannte komplex konjugierte Zahl 7 = a — bi. Mit
Hilfe der komplexen Konjugation kann man den Real- und Imaginérteil algebraisch ausdriicken:

:z+2_a+bi+a—bi:2_a:a und SZ:z—Z:a+bi—a+bi:2bi:b‘

R - =
S 2 2 2 2 2

In der Gaussschen Zahlenebene ist die komplexe Konjugation eine Spiegelung an der reellen Achse.
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Betrag

In R kann man die Ordnungsrelation dazu verwenden zu entscheiden, ob eine Zahl 0 ist. Wenn x > 0
istund x < 0, dann ist x = 0. In C steht diese Ordnungsrelation nicht mehr zur Verfiigung. Eine
komplexe Zahl ist von 0 verschieden, wenn die Léange des Vektors in der Zahlenebene verschieden
von 0 ist. Wir definieren daher den Betrag einer komplexen Zahl z = a + bi als

2 =a® + b7 = (R2>+ (T2 = |z = Va2 +b? = J(R2? + (I

Der Betrag lisst sich auch mit Hilfe der komplexen Konjugation ausdriicken, es ist zz = (a + bi)(a —
bi) = a® + abi — abi + b* = |z]>. Der Betrag ist immer eine reelle Zahl.

Division

Die Erweiterung zu den komplexen Zahlen muss auch die Division erhalten. Dies ist durchaus nicht
selbstverstindlich. Man kann zeigen, dass ein Produkt von Vektoren eines Vektorraums nur fiir einige
wenige, niedrige Dimensionen iiberhaupt moglich ist. Fiir die Division sind die Einschrinkungen
noch gravierender, die einzigen Dimensionen > 1, in denen ein Produkt mit einer Division definiert
werden kamﬂ sind 2, 4 und 8. Nur in Dimension 2 ist ein kommutatives Produkt moglich, dies muss
das Produkt der komplexen Zahlen sein.
Wie berechnet man den Quotienten = fiir zwei beliebige komplexe Zahlen z = a + bi und w =
¢ + di mit w # 0? Dazu erweitert man den Bruch mit der komplex konjugierten des Nenners:
W W

Z
wooww  |w]?

Da der Nenner |w|> > 0 eine reelle Zahl ist, ist die Division einfach, es ist die Multiplikation mit der
reellen Zahl 1/|w|?.

Wir konnen den Quotienten auch in Komponenten ausdriicken:

w  c+di  (c+dic—di) 2+ d?

z _a+bi (a+bi)c+di) ac—bd+ (ad+ bc)i

Gausssche Zahlenebene

Beschriinkt man die Multiplikation auf einen reellen Faktor, wird C zu einem zweidimensionalen re-
ellen Vektorraum. Man kann die komplexe Zahl a + bi daher auch als Punkt (a, b) in der sogenannten
Gaussschen Ebene betrachten. Die Addition von komplexen Zahlen ist in diesem Bild die vektori-
elle Addition, die Multiplikation mit reellen Zahlen werden wir weiter unten genauer untersuchen
miissen.

Die Zahlenebene fiihrt auf eine weitere Parametrisierung einer komplexen Zahl. Ein Punkt z der
Ebene kann in Polarkoordinaten auch durch den Betrag und den Winkel zwischen der reellen Achse
und dem Radiusvektor zum Punkt beschrieben werden.

2Der Beweis dieser Aussage ist ziemlich schwierig und wurde erst im 20. Jahrhundert mit Hilfe der Methoden der alge-
braischen Topologie erbracht. Eine Ubersicht iiber den Beweis kann in Kapitel 10 von [buch:ebbinghaus] gefunden werden.
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z=a+bi

Abbildung 1.1: Argument und Betrag einer komplexen Zahl z = a + ib in der Gaussschen Zahlene-
bene

Geometrische Interpretation der Rechenoperationen

Die Addition kompelxer Zahlen wurde bereits als Vektoraddition in der Gausschen Zahlenebene.
Die Multiplikation ist etwas komplizierter, wir berechnen Betrag und Argument von zw separat. Fiir
den Betrag erhalten wir

lzwl* = z2ww = [zl |w]?

Der Betrag des Produktes ist also das Produkt der Betrige.
Fiir das Argument verwenden wir, dass

Z
tanargzzgz— = b =atanargz
V4

und analog fiir w. Bei der Berechnung des Produktes behandeln wir nur den Fall a # O und ¢ # O,
was uns ermoglicht, den Bruch durch ac zu kiirzen:

. Iwz  ad+ be %l+§ tan arg z + tan arg w tan( N )
anargwz = = = = = tan(arg z + arg w).
g Rwz  ac—bd 1—5‘5 1 +tanarg z - tan arg w g &

Im letzten Schritt haben wir die Additionsformel fiir den Tangens verwendet. Daraus liest man ab,
dass das Argument eines Produkts die Summe der Argumente ist. Die Multiplikation mit einer festen
komplexen Zahl fiihrt also mit der ganzen komplexen Ebene eine Drehstreckung durch. Auf diese
geometrische Beschreibung der Multiplikation werden wir zuriickkommen, wenn wir die komplexen
Zahlen als Matrizen beschreiben wollen.

Algebraische Vollstindigkeit

Die komplexen Zahlen C sind als Erweiterung von R so konstruiert worden, dass die Gleichung
x?> + 1 = 0 eine Losung hat. Etwas iiberraschend ist dagegen, dass in dieser Erweiterung jetzt jede
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beliebige algebraische Gleichung 16sbar geworden. Dies ist der Inhalt des Fundamentalsatzes der
Algebra.

Satz 1.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Jede algebraische Gleichung der Form
p(x) = X" + a1 X +ajx+ay =0, a, € C

mit komplexen Koeffizienten hat n moglicherweise mit Vielfachheit gezdhle Nullstellen ay, ..., ay,,
d. h. das Polynom p(x) ldsst sich in Linearfaktoren

P = (x—a) ' (x— @) ... (x = a)
zerlegen, wobei ki + ky + - -+ + k,, = n. Die Zahlen k; heisst die Vielfachheit der Nullstelle « .

Der Fundamentalsatz der Algebra wurde erstmals von Carl Friedrich Gauss bewiesen. Seither
sind viele alternative Beweise mit Methoden aus den verschiedensten Gebieten der Mathematik
gegeben worden. Etwas salopp konnten man sagen, dass der Fundamentalsatz ausdriickt, dass die
Konstruktion der Zahlensysteme mit C abgeschlossen ist, soweit damit die Losbarkeit beliebiger
Gleichungen angestrebt ist.

Quaternionen und Octonionen

Die komplexen Zahlen erméglichen eine sehr effiziente Beschreibung geometrischer Abbildungen
wie Translationen, Spiegelungen und Drehstreckungen in der Ebene. Es dringt sich damit die Frage
auf, ob sich C so erweitern lidsst, dass man damit auch Drehungen im dreidimensionalen Raum
beschreiben konnte. Da Drehungen um verschiedene Achsen nicht vertauschen, kann eine solche
Erweiterung nicht mehr kommutativ sein.

William Rowan Hamilton propagierte ab 1843 eine Erweiterung von C mit zwei zusitzlichen
Einheiten j und k mit den nichtkommutativen Relationen

P=pP=k=ijk=-1. (1.7
Er nannte die Menge aller Linearkombinationen
H= {a0+a1i+a2j+a3k|a1 e R}

die Quaternionen, die Einheiten i, j und k heissen auch Einheitsquaternionen. Konjugation, Betrag
und Division konnen ganz dhnlich wie bei den komplexen Zahlen definiert werden und machen
H zu einer sogenannten Divisionsalgebra. Alle Rechenregeln mit Ausnahme der Kommutativitit
der Multiplikation sind weiterhin giiltig und durch jede von O verschiedene Quaternion kann auch
dividiert werden.

Aus den Regeln fiir die Quadrate der Einheiten in (I.7) folgt zum Beispiel i~! = —i, j~! = —j
und k~! = —k. Die letzte Bedingung liefert daraus
ij=ijkk' = -1k =k
ijk=—1 = P2k = —i = —jk
—jk=—ji=k

Aus den Relationen (1.7) folgt also insbesondere auch, dass i j = — ji. Ebenso kann abgeleitet werden,
dass jk = —kjund ik = —ki. Man sagt, die Einheiten sind antikommutativ.
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Die Beschreibung von Drehungen mit Quaternionen ist in der Computergraphik sehr beliebt, weil
eine Quaternion mit nur vier Komponenten ay, . .. , a3 vollstindig beschrieben ist. Eine Transforma-
tionsmatrix des dreidimensionalen Raumes enthilt dagegen neun Koeffizienten, die vergleichsweise
komplizierte Abhédngigkeiten erfiillen miissen. Quaternionen haben auch in weiteren Gebieten inter-
essante Anwendungen, zum Beispiel in der Quantenmechanik, wo antikommutierende Operatoren
bei der Beschreibung von Fermionen eine zentrale Rolle spielen.

Aus rein algebraischer Sicht kann man die Frage stellen, ob es eventuell auch noch grossere
Divisionsalgebren gibt, die H erweitern. Tatsédchlich hat Arthur Cayley 1845 eine achtdimensionale
Algebra, die Oktonionen O, mit vier weiteren Einheiten beschrieben. Allerdings sind die Oktonionen
nur beschrénkt praktisch anwendbar. Grund dafiir ist die Tatsache, dass die Multiplikation in O nicht
mehr assoziativ ist. Das Produkt von mehr als zwei Faktoren aus O ist von der Reihenfolge der
Ausfiihrung der Multiplikationen abhéngig.
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Kapitel 2

Vektoren und Matrizen

2.1 Lineare Algebra

In diesem Abschnitt tragen wir die bekannten Resultate der linearen Algebra zusammen. Meistens
lernt man diese zuerst fiir Vektoren und Gleichungssyteme mit reellen Variablen. In der linearen
Algebra werden aber nur die arithmetischen Grundoperationen verwendet, es gibt also keinen Grund,
warum sich die Theorie nicht iiber einem beliebigen Zahlenkorper entwickeln lassen sollte. Die in
Kapitel 4| untersuchten endlichen Korper sind zum Beispiel besser geeignet fiir Anwendungen in
der Kryptographie oder fiir die diskrete schnelle Fourier-Transformation. Daher geht es in diesem
Abschnitt weniger darum alles herzuleiten, sondern vor allem darum, die Konzepte in Erinnerung zu
rufen und so zu formulieren, dass offensichtlich wird, dass alles mit einem beliebigen Zahlkorper k
funktioniert.

2.1.1 Vektoren

Koordinatensysteme haben ermoglicht, Punkte als Zahlenpaare zu beschreiben. Dies ermoglicht,
geometrische Eigenschaften als Gleichungen auszudriicken, aber mit Punkten kann man trotzdem
noch nicht rechnen. Ein Vektor fasst die Koordinaten eines Punktes in einem Objekt zusammen,
mit dem man auch rechnen und zum Beispiel Parallelverschiebungen algebraisieren kann. Um auch
Streckungen ausdriicken zu konnen, wird auch eine Menge von Streckungsfaktoren bendtigt, mit
denen alle Komponenten eines Vektors multipliziert werden konnen. Sie heissen auch Skalare und
liegen in k.

Zeilen- und Spaltenvektoren

Vektoren sind Tupel von Elementen aus k.

Definition 2.1. Ein n-dimensionaler Spaltenvektor ist ein n-Tupel von Zahlen aus k geschrieben als
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Ein m-dimensionaler Zeilenvektor wird geschrieben als
u:(u1 U ... um)ekm.

Fiir Vektoren gleicher Dimension sind zwei Rechenoperationen definiert. Die Addition von Vek-
toren a,a € k" und die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar A € k erfolgt elementweise:

a by a; + by ap Aay
a+b=|[:[+]:]|= , Ada=A4]:|=|:
a, b, a, + b, a, Aa,

Die iiblichen Rechenregeln sind erfiillt, nimlich

Kommutativitét: a+b=b+a Ya,beV
Assoziativgesetze: (a+b)+c=a+ (b +c) (Awa = A(ua) Va,b,ceV, Luek (2.1)
Distributivgesetze: Aa+b)=Aa+ b A+wa=Ada+ua Va,beV, Luck.

Diese Gesetze driicken aus, dass man mit Vektoren so rechnen kann, wie man das in der Algebra
gelernt hat, mit der einzigen Einschrinkung, dass man Skalare immer links von Vektoren schreiben
muss. Die Distributivgesetze zum Beispiel sagen, dass man Ausmultipilizieren oder Ausklammern
kann genauso wie in Ausdriicken, die nur Zahlen enthalten.

Man beachte, dass es im allgemeinen kein Produkt von Vektoren gibt. Das aus der Vektorgeo-
metrie bekannte Vektorprodukt ist eine Spezialitit des dreidimensionalen Raumes, es gibt keine
Entsprechung dafiir in anderen Dimensionen.

Standardbasisvektoren

In k" findet man eine Menge von speziellen Vektoren, durch die man alle anderen Vektoren aus-
driicken kann. Mit den sogenannten Standardbasisvektoren

1 0 0
0 1 0
er=1.1-e2=|.]>---s€n =
0 0 1
kann der Vektor a € k" als
ap 1 0 0
a 0 1 0
a=|.|=a|.|ta|.|t -+a,|.|=ae +taey+ - +aye,
a, 0 0 1

ausgedriickt werden.

Vektorraum

Die Rechnungen, die man geméss der Rechengesetze (2.1)) anstellen kann, verlangen nicht, dass
Elemente a und b, mit denen man da rechnet, Zeilen- oder Spaltenvektoren sind. Jede Art von ma-
thematischem Objekt, mit dem man so rechen kann, kann als (abstrakter) Vektor betrachtet werden.

24



Vektoren und Matrizen Lineare Algebra

Definition 2.2. Eine Menge V von Objekten, auf der zwei Operationen definiert, ndmlich die Addi-
tion, geschrieben a + b fiir a,b € V und die Multiplikation mit Skalaren, geschrieben Aa fiir a € V
und A € k, heisst ein k-Vektorraum oder Vektorraum iiber k (oder einfach nur Vektorraum, wenn k
aus dem Kontext klar sind), wenn die Rechenregeln 2.1) gelten

Die Mengen von Spaltenvektoren k sind ganz offensichtlich Vektorrdume. Die in Kapitel
studierten Mengen von Polynomen mit Koeffizienten in k sind ebenfalls Vektorrdume.

Beispiel. Die Zahlenmenge C ist ein R-Vektorraum. Elemente von C kénnen addiert und mit reellen
Zahlen multipliziert werden. Die Rechenregeln fiir die komplexen Zahlen umfassen auch alle Regeln
(2.1), also ist C ein Vektorraum iiber R. O

Beispiel. Die Menge C([a, b]) der stetigen Funktionen [a, b] — R bildet ein Vektorraum. Funktionen
konnen addiert und mit reellen Zahlen multipliziert werden:

(f + &) = f(x) + g(x) und (ANx) = Af(x).

Dies reicht aber noch nicht ganz, denn f + g und Af miissen ausserdem auch stetige Funktionen
sein. Das dem so ist, lernt man in der Analysis. Die Vektorraum-Rechenregeln (2.1)) sind ebenfalls
erfiillt. O

Die Beispiele zeigen, dass der Begriff des Vektorraums die algebraischen Eigenschaften eine
grosse Zahl sehr verschiedenartiger mathematischer Objekte beschreiben kann. Alle Erkenntnisse,
die man ausschliesslich aus Vekotorraumeigenschaften gewonnen hat, sind auf alle diese Objekte
iibertragbar. Im folgenden werden wir alle Aussagen fiir einen Vektorraum V formulieren, wenn wir
die Darstellung als Tupel k" nicht brauchen.

Gleichungssysteme in Vektorform

Die Vektorraum-Operationen erlauben nun auch, lineare Gleichungssysteme in Vektorform zu schrei-
ben:

anpx; + ...+ appx, by ar Ain by

: : = x| et x| = (2.2)
amx; + ...+ apx,= by Al A by
Die rechte Seite von (2.2) ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren.
Definition 2.3. Eine Linearkombination der Vektoren vy, . ..,v, € V ist ein Ausdruck der Form
v=A4vi+- -+ v,
mit Ay,..., A, €k

Die Menge aller Vektoren, die sich als Linearkombinationen einer gegebenen Menge ausdriicken
lasst, heisst der aufgespannte Raum.

Definition 2.4. Sind ay,...,a, € V Vektoren, dann heisst die Menge

{ay,...,aypy ={xja1 + -+ xua, | x1,...,x, €k}
aller Vektoren, die sich durch Linearkombination aus den Vektoren ay,...,a, gewinnen lassen, der
von ai,...,a, aufgespannte Raum.
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Lineare Abhiingigkeit

Die Gleichung ([2.2)) driickt aus, dass sich der Vektor b auf der rechten Seite als Linearkombination
der Spaltenvektoren ausdriicken ldsst. Oft ist eine solche Darstellung auf nur eine Art und Weise
moglich. Betrachten wir daher jetzt den Fall, dass es zwei verschiedene Linearkombinationen der
Vektoren ay, ..., a, gibt, die beide den Vektor b ergeben. Deren Differenz ist

xjar+ ...+ xua,= b

Xjay+ ...+ xa,= b } = (i =xpar + -+ (G —x)a, =0 (2.3)

A An

Die Frage, ob ein Gleichungssystem genau eine Losung hat, hingt also damit zusammen, ob es
Zahlen Ay, ..., 4, gibt, fiir die die Gleichung erfiillt ist.

Definition 2.5. Die Vektoren ay, ..., a, heissen linear abhdingig, wenn es Zahlen Ay, ..., A, € k gibt,
die nicht alle 0 sind, so dass
Aay + -+ A,a, = 0. (24)

Die Vektoren heissen linear abhéingig, wenn aus [2.4) folgt, dass alle A4, ..., 4, = 0 sind.

Lineare Abhingigkeit der Vektoren ay,...,a, bedeutet auch, dass man einzelne der Vektoren
durch andere ausdriicken kann. Hat man némlich eine Linearkombination (2.4) und ist der Koeffizi-
ent A; # 0, dann kann man nach q; auflosen:

1 —_—
ay = —/l—(/llal + oo+ Agag + -+ Ayay).
k
Darin bedeutet der Hut, dass der entsprechende Term weggelassen werden muss. Da dies fiir jeden
von 0 verschiedenen Koeffizienten moglich ist, sagt man eben nicht, gy ist linear abhéingig von den

anderen, sondern man sagt ay, . . ., a, sind (untereinander) linear abhéngig.

Basis

Ein lineares Gleichungssystem fragt danach, ob und wie ein Vektor b als Linearkombination der

Vektoren ajy,...,a, ausgedriickt werden kann. Wenn dies eindeutig moglich ist, dann haben die
Vektoren ay, . .., a, offenbar eine besondere Bedeutung.
Definition 2.6. Eine linear unabhiingig Menge von Vektoren 8 = {ay,...,a,} C V heisst Basis von

V. Die maximale Anzahl linear unabhdingiger Vektoren in V heisst Dimension von V.

Die Standardbasisvektoren bilden eine Basis von V = k.

Unterriume

Die Mengen (ay, ..., a,) sind Teilmengen von V, in denen die Addition von Vektoren und die Mul-
tiplikation mit Skalaren immer noch moglich ist.

Definition 2.7. Eine Teilmenge U C V heisst ein Unterraum von V, wenn U selbst ein k-Vektorraum

ist, also
a,belU = a+belU

aclU, 1ek = Adae U
gilt.
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2.1.2 Matrizen

Die Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems finden in einem Zeilen- oder Spaltenvektor nicht
Platz. Wir erweitern das Konzept daher in einer Art, dass Zeilen- und Spaltenvektoren Spezialfille
sind.

Definition einer Matrix

Definition 2.8. Eine m X n-Matrix A (iiber k) ist rechteckiges Schema

a ap Aain

as) an Aazp
A= .

Am1 A2 ... Qgp

mit a;; € k. Die Menge aller m X n-Matrizen wird mit
M, (k) = {A | A ist eine m X n-Matrix}.

Falls m = n gilt, heisst die Matrix A auch quadratisch Man kiirzt die Menge der quadratischen
Matrizen als M,,(k) = M,,,(k) ab.

Die m-dimensionalen Spaltenvektoren v € k™ sind mx1-Matrizen v € M, (k), die n-dimensionalen
Zeilenvetoren u € k" sind 1 X n-Matrizen v € My, (k). Eine m X n-Matrix A mit den Koeffizienten
a;;j besteht aus den n Spaltenvektoren

a ap Aain

a] an Aazp
ay = , a2 = A ,ap =

am1 am2 Amn

Sie besteht auch aus den m Zeilenvektoren

(ak1 agn ak,,)

mitk=1,...,m.

Addition und Multiplikation mit Skalaren

Die m X n-Matrizen M,,, (k) bilden eine Vektorraum, die Addition von Matrizen und die Multipli-
kation wird wie folgt definiert.

Definition 2.9. Sind A, B € M,,x,(k) und A € k, dann setzt man

ar +b11 arn +b12 ... dip +b1,, Adayy Adap ... Aay,

ary + b21 ay + b22 co. Aot an Aasy Aday, ... Aday,
A+B= , , . , und A =

am + bm1 apn + bmz oo App t+ bmn Aay1 Aayy ... Adyy
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Multiplikation

Will man ein lineares Gleichungssystem mit Hilfe der Matrix A der Koeffizienten schreiben, be-
kommt es die Form Ax = b, wobei der Vektor der rechten Seiten ist, und x ein Vektor von unbekann-
ten Zahlen. Dies ist jedoch nur sinnvoll, wenn das Produkt Ax sinnvoll definiert werden kann.

Definition 2.10. Eine m X n-Matrix A € M,,x,(k) und eine n X I-Matrix B € M, (k) haben als
Produkt eine n X [-Matrix C = AB € M,»;(k) mit den Koeffizienten

Cij = Z aikbyj. (2.5)
k=1

Die Koeffizienten a; kommen aus der Zeile i von A, die Koeffizienten by; stehen in der Spalte j
von B, die Multiplikationsregel (2.5]) besagt also, dass das Element ¢;; entsteht als das Produkt der
Zeile i von A mit der Spalte j von C.

Einheitsmatrix

Welche m x m-Matrix I € M,,(k) hat die Eigenschaft, dass /A = A fiir jede beliebige Matrix A €
M, (k). Wir bezeichnen die Eintrige von I mit ;;. Die Bedingung /A = A bedeutet

aij = o6pnaij+ -+ Oimlm;,

Da auf der linken Seite nur a;; vorkommt, miissen alle Terme auf der rechten Seite verschwinden
ausser dem Term mit a;;, dessen Koeflizient 6;; = 1 sein muss. Die Koeffizienten sind daher

{1 i=j
5,‘j =
0 sonst

Die Zahlen 6;; heissen auch das Kronecker-Symbol oder Kronecker-Delta. Die Matrix I hat die Ein-
trige ¢;; und heisst die Einheitsmatrix

1 0 0

0 1 0
I=1. . -

0 0 1

2.1.3 Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme haben wir bereits in Vektorform geschrieben. Matrizen wurden einge-
fiihrt, um sie noch kompakter in der Matrixform Ax = b zu schreiben. In diesem Abschnitt sollen die
bekannten Resultate iiber die Losung von linearen Gleichungssytemen zusammengetragen werden.

Eindeutige Losung

Mit Hilfe der Vektorform eines linearen Gleichungssystems wurde gezeigt, dass die Losung genau
dann eindeutig ist, wenn die Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix linear unabhéngig sind. Dies
bedeutet, dass das Gleichungssystem

anx; + ...+ aipx, =0
2.6)

amXx1 + ...+ Aux, =0
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eine nichttriviale Losung haben muss. Das Gleichungssystem Ax = b ist also genau dann eindeutig
16sbar, wenn das homogene Gleichungssystem Ax = 0 nur die Nulllésung hat.

Inhomogene und homogene Gleichungssysteme

Ein Gleichungssystem mit O auf der rechten Seite ist also bereits ausreichend um zu entscheiden,
ob die Losung eindeutig ist. Ein Gleichungssystem mit rechter Seite 0 heisst homogen. Zu jedem
inhomogenen Gleichungssystem Ax = b mit b # 0 ist Ax = 0 das zugehorige homogene Glei-
chungssystem.

Ein homogenes Gleichungssytem Ax = 0 hat immer mindestens die Losung x = 0, man nennt
sie auch die triviale Losung. Eine Losung x # 0 heisst auch eine nichttriviale Losung. Die Losungen
eines inhomgenen Gleichungssystem Ax = b ist also nur dann eindeutig, wenn das zugehorige
homogene Gleichungssystem eine nichttriviale Losung hat.

Gauss-Algorithmus

Der Gauss-Algorithmus oder genauer Gausssche Eliminations-Algorithmus 16st ein lineare Glei-
chungssystem der Form (2.2). Die Koeffizienten werden dazu in das Tableau

ar e ai, bl

Aui - Qun | b

geschrieben. Die vertikale Linie erinnert an die Position des Gleichheitszeichens. Es beinhaltet alle
Informationen zur Durchfiihrung des Algorithmus. Der Algorithmus is so gestaltet, dass er nicht
mehr Speicher als das Tableau benoétigt, alle Schritte operieren direkt auf den Daten des Tableaus.

In jedem Schritt des Algorithmus wird zunichst eine Zeile i und Spalte j ausgewihlt, das Ele-
mente a;; heisst das Pivotelement. Die Pivotdivision

al aj ain b] ap ayj Ain bl
a1 aij [ bi - ajj 1 a;j ajj
am1 Amj Amn Z/)m aml A j Amn bm

stellt sicher, dass das Pivot-Element zu 1 wird. Dies ist gleichbedeutend mit der Auflosung der
Gleichung i noch der Variablen x;. Mit der Zeilensubtraktion auf Zeile k # i konnen die Eintrdge in
der Spalte j zu Null gemacht werden. Dazu wird das ayj-fache der Zeile i von Zeile k subtrahiert:

23]

Clkj

Ain

Ain

bi

b,

ai

gl — dijdil

Ain

Ajn — Ak jAipn

b

bm - akjbn

Typischerweise werden nach jeder Pivotdivision mehrer Zeilensubtraktionen durchgefiihrt um alle
anderen Elemente der Pivotspalte ausser dem Pivotelement zu O zu machen. Beide Operationen

konnen in einem Durchgang durchgefiihrt werden.
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Vorwirtsreduktion
]
@) .O l.
1 ]
I. || lu l. U J
[ - [ - [ |
Riickwiértseinsetzen

Abbildung 2.1: Zweckmissiger Ablauf der Berechnung des Gauss-Algorithmus. Falls in einer Spalte
kein weiteres von O verschiedenes Pivotelement zur Verfiigung steht, wird die Zeile tibersprungen.
Weisse Felder enthalten 0, dunkelgraue 1. Die roten Kreise bezeichnen Pivot-Elemente, die blauen
Felder die mit einer Zeilensubtraktion zu 0 gemacht werden sollen.

Die beiden Operationen Pivotdivision und Zeilensubtraktion werden jetzt kombiniert um im lin-
ken Teil des Tableaus moglichst viele Nullen und Einsen zu erzeugen. Im Idealfall wird ein Tableau
der Form

1 0 0]
0 1 0| u
0 0 ... 1| uy

erreicht, was natiirlich nur m = n moglich ist. Interpretiert man die Zeilen dieses Tableaus wieder
als Gleichungen, dann liefert die Zeile i den Wert x; = u; fiir die Variable i. Die Losung kann also in
der Spalte rechts abgelesen werden.

Die effizienteste Strategie fiir die Verwendung der beiden Operationen ist in Abbildung [2.1] dar-
gestellt. In der Phase der Vorwdrtsreduktion werden Pivotelemente von links nach rechts moglichst
auf der Diagonale gewihlt und mit Zeilensubtraktionen die darunterliegenden Spalten freigerdumt.
Wihrend des Riickwirtseinsetzens werden die gleichen Pivotelemente von rechts nach links genutzt,
um mit Zeilensubtraktionen auch die Spalten iiber den Pivotelemnten frei zu rdumen. Wenn in einer
Spalte kein von O verschiedenes Element als Pivotelement zur Verfiigung steht, wird diese Spalte
iibersprungen. Die so erzeuge Tableau-Form heisst auch die reduzierte Zeilenstufenform (reduced
row echelon form, RREF).

Da der Ablauf des Gauss-Algorithmus vollstindig von den Koeffizienten der Matrix A bestimmt
ist, kann er gleichzeitig fiir mehrere Spalten auf der rechten Seite oder ganz ohne rechte Seite durch-
gefiihrt werden.
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Losungsmenge

Die Spalten, in denen im Laufe des Gauss-Algorithmus kein Pivotelement gefunden werden kann,
gehoren zu Variablen, nach denen sich das Gleichungssystem nicht auflosen ldsst. Diese Variablen
sind daher nicht bestimmt, sie konnen beliebig gewihlt werden. Alle anderen Variablen sind durch
diese frei wihlbaren Variablen bestimmt.

Fiir ein Gleichungssystem Ax = b mit Schlusstableau

X1 X Xji-1 Xji Xji+1 Xjp-1 Xj X

1 0 C1j, 0 0 Cij, Clji d
0 1 0 CZj] 0 0 62j2 Cljk dz
0 0 1 Cil,j1 0 0 Cil,jz Ci]jk d,'l
O O O O 1 O ci1+1,j2 Ci1+1,jk di1+1
0 0 0 0 0 | A Coje | i
0 0 0 0 0 0 0 Ciz+l,jk dl‘2+1
0o o0 0 0 0 0 0 0 dn

mit den k frei wihlbaren Variablen x;,, xj,, . ..

d,
dy

dﬂl

+ Xj,

—Clj
—C2j,

—Ciyji

0

+ X

—C1j
—C2j

“Cjih
—Cji+L,jp

~Ciy,j»

0

X

—Clji
—C2ji

“C
—Cji+1,jk

“Ciyjik
—Cir+1,ji

0

, X, kann die Losungsmenge als

ek

Kips Xigs o vy Xiy

geschrieben werden. Insbesondere ist die Losungsmenge k-dimensional.

Inverse Matrix

Zu jeder quadratischen Matrix A € M,,(k) kann man versuchen, die Gleichungen

AC1 =eq, ACZ =

€, .

.LAc, = ey,

2.7)

mit den Standardbasisvektoren e; als rechten Seiten zu 16sen, wobei die ¢; Vektoren in k” sind. Diese
Vektoren kann man mit Hilfe des Gauss-Algorithmus finden:

apn
as]

apn
an

ain 1
ary, 0
Ay, | 0

0
1

0
0

1
0

0
1

C11 C12 . Cln
21 C2 e Cop
Cnl Cn2 o Cnn
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Die Vektoren ¢y sind die Spaltenvektoren der Matrix C mit den Eintréigen c;;.

Mit den Vektoren c; konnen jetzt beliebige inhomogene Gleichungssysteme Ax = b gelost wer-
den. Da b = bje; + byey + -+ + bye,, kann man die Losung x als x = bjc; + bycp + -+ + bycy,
konstruieren. Tatsdchlich gilt

Ax = A(b]Cl + b2C2 + -+ ann)
=biAcy + b,Ccy + - -+ + b,Ac,
=biey + byer +---+bye, = b.
Die Linearkombination x = bjc; + - - - + b,c, kann in Vektorform als x = Cb geschrieben werden.

Die Konstruktion von C bedeutet auch, dass AC = E, daher heisst C auch die zu A inverse
Matrix. Sie wird auch C = A~! geschrieben.

Die Definition der inversen Matrix stellt sicher, dass AA™! = I gilt, daraus folgt aber noch nicht,
dass auch A™'A = [ ist. Diese Eigenschaft kann man jedoch wie folgt erhalten. Sei C die inverse
Matrix von A, also AC = I. Sei weiter D die inverse Matrix von C, also CD = I. Dann ist zunichst
A = AE = A(CD) = (AC)D = ID = D und weiter CA = CD = I. Mit der Bezeichnung C = A™!
erhalten wir also auch A™'A4 = .

Die Eigenschaften der Matrizenmultiplikation stellen sicher, dass die Menge der invertierbaren

Matrizen eine Struktur bilden, die man Gruppe nennt, die in Abschnitt[2.3.T|genauer untersucht wird.
In diesem Zusammenhang wird dann auf Seite |47|die Eigenschaft A~'A = I ganz allgemein gezeigt.

Determinante

XXX TODO

2.1.4 Lineare Abbildungen

Der besondere Nutzen der Matrizen ist, dass sie auch lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen
beschreiben konnen. In diesem Abschnitt werden lineare Abbildungen abstrakt definiert und die
Darstellung als Matrix mit Hilfe einer Basis eingefiihrt.

Definition

Eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdaumen muss so gestaltet sein, dass die Operationen des
Vektorraums erhalten bleiben. Dies wird von der folgenden Definition erreicht.

Definition 2.11. Eine Abbildung f: V — U zwischen Vektorrdumen V und U heisst linear, wenn

fO+w) = fO)+ fw) Yv,weV
fQv) =Af©) YveV,lek

gilt.
Lineare Abbildungen sind in der Mathematik sehr verbreitet.

Beispiel. Sie V = C'([a, b)) die Menge der stetig differenzierbaren Funktionen auf dem Intervall
[a,b] und U = C([a,b]) die Menge der stetigen Funktion aif [a, b]. Die Ableitung % macht aus
einer Funktion f(x) die Ableitung f”(x). Die Rechenregeln fiir die Ableitung stellen sicher, dass

d
e C'([a,b]) = C([a, b)) : f >
X
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eine lineare Abbildung ist. O

Beispiel. Sei V die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen auf dem Intervall [a, 5] und U =

R. Das bestimmte Integral
b b
f:V—)U:fof(x)dx

ist nach den bekannten Rechenregeln fiir bestimmte Integrale eine lineare Abbildung. O

Matrix

Um mit linearen Abbildungen rechnen zu konnen, ist eine Darstellung mit Hilfe von Matrizen notig.
Sei also 8 = {by,...,b,} eine Basis von V und C = {cy,..., ¢} eine Basis von U. Das Bild des Ba-
sisvektors b; kann als Linearkombination der Vektoren cy, .. ., ¢,, dargestellt werden. Wir verwenden
die Bezeichnung

f(by) = ajici + -+ + apicp.

Die lineare Abbildung f bildet den Vektor x mit Koordinaten x, ..., x, ab auf

fx) = fGaby + ... xby)
=x1f(by) +...x,f(byn)
= xi(ayicr + -+ apicy) + -+ (@11 + -+ )

= (allxl R alnxn)cl +ee+ (amlxl +ee+ amnxn)cm

Die Koordinaten von f(x) in der Basis C in U sind also gegeben durch das Matrizenprodukt Ax,
wenn x der Spaltenvektor aus den Koordinaten in der Basis 8 in V ist.

Die Matrix einer linearen Abbildung macht Aussagen iiber eine lineare Abbilung der Rechnung
zuginglich. Allerdings hingt die Matrix einer linearen Abbildung von der Wahl der Basis ab. Gleich-
zeitig ist dies eine Chance, durch Wahl einer geeigneten Basis kann man eine Matrix in eine Form
bringen, die zur Losung eines Problems optimal geeignet ist.

Basiswechsel

In einem Vektorraum V seien zwei Basen 8 = {by,...,b,} und B’ = {b], ..., b, } gegeben. Ein Vektor
v € V kann in beiden beiden Basen dargestellt werden. Wir bezeichnen mit dem Spaltenvektor x die
Koordinaten von v in der Basis 8 und mit dem Spaltenvektor x” die Koordinaten in der Basisi 8’.
Um die Koordinaten umzurechnen, muss man die Gleichung

xiby + -+ x4by = X1b] + - + XD, (2.8)
16sen.

Stellt man sich die Vektoren b; und &', als m-dimensionale Spaltenvektoren vor mit m > n, dann
bekommt (2.8) die Form eines Gleichungssystems

byx + ...+ bix, = b’”x'l + ...+ b'lnx;,
bpyxi+ ...+ bux,= b x1+ ...+ b,x,
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Dieses Gleichungssystem kann man mit Hilfe eines Gauss-Tableaus 16sen. Wir schreiben die zuge-

horigen Variablen

X Xn x; X, X X | X X,
b bin by, Vi, 1 0 | t tn
bnl bnn b,,,l] V,/m 0 1 Inl Lun
bn+1,l bn+l,n b:’l+1,1 v;z+1,n 0 0 0 0
b1 by b, Vi 0 0] 0 0

Das rechte untere Teiltableau enthilt lauter Nullen genau dann, wenn jeder Vektor in V sich in beiden
Mengen B und B’ ausdriicken lésst. Dies folgt aber aus der Tatsache, dass 8 und B’ beide Basen
sind, also insbesondere den gleichen Raum aufspannen. Die n X n-Matrix T mit Komponenten #;;
rechnet Koordinaten in der Basis 8’ um in Koordinaten in der Basis 8.

Umkehrabbbildung

Sei f eine umkehrbare lineare Abbildung U — Vund g: V — U. die zugehorige Umkehrabbildung.
Fiir zwei Vektoren u und w in U gibt es daher Vektoren a = g(u) und b = g(w) in V derart, dass
f(a) = uund f(b) = w. Weil f linear ist, folgt daraus f(a + b) = u + w und f(da) = Aa fir jedes
A € k. Damit kann man jetzt

gu+w) = g(fa) + f(b)) = g(f(a+ b)) = a+b = gu) + g(w)
g(u) = g(Af(a)) = g(f(1a)) = Aa = Ag(u)

berechnen, was zeigt, dass auch g eine lineare Abbildung ist. Hat f in geeignet gewéhlten Basen die
Matrix F, dann hat die Umkehrabbildung g = f~! die Matrix G = F~!. Da auch f(g(y)) = y gilt fiir
jeden Vektor y € V folgt, dass FF~! = Eund F~'F = E.

Kern und Bild

Fiir die Eindeutigkeit der Losung eines linearen Gleichungssytems ist entscheidend, ob das zugeho-
rige homogene Gleichungssystem Ax = 0 eine nichttriviale Losung hat. Seine Losungmenge spielt
also eine besondere Rolle, was rechtfertigt, ihr einen Namen zu geben.

Definition 2.12. Ist f eine lineare Abbildung U — V, dann heisst die Menge
ker f ={xe U] f(x) =0}

der Kern oder Nullraum der linearen Abbildung f. Ist A € M,,x,,(k) Matrix, dann gehort dazu eine
lineare Abbildung f: k" — k™. Der Kern oder Nullraum der Matrix A ist die Menge

kerA = {x e k" | Ax = 0}.
Der Kern ist ein Unterraum, denn fiir zwei Vektoren u, w € ker f
fu+v)=fw+f»)=0+0=0 = wu+vekerf
fu) =Af(w)=1-0=0 = Au € ker f
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gilt.

Ob ein Gleichungssystem Ax = b iiberhaupt eine Losung hat, hingt davon, ob der Vektor b als
Bild der durch A beschriebenen linearen Abbildung k* — k™ enthalten ist. Wir definieren daher das
Bild einer linearen Abbildung oder Matrix.

Definition 2.13. Ist f: V — U ecine lineare Abbildung dann ist das Bild von f der Unterraum
imf={fv)y|lveV}cU

von U. Das Bild einer m X n-Matrix A ist die Menge
imA = {Av|v ek} ck™.

Zwei Vektoren a, b € im f haben Urbilder u,w € V mit f(u«) = a und f(w) = b. Fiir Summe und
Multiplikation mit Skalaren folgt

a+b=fw+fv)=fu+v) =a+beimf
Ada = Af(uw) = f(Aw) = Aa €im f,

also ist auch das Bild im f ein Unterraum von U. Das Bild der Matrix A ist der Unterraum

X1 fby) + ... xu f(Dp)lxi € K} = (f(b1), ..., f(bn)) = (a1, ..., an)

von k™, aufgespannt von den Spaltenvektoren a; von A.

Rang und Defekt
Die Dimensionen von Bild und Kern sind wichtige Kennzahlen einer Matrix.

Definition 2.14. Sei A eine Matrix A € M,,x,(k). Der Rang der Matrix A ist die Dimension des
Bildraumes von A: rank A = dimim A. Der Defekt der Matrix A ist die Dimension des Kernes von
A: def A = dimker A.

Da der Kern mit Hilfe des Gauss-Algorithmus bestimmt werden kann, konnen Rang und Defekt
aus dem Schlusstableau eines homogenen Gleichungssystems mit A als Koeffizientenmatrix abgele-
sen werden.

Satz 2.15. Ist A € M,,x,(k) eine m X n-Matrix, dann gilt
rank A = n — def A.

Quotient

TODO: imA =~ k™/ker A

2.2 Skalarprodukt

In der bisher dargestellten Form ist die lineare Algebra nicht in der Lage, unsere vom Abstands-
begriff dominierte Geometrie addquat darzustellen. Als zusitzliches Hilfsmittel wird eine Methode
bendtigt, Lingen und Winkel auszudriicken. Das Skalarprodukt passt in den algebraischen Rahmen
der linearen Algebra, bringt aber auch einen Abstandsbegriff hervor, der genau der geometrischen
Intuition entspricht.
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2.2.1 Bilinearformen und Skalarprodukte

Damit man mit einem Skalarprodukt rechnen kann wie mit jedem anderen Produkt, miissen man auf
beiden Seiten des Zeichesn ausmultiplizieren konnen:

(Axp +px) -y = Axy -y +uxz -y
X (Ayr + py2) = Ax -y +px-yo.

Man kann dies interpretieren als Linearitit der Abbildungen x — x -y und y + x - y. Dies wird
Bilinearitédt genannt und wie folgt definiert.

Definition 2.16. Seien U, V, W k-Vektorrdume. Eine Abbildung f: U XV — W heisst bilinear, wenn
die partiellen Abbildungen U — W : x — f(x,yo) und V. — W : y — f(x9,y) linear sind fiir alle
xo€UundyyeV,d h.

SAxy + pxa,y) = Af (x1,y) + puf(x2,)
f(-x’ /lYI + /“tyZ) = /lf(-x7y1) +ﬂf(x»Y2)

Eine bilineare Funktion mit Werten in k heisst auch Bilinearform.

Symmetrische bilineare Funktionen

Das Skalarprodukt hidngt nicht von der Reihenfolge der Faktoren ab. In Frage dafiir kommen daher
nur Bilnearformen f: V X V — k, die zusitzlich f(x,y) = f(y, x) erfiillen. Solche Bilinearformen
heissen symmetrisch. Fiir eine symmetrische Bilinearform gilt die binomische Formel

fx+y,x+y) = flx,x+y)+ fO,x+y) = f(x, x) + f(x,9) + f(y, 0 + f(0, )
= fO,x) +2f(6y) + fO,Y)

wegen f(x,y) = f(y, x).

Positiv definite Bilinearformen und Skalarprodukt

Bilinearitdt alleine geniigt nicht, um einen Vektorraum mit einem niitzlichen Abstandsbegriff aus-
zustatten. Dazu miissen die berechneten Abstinde vergleichbar sein, es muss also eine Ordnungs-
relation definiert sein, wie wir sie nur in R kennen. Wir sind daher gezwungen uns auf R- oder
Q-Vektorraume zu beschrianken.

Man lernt in der Vektorgeometrie, dass sich mit einer Bilinearform f: V X V — R die Linge
eines Vektors x definieren ldsst, indem man ||x||> = f(x, x) setzt. Ausserdem muss f(x, x) > O sein fiir
alle x, was die Bilinearitit allein nicht garantieren kann. Verschiedene Punkte in einem Vektorraum
sollen in dem aus der Bilinearform abgeleiteten Abstandsbegriff immer unterscheidbar sein. Dazu
muss jeder von 0 verschiedene Vektor positive Lange haben.

Definition 2.17. Eine Bilinearform f: V X V — R heisst positiv definit, wenn
fx,x)>0 Yx e V\{0}.

Das zugehorige Skalarprodukt wird f(x,y) = (x,y) geschrieben. Die 2-Norm ||x||, eines Vektors ist
definiert durch ||x||§ = (x, Xx).
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Dreiecksungleichung
Damit man sinnvoll iiber Abstdnde sprechen kann, muss die Norm || - ||, der geometrischen Intui-
tion folgen, die durch die Dreiecksungleichung ausgedriickt wird. In diesem Abschnitt soll gezeigt
werden, dass die >-Norm diese immer erfiillt. Dazu sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt ¢ , ).
Satz 2.18 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir x,y € V gilt

e W < Ml - Iyl
mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdingig sind.
Beweis. Wir die Norm von z = x — fy:

llx = tyll3 = IIx13 = 26¢x, y) + 2llyll3 > 0.

Sie nimmt den kleinsten Wert genau dann an, wenn es ein ¢ gibt derart, dass x = #y. Die rechte Seite
ist ein quadratischer Ausdruck in ¢, er hat sein Minimum bei

_2<x9 ) <x9 ) 2 ((-x’ ))2 ((xs >)2
e Hx - I g -2 BRI
2/yll; lIvlly ~ 12 lIvll3 lIvll;
g = e IR Il — )
tbIB E
Es folgt
= Il - IV = G )* = 0
= llxlz - 1Iyll2 = Kx, y)I
mit Gleichheit genau dann, wenn es ein ¢ gibt mit x = fy. O

Satz 2.19 (Dreiecksungleichung). Fiir x,y € V ist

llx + yll2 < llxll> + lIyll2
mit Gleichheit genau dann, wenn x = ty ist fiir ein t > 0.

Beweis.

llx + Yl = (x +y, X+ ) = (x, ) + 20, y) + (1, ))
= [1xll3 + 2¢x, ) + V15 = 11213 + 2¢xe, y) + [Ill3 < llxll3 + 2llxllz - 1yl + 1113
= (Ilxllz + llyll)?
llxlla + [Iyll <l + Iy,

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn (x, y) = ||x|[2 - ||[y|]». Dies tritt genau dann ein, wenn die beiden
Vektoren linear abhéngig sind. O
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Polarformel

Auf den ersten Blick scheint die Norm ||x||; weniger Information zu beinhalten, als die symmetrische
Bilinearform, aus der sie hervorgegangen ist. Dem ist aber nicht so, denn die Bilinearform lisst sich
aus der Norm zuriickgewinnen. Dies ist der Inhalt der sogenannte Polarformel.

Satz 2.20 (Polarformel). Ist || - ||, eine Norm, die aus einer symmetrischen Bilinearform { , ) her-
vorgegangen ist, dann kann die Bilinearform mit Hilfe der Formel

(x,y) = %(le + 115 = I3 = Iyl15) (2.9)
fiir x,y € V wiedergewonnen werden.
Beweis. Die binomischen Formel
Ibe + 3113 = 113 + 2¢x, ) + Iyl

kann nach (x, y) aufgelost werden, was

1
() = 5k + yI3 = 11x13 = IIyl3)

ergibt. Damit ist die Polarformel (2.9) bewiesen. m]

Komplexe Vektorriume und Sesquilinearformen

Eine Bilinearform auf einem komplexen Vektorraum fiihrt nicht auf eine Grosse, die sich als Norm
eignet. Selbst wenn (x, x) > 0 ist,

(ix, iyy = i2(x,y) = —(x,y) < 0.

Dies kann verhindert werden, wenn verlangt wird, dass der Faktor i im ersten Faktor der Bilinearform
als —i aus der Bilinearform herausgenommen werden muss.

Definition 2.21. Seien U, V, W komplexe Vektorrdume. Eine Abbildung f: U X V. — W heisst ses-
quilinealﬂ wenn gilt

fQxy + pxa,y) = Af(x1,y) + f(x2,)
f(-x’ /1)’1 +/Jy2) = /lf(x,M) +/1f(x,)’2)

Fiir die Norm ||x||§ = (x, x) bedeutet dies jetzt

x5 = (Ax, Ax) = A(x, x) = [AP]1x]]3 = llAxllz = |A] [lxll2.

IDas lateinische Wort sesqui bedeutet eineinhalb, eine Sesquilinearform ist also eine Form, die in einem Faktor (dem
zweiten) linear ist, und im anderen nur halb linear.
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2.2.2 Orthognormalbasis
Gram-Matrix

Sei V ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt und {b, ..., b,} eine Basis von V. Wie kann man das
Skalarprodukt aus den Koordinaten &; und 7; der Vektoren

x= anfibia und y= Zn:mbi
i=1 i=1

berechnen? Setzt man x und y in das Skalarprodukt ein, erhélt man

= (Db Y nb) = 3 emoib.
i=1 =1

ij=1

Die Komponente g;; = (b;, b;) bilden die sogenannte Gram-Matrix G. Mit ihr kann das Skalarpro-
dukt auch in Vektorform geschrieben werden als (x, y) = £'Gn.

Orthonormalbasis

Eine Basis {ay,...,a,} aus orthogonalen Einheitsvektoren, also mit {a;,a;) = ¢;; heisst Orthonor-
malbasis. In einer Orthonormalbasis ist die Bestimmung der Koordinaten eines beliebigen Vektors
besonders einfach, ist ndmlich

v = Z(v, a;)a;. (2.10)
i=1

Die Gram-Matrix einer Orthonormalbasis ist die Einheitsmatrix.

Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

Mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsprozesses kann aus einer beliebige Ba-
sis {ay,as,...,a,} C V eines Vektorraums mit einem SKalarprodukt eine orthonormierte Basis
{b1,bs,...,b,} gefunden werden derart, dass fiir alle k (by,...,by) = {ai,...,ax). Der Zusammen-
hang zwischen den Basisvektoren b; und g; ist gegeben durch

il

_ay—bi{b,a)

 llaz = bi(br, ad)ll

s = az — bi{by,a3) — by(bs, a3)
" las = bilbi, az) — balbr, az)ll

2

_ ay _b1<b1’an>_b2<b23an>_"'_bn—1<bn—1,an>
" ”an - bl <b1’ an) - b2<b2’ an) -t bn—l<bn—l 5 an>”2 '
Die Gram-Matrix der Matrix {by, ..., b,} ist die Einheitsmatrix.
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Orthogonalisierung

Der Normalisierungsschritt im Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsprozess ist nur moglich, wenn
Quadratwurzeln unbeschrinkt gezogen werden konnen. Das ist in R moglich, nicht jedoch in Q. Es
ist aber mit einer kleinen Anpassung auch iiber Q immer noch moglich, aus einer Basis {ay, ..., a,}
eine orthogonale Basis zu konstruieren. Man verwendet dazu die Formeln

b1 =a
by = a> — bi{b,a)
bz = a3 — bi{b1,az) — bx(b>, az)

b, = a, — bi{b1,a,) — ba{br,a,) — -+ = by_1(by_1, an).

Die Basisvektoren b; sind orthogonal, aber ||b;||, kann auch von 1 abweichen. Damit ist es zwar nicht
mehr so einfach wie in (2.10), einen Vektor in der Basis zu zerlegen. Ein Vektor v hat nédmlich in der
Basis {by, ..., b,} die Zerlegung

_ o (b v)

=y ey, @.11)
L by 2

Die Koordinaten beziiglich dieser Basis sind also (b;, v)/ ||b,-||§.

Die Gram-Matrix einer Orthogonalen Basis ist immer noch diagonal, auf der Diagonalen stehen
die Normen der Basisvektoren. Die Nenner in der Zerlegung (2.11)) sind die Eintriige der inverse
Matrix der Gram-Matrix.

Orthonormalbasen in komplexen Vektorriumen

Die Gram-Matrix einer Basis {b, ..., b,} in einem komplexen Vektorraum hat die Eigenschaft
8ij = (bi,bj) =<bj,bi),=g; 1<i,j<n
Sie ist nicht mehr symmetrisch, aber selbstadjungiert, geméss der folgenden Definition.

Definition 2.22. Sei A eine komplexe Matrix mit Eintrcigen a;;, dann ist A die Matrix mit komplex

L _ L . =t . . . Lo
konjugierten Elementen a;;. Die adjungierte Matrix ist A* = A . Eine Matrix heisst selbstadjungiert,
wenn A* = A.

2.2.3 Symmetrische und selbstadjungierte Abbilungen

In Definition [2.22] wurde der Begriff der selbstadjungierten Matrix basierend eingefiihrt. Als Eigen-
schaft einer Matrix ist diese Definition notwendigerweise abhingig von der Wahl der Basis. Es ist
nicht unbedingt klar, dass derart definierte Eigenschaften als von der Basis unabhingige Eigenschaf-
ten betrachtet werden konnen. Ziel dieses Abschnitts ist, Eigenschaften wie Symmetrie oder Selbst-
adjungiertheit auf basisunabhingige Eigenschaften von linearen Abbildungen in einem Vektorraum
V mit Skalarprodukt ( , ) zu verstehen.
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Symmetrische Abbildungen

Sei f: V — V eine lineare Abbildung. In einer Basis {b,...,b,} C V wird f durch eine Matrix
A beschrieben. Ist die Basis orthonormiert, dann kann man die Matrixelemente mit a;; = (b;, Ab;)
berechnen. Die Matrix ist symmetrisch, wenn

(bi,Abj) = a;j = aji = {(bj,Ab;) = (Ab;,b;)
ist. Daraus leitet sich jetzt die basisunabhéngige Definition einer symmetrischen Abbildung ab.

Definition 2.23. Eine lineare Abbildung f: V — V heisst symmetrisch, wenn (x, Ay) = (Ax,y) gilt
fiir beliebige Vektoren x,y € V.

Fir V = R” und das Skalarprodukt (x,y) = x'y erfiillt eine symmetrische Abbildung mit der
Matrix A die Gleichung

(x,Ay) = x¥'Ay }

X'A'y = xX'Ay Vax,y e R",
(Ax,y) = (Ax)y = XAy YA TRy

was gleichbedeutend ist mit A’ = A. Der Begriff der symmetrischen Abbildung ist also eine natiirli-
che Verallgemeinerung des Begriffs der symmetrischen Matrix.

Selbstadjungierte Abbildungen

In einem komplexen Vektorraum ist das Skalarprodukt nicht mehr bilinear und symmetrisch, sondern
sesquilinear und konjugiert symmetrisch.

Definition 2.24. Eine lineare Abbildung f: V — V heisst selbstadjungiert, wenn (x, fy) = (fx,y)
fiir alle x,y € C.

Im komplexen Vektorraum C” ist das Standardskalarprodukt definiert durch (x, y) = X'y.

Die Adjungierte

Die Werte der Skalarprodukte (x, y) fiir alle x € V legen den Vektor y fest. Gibe es nimlich einen
zweiten Vektor y’ mit den gleichen Skalarprodukten, also (x,y) = (x,y’) fiir alle x € V, dann gilt
wegen der Linearitéit (x,y —y’) = 0. Wahlt man x = y—y’, dann folgt 0 = (y —y",y =) = Iy = ¥'ll»,
also muss y = y’ sein.

Definition 2.25. Sei f: V — V eine lineare Abbildung. Die lineare Abbildung f*: V — V definiert

durch
<f*x’y>:<xsfy>, )C,yGV

heisst die Adjungierte von f.
Eine selbstadjungierte Abbildung ist also eine lineare Abbildung, die mit ihrer Adjungierte iiber-

einstimmt, als f* = f. In einer orthonormierten Basis {b, ..., b,} hat die Abbildung f die Matrix-
elemente a;; = (b;, fb;). Die adjungierte Abbildung hat dann die Matrixelemente

(bi, f7bj) = (f*bj, bi) = (b, fbi) = aj,

was mit der Definition von A* iibereinstimmt.
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2.2.4 Orthogonale und unitire Matrizen

Von besonderer geometrischer Bedeutung sind lineare Abbildung, die die Norm nicht veréndern.
Aus der Polarformel @]} folgt dann, dass auch das Skalarprodukt erhalten ist, aus dem Winkel
berechnet werden konnen. Abbildungen, die die Norm erhalten, sind daher auch winkeltreu.

Definition 2.26. Eine lineare Abbildung f: V — V in einem reellen Vektorraum mit heisst orthogo-
nal, wenn (fx, fy) = (x,y) fiir alle x,y € V gilt.

Die adjungierte einer orthogonalen Abbildung erfiillt (x,y) = (fx, fy) = (f* fx,y) fiir alle x,y €
V, also muss f*f die identische Abbildung sein, deren Matrix die Einheitsmatrix ist. Die Matrix O
einer orthogonalen Abbildung erfiillt daher O'O = I.

Fiir einen komplexen Vektorraum erwarten wir grundsitzlich dasselbe. Lineare Abbildungen, die
die Norm erhalten, erhalten das komplexe Skalarprodukt. Auch in diesem Fall ist f* f die identische
Abbildung, die zugehorigen Matrixen U erfiillen daher U*U = I.

Definition 2.27. Eine lineare Abbildung f: V — V eines komplexen Vektorraumes V mit Skalar-
produkt heisst unitin, wenn {(x,y) = {(fx, fy) fiir alle Vektoren x,y € V. Eine Matrix heisst unitdr,
wenn U*U = 1.

Die Matrix einer unitdren Abbildung in einer orthonormierten Basis ist unitér.

2.2.5 Orthogonale Unterriume

2.2.6 Andere Normen auf Vektorriumen

Das Skalarprodukt ist nicht die einzige Moglichkeit, eine Norm auf einem Vektorraum zu definieren.
In diesem Abschnitt stellen wir einige weitere mogliche Normdefinitionen zusammen.

{!-Norm

Definition 2.28. Die ['-Norm in V = R" oder V = C" ist definiert durch

n
Ml =" v
i=1

fiirveV.

Auch die /'-Norm erfiillt die Dreiecksungleichung

n
b+ vl = )" b4yl < 7l + O vil = [l + Iyl
i=1 i=1 i=1

Die /'-Norm kommt nicht von einem Skalarprodukt her. Wenn es ein Skalarprodukt giibe, wel-
ches auf diese Norm fiihrt, dann miisste

1
(ey) = 5+ I = I = V1)
sein. Fiir die beiden Standardbasisvektoren x = e¢; und y = e, bedeutet dies

lleall = 2 X
lealli =2¢ = (e, xer) = 5(22 -1?-1)=1
ller £ +eall; =2
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Die Linearitiit des Skalarproduktes verlangt aber, dass 1 = (e, —e;) = —(ej,e2) = —1, ein Wider-
spruch.
[*-Norm

Definition 2.29. Die [*-Norm in V = R" und V = C" ist definiert
Vil = max fvil

Sie heisst auch die Supremumnorm.

Auch diese Norm erfiillt die Dreiecksungleichung
b+ il = maxx; + il < max(ixl +lyd) < max |l + max il =[xl + .

Auch diese Norm kann nicht von einem Skalarprodukt herkommen, ein Gegenbeispiel konnen wir
wieder mit den ersten beiden Standardbasisvektoren konstruieren. Es ist

lleyllo =1
1 2 ) ) 1 1
llealle =1 = (e1. £62) = S(ller £ eallis = llenllcs = lleall) = S0 = 1= 1) = =2

ller £ esflo =1

Es folgt wieder —% ={ej,—er) = —{ey,e2) = %, ein Widerspruch.

Operatornorm

Der Vektorraum der linearen Abbildungen f: U — V kann mit einer Norm ausgestattet werden,
wenn U und V jeweils eine Norm haben.

Definition 2.30. Seien U und V Vektorrdume iiber R oder C und f: U — V eine lineare Abbildung.
Die Operatorname der linearen Abbildung ist

A= sup [Ifxl.

xeUA||x||<1

Nach Definition gilt || fx|| < ||f]|-||x]| fiir alle x € U. Die in den Vektorrdumen U und V verwende-
ten Normen haben einen grossen Einfluss auf die Operatornorm, wie die beiden folgenden Beispiele
zeigen.

Beispiel. Sei V ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarprodukt und y € V ein Vektor. y definiert
die lineare Abbildung

Li:V—->C:xm(yx).

Zur Berechnung der Operatorname von

IO = Ky, ) < lIyll3 - 111113

mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhiingig sind. Dies bedeutet, dass ||/,|| = [lyll, die
Operatorname von /, stimmt mit der Norm von y iiberein. O
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Beispiel. Sei V = C". Dann definiert y € V eine Linearform
ly:V—->C:xmyux

Wir suchen die Operatornorm von /,, wenn V mit der /'-Norm ausgestattet wird. Sei k der Index der
betragsmissig grossten Komponente von yy, also [[ylle = [yx]- Dann gilt

n n n
Dy < il bl < Iyl D bl = [yl - Il
i=1 i=1 i=1

Gleichheit wird erreicht, wenn die Komponente k die einzige von 0 verschiedene Komponente des
Vektors x ist. Somit ist ||/,|| = [|yllco. O

ly(x)] =

Normen auf Funktionenriumen

Alle auf R" und C” definierten Normen lassen sich auf den Raum der stetigen Funktionen [a, b] —» R
oder [a, b] — C verallgemeinern.
Die Supremumnorm auf dem Vektorraum der stetigen Funktionen ist

Il = sup [f()]

x€la,b]

fir f € C([a,b],R) oder f € C([a, b],C).
Fiir die anderen beiden Normen wird zusétzlich das bestimmte Integral von Funktionen auf [a, b]
benotigt. Die L2-Norm wird erzeugt von dem Skalarprodukt

I Lo
o= f Fwegwds = IR = —— f P dx.
-aJ, b-a/,

Die L>-Norm ist dagegen

b
1l = f Fldx.

2.3 Algebraische Strukturen

Im Laufe der Definition der Vektorraume k" und der Operationen fiir die Matrizen in M,,x,(k) haben
wir eine ganze Reihe von algebraischen Strukturen kennengelernt. Nicht immer sind alle Operatio-
nen verfiigbar, in einem Vektorraum gibt es normalerweise kein Produkt. Und bei der Konstruktion
des Zahlensystems wurde gezeigt, dass additive oder multiplikative Inverse nicht selbstversténdlich
sind. Sinnvolle Mathematik lidsst sich aber erst betreiben, wenn zusammen mit den vorhandenen
Operationen auch einige Regeln erfiillt sind. Die schrinkt die Menge der sinnvollen Gruppierungen
von Eigenschaften ein. In diesem Abschnitten sollen diesen sinnvollen Gruppierungen von Eigen-
schaften Namen gegeben werden.

2.3.1 Gruppen

Die kleinste sinnvolle Struktur ist die einer Gruppe. Eine solche besteht aus einer Menge G mit einer
Verkniipfung, die additiv

GXG—->G:(g,h)=gh
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/ assoziative Verkniipfung: a(bc) = (ab)c VYa, b, c \

N, &*
/ Gruppe: neutrales Elemente: eg=ge=g VgeG \
inverses Element g™': gg! =g lg=eVgeG
Z, GL,(R), Sy, Ay
/ abelsche Gruppe: a+b=b+aVa,b \
Addition
Q*, SO2), C,

(Vektorraum: ( \ \
Skalarmultiplikation Algebra: Ring:
Ala+b) = da+ b Multiplikation
A+ wa = Aa + ua a(Ab) = Aab alb +c) = ab + ac
VYAue kVa,beV Ya,be A,1 €k (a+b)c =ac+ bc

Ya,b,c € R
R", C", P
co(R) (@), *(R)
4 )
Algebra mit Eins Ring mit Eins:
M,(R). C(la, b)) tra=a-l=alack
Korper:
ac K\ {0} = Ja! Z[X], M,(Z)
Fp, R, C, Q(X)

S

Abbildung 2.2: Ubersicht iiber die verschiedenen algebraischen Strukturen, die in Abschnitt [2.3
zusammengestellt werden.

S
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oder multiplikativ
GXG—->G:(gh)y=g+h

geschrieben werden kann. Ein Element 0 € G heisst neutrales Element beziiglich der additiv ge-
schriebenen Verkniipfung falls 0 + x = x fiir alle x € G. Ein Element e € G heisst neutrales Element
beziiglich der multiplikativ geschriebneen Verkniipfung, wenn ex = x fiir alle x € G. In den folgen-
den Definitionen werden wir immer die multiplikative Schreibweise verwenden, fiir Fille additiv
geschriebener siehe auch die Beispiele weiter unten.

Definition 2.31. Ein Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniifung mit folgenden Eigenschaften:
1. Die Verkniipfung ist assoziativ: (ab)c = a(bc) fiir alle a, b, c € G.
2. Es gibt ein neutrales Element e € G
3. Fiir jedes Element g € G gibt es ein Element h € G mit hg = e.

Das Element h heisst auch das Inverse Element zu g.

Falls nicht jedes Element invertierbar ist, aber wenigstens ein neutrales Element vorhanden ist,
spricht man von einem Monoid. Hat man nur eine Verkniipfung, spricht man oft von einer Halbruppe.

Definition 2.32. Eine Gruppe G heisst abelsch, wenn ab = ba fiir alle a,b € G.

Additiv geschrieben Gruppen werden immer als abelsch angenommen, multiplikativ geschrieben
Gruppen konnen abelsch oder nichtabelsch sein.

Beispiele von Gruppen

Beispiel. Die Menge Z mit der Addition ist eine additive Gruppe mit dem neutralen Element 0. Das
additive Inverse eines Elementes a ist —a. O

Beispiel. Die von Null verschiedenen Elemente k* eines Zahlekorpers bilden beziiglich der Multi-
plikation eine Gruppe mit neutralem Element 1. Das multiplikative Inverse eines Elementes a € k
mitaiOista‘lzt—ll. O

Beispiel. Die Vektoren k" bilden beziiglich der Addition eine Gruppe mit dem Nullvektor als neu-
tralem Element. Betrachtet man k™ als Gruppe, verliert man die Multiplikation mit Skalaren aus den
Augen. k" als Gruppe zu bezeichnen ist also nicht falsch, man verliert dadurch aber O

Beispiel. Die Menge aller quadratischen n X n-Matrizen M, (k) ist eine Gruppe beziiglich der Addi-
tion mit der Nullmatrix als neutralem Element. Beziigich der Matrizenmultiplikation ist M, (k) aber
keine Gruppe, da sich die singuldren Matrizen nicht inverieren lassen. Die Menge der invertierbaren
Matrizen

GL,(k) = {A € M,(k) | A invertierbar}

ist beziiglich der Multiplikation eine Gruppe. Die Gruppe GL, (k) ist eine echte Teilmenge von
M, (k), die Addition und Multiplikation fithren im Allgemeinen aus der Gruppe heraus, es gibt also
keine Mogichkeit, in der Gruppe GL, (k) diese Operationen zu verwenden. O
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Einige einfache Rechenregeln in Gruppen

Die Struktur einer Gruppe hat bereits eine Reihe von Einschrinkungen zur Folge. Zum Beispiel
sprach die Definition des neutralen Elements e nur von Produkten der Form ex = x, nicht von
Produkten xe. Und die Definition des inversen Elements & von g hat nur verlangt, dass gh = e, es
wurde nichts gesagt tiber das Produkt hg.

Satz 2.33. Ist G eine Gruppe mit neutralem Element e, dann gilt
1. xe = xfiirallexe G

2. Es gibt nur ein neutrales Element. Wenn also f € G mit fx = x fiir alle x € G, ist dann folgt

f=e
3. Wenn hg = e gilt, dann auch gh = e und h ist durch g eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir beweisen als Erstes den ersten Teil der Eigenschaft 3. Sei & die Inverse von g, also
hg = e. Sei weiter i die Inverse von £, also ih = e. Damit folgt jetzt

g =eg = (ih)g = i(hg) = ie.
Wende man dies auf das Produkt g/ an, folgt
gh = (ie)h =i(eh) =ih=c¢

Es ist also nicht nur 4g = e sondern immer auch gh = e.
Fiir eine Inverse & von g folgt

ge=g(hg) =(ghg=eg=g,

dies ist die Eigenschaft 1.
Sind f und e neutrale Elemente, dann folgt

f=fe=e

aus der Eigenschaft 1.
Schliesslich sei x ein beliebiges Inverses von g, dann ist xg = e, dann folgt x = xe = x(gh) =
(xg)h = eh = h, es gibt also nur ein Inverses von g.

Diesem Problem sind wir zum Beispiel auch in Abschnitt [2.1.3] begegnet, wo wir nur gezeigt
haben, dass AA~! = E ist. Da aber die invertierbaren Matrizen eine Gruppe bilden, folgt jetzt aus
dem Satz automatisch, dass auch A™'A = E.

Homomorphismen

Lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen zeichnen sich dadurch aus, dass sie die algebraische
Struktur des Vektorraumes respektieren. Fiir eine Abbildung zwischen Gruppen heisst dies, dass die
Verkniipfung, das neutrale Element und die Inverse respektiert werden miissen.

Definition 2.34. Ein Abbildung ¢: G — H zwischen Gruppen heisst ein Homomorphismus, wenn
©(8182) = ¢(81)¢(82) fiir alle g1, 8> € G gilt.
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Der Begriff des Kerns einer linearen Abbildung lésst sich ebenfalls auf die Gruppensituation
erweitern. Auch hier ist der Kern der Teil der Gruppe, er unter dem Homomorphismus “unsichtbar”
wird.

Definition 2.35. Ist ¢: G — H ein Homomorphisus, dann ist
kerp ={g € G| ¢(g) = ¢}

eine Untergruppe.

Normalteiler

Der Kern eines Homomorphismus ist nicht nur eine Untergruppe, er erfiillt noch eine zusitzliche
Bedingung. Fiir jedes g € G und / € ker ¢ gilt

elghg™) = p(@ee(g™) = p(@p(g™) = p(gg ) =ple)=e =  ghg' ekerg.
Der Kern wird also von der Abbildung 4 + ghg™!, der Konjugation in sich abgebildet.

Definition 2.36. Eine Untergruppe H C G heisst ein Normalteiler, geschrieben H<G wenn gHg™' C
H fiir jedes g € G.
Die Konjugation selbst ist ebenfalls keine Unbekannte, sie ist uns bei der Basistransformations-

formel schon begegnet. Die Tatsache, dass ker ¢ unter Konjugation erhalten bleibt, kann man also
interpretieren als eine Eigenschaft, die unter Basistransformation erhalten bleibt.

Faktorgruppen

Ein Unterraum U C V eines Vektorraumes gibt Anlass zum Quotientenraum, der dadurch entsteht,
dass man die Vektoren in U zu 0 kollabieren lisst. Eine dhnliche Konstruktion kénnte man fiir eine
Untergruppe H C G versuchen. Man bildet also wieder die Mengen von Gruppenelementen, die sich
um ein Elemente in H unterscheiden. Man kann diese Mengen in der Form gH mit g € G schreiben.

Man mochte jetzt aber auch die Verkniipfung fiir solche Mengen definieren, natiirlich so, dass
g1H - goH = (g182)H ist. Da die Verkniipfung nicht abelsch sein muss, entsteht hier ein Problem.
Fiir g; = e folgt, dass Hg, H = g, H sein muss. Das geht nur, wenn Hg, = g>H oder ngg;1 =H
ist, wenn also H ein Normalteiler ist.

Definition 2.37. Fiir eine Gruppe G mit Normalteiler H < G ist die Menge
G/H ={gH | g € G}
eine Gruppe mit der Verkniipfung g1H - g H = (g182)H. G/H heisst Faktorgruppe oder Quotienten-
gruppe.
Fiir abelsche Gruppen ist die Normalteilerbedingung keine zusitzliche Einschriankung, jeder Un-
tergruppe ist auch ein Normalteiler.

Beispiel. Die ganzen Zahlen Z bilden eine abelsche Gruppe und die Menge der Vielfachen von n
nZ C Z ist eine Untergruppe. Da Z abelsch ist, ist nZ ein Normalteiler und die Faktorgruppe Z/nZ
ist wohldefiniert. Nur die Elemente

O0+nzZ,1+nz2,2+nz,... (n—1)+nz

sind in der Faktorgruppe verschieden. Die Gruppe Z/nZ besteht also aus den Resten bei Teilung
durch n. Diese Gruppe wird in Kapitel [4] genauer untersucht. O

Das Beispiel suggeriert, dass man sich die Elemente von G/H als Reste vorstellen kann.
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Darstellungen

Abstrakt definierte Gruppen konnen schwierig zu verstehen sein. Oft hilft es, wenn man eine geo-
metrische Darstellung der Gruppenoperation finden kann. Die Gruppenelemente werden dann zu
umkehrbaren linearen Operationen auf einem geeigneten Vektorraum.

Definition 2.38. Eine Darstellung einer Gruppe G ist ein Homomorphismus G — GL(R).

Beispiel. Die Gruppen GL,(Z), SL,(Z) oder SO(n) sind alle Teilmengen von GL,(R. Die Einbet-
tungsabbildung G — GL,(R) ist damit automatisch eine Darstellung, sie heisst auch die reguldre
Darstellung der Gruppe G. O

In Kapitel [ wird gezeigt, dass Permutationen einer endlichen eine Gruppe bilden und wie sie
durch Matrizen dargestellt werden konnen.

2.3.2 Ringe und Moduln

Die ganzen Zahlen haben ausser der Addition mit neutralem Element 0 auch noch eine Multiplikati-
on mit dem neutralen Element 1. Die Multiplikation ist aber nicht immer invertierbar und zwar nicht
nur fiir 0. Eine dhnliche Situation haben wir bei M, (k) angetroffen. M, (k) ist eine zunéchst eine
Gruppe beziiglich der Addition, hat aber auch noch eine Multiplikation, die nicht immer umkehrbar
ist. Diese Art von Struktur nennt man einen Ring.

Definition eines Rings

Definition 2.39. Eine Menge R mit einer additiven Operation + mit neutralem Element 0 und einer
multiplikativ geschriebenen Operation - heisst ein Ring, wenn folgendes gilt.

1. R ist eine Gruppe beziiglich der Addition.
2. R\ {0} ist eine Halbgruppe.

3. Es gelten die Distributivgesetze
alb+c)=ab+ac und (a+ b)c =ac + bc

fiir beliebige Elemente a,b,c € R.

Die Distributivgesetze stellen sicher, dass man in R beliebig ausmultiplizieren kann. Man kann
also so rechnen kann, wie man sich das gewohnt ist. Es stellt auch sicher, dass die Multiplikation mit
0 immer O ergibt, denn es ist

M=r@a—a)=ra—ra=0.

Man beachte, dass weder verlangt wurde, dass die Multiplikation ein neutrales Element hat oder
kommutativ ist. Der Ring Z erfiillt beide Bedingungen. Die Beispiele weiter unten werden zeigen,
dass es auch Ringe gibt, in denen die Multiplikation nicht kommutativ ist, die Multiplikation kein
neutrales Element hat oder beides.

Definition 2.40. Ein Ring R heisst ein Ring mit Eins, wenn die Multiplikation ein neutrales Element
hat.

Definition 2.41. Ein Ring R heisst kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist.
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Abbildung 2.3: Der Ring der ganzen Gausschen Zahlen besteht aus den ganzahligen Gitterpunkten
in der Gausschen Zahlenebene

Beispiele von Ringen

Beispiel. Alle Zahlenkorper aus Kapitel [T sind kommutative Ringe mit Eins. O

Beispiel. Die Menge c(Z) der Folgen (a,),en mit Folgengliedern in Z wird eine Ring, wenn man die
Addition und Multiplikation elementweise definiert, also

Addition: a + b ist die Folge mit Folgengliedern  (a + b),, = a,b, firalleneN
Multiplikation: a - b ist die Folge mit Folgengliedern (a-b), =a,b, firalleneN

fiir a, b € c(Z). Die Algebra ist kommutativ und hat die konstante Folge u, = 1 Vn als Eins.

Wir betrachten jetzt ein Unterring co(Z) C c¢(Z) bestehend aus den Folgen, die nur fiir endlich
viele Folgenglieder von 0 verschieden sind. Fiir eine Folge a € co(Z) gibt es eine Zahl N derart, dass
a, = 0 fiir n > N. Die konstante Folge u, = 1, die in ¢(Z) erfiillt diese Bedingung nicht, die Eins des
Ringes ¢(Z) ist also nicht in cy(Z). c¢o(Z) ist immer noch ein Ring, aber er hat kein Eins. O

Beispiel. Die Menge
Z+iZ={a+bila,beZ}=2Z[ilcC

ist eine Teilmenge von C und erbt natiirlich die arithmetischen Operationen. Die Summe zweier
solcher Zahlen a + bi € Z[i] und ¢ + di € Z[i] ist (a + bi) + (¢ + di) = (a + ¢) + (b + d)i € Z][i], weil
a+ceZund b + d € Z ganze Zahlen sind. Ebenso ist das Produkt dieser Zahlen (a + bi)(c + di) =
(ac — bd) + (ad + be)i € Z[i] weil Realteil ac — bd € Z und der Imaginirteil ad + bc € Z ganze
Zahlen sind. Die Menge Z[{] ist also ein kommutative Ring mit Eins, er heisst der Ring der ganzen
Gaussschen Zahlen. O
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Beispiel. Die Menge der Matrizen M,(Z) ist ein Ring mit Eins. Fiir n > 1 ist er nicht kommutativ.
Der Ring M,(Z) enthilt den Teilring

a~{; )

Da die Matrix J die Relation J? = —E erfiillt, ist der Ring G nichts anderes als der Ring der ganzen
Gaussschen Zahlen. Der Ring Z[i] ist also ein Unterring des Matrizenrings M»(Z). O

a,beZ} =Z+ZJ C My(Z).

Einheiten

In einem Ring mit Eins sind normalerweise nicht alle von O verschiedenen Elemente intertierbar. Die
Menge der von O verschiedenen Elemente in R wir mit R* bezeichnet. Die Menge der invertierbaren
Elemente verdient einen besonderen Namen.

Definition 2.42. Ist R ein Ring mit Eins, dann heissen die Elemente von
U(R) = {r € R | r in R invertierbar}.

die Einheiten von R.

Satz 2.43. U(R) ist eine Gruppe, die sogenannte Einheitengruppe.

Beispiel. Die Menge M,(Z) ist ein Ring mit Eins, die Einheitengruppe besteht aus den invertierbaren
2 x 2-Matrizen. Aus der Formel fiir

a B\ 1 (d -b

c dl  ad-bc\-c a
zeigt, dass U(M»(Z)) = SL,(Z). O
Beispiel. Die Einheitengruppe von M, (k) ist die allgemeine lineare Gruppe U(M,,(k)) = GL, (k).

O

Nullteiler

Ein moglicher Grund, warum ein Element » € R nicht invertierbar ist, kann sein, dass es ein Element
s € R gibt mit rs = 0. Wire nimlich ¢ ein inverses Element, dann wire 0 = 10 = #(rs) = (tr)s = s.

Definition 2.44. Ein Element r € R* heisst ein Nullteiler in R, wenn es ein s € R* gibt mit rs = 0
Ein Ring ohne Nullteiler heisst nullteilerfrei.

In R ist man sich gewohnt zu argumentieren, dass wenn ein Produkt ab = 0 ist, dann muss einer
der Faktoren a = 0 oder b = 0 sein. Dieses Argument funktioniert nur, weil R ein nullteilerfreier
Ring ist. In M,(R) ist dies nicht mehr moglich. Die beiden Matrizen

1 0 0 0
I P I

sind Nullteiler in M>(Z).
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Abbildung 2.4: Ideale im Ring der ganzen Gaussschen Zahlen Z[i]. Fiir jedes Element r € Z[i] ist
die Menge rZ[i] ein ein Ideal in Z[i]. Links das Ideal (1 + 2i)Z[{] (blau), rechts das Ideal (1 + i)Z[i]
(rot).

O

<D

Homomorphismus

Eine Abbildung zwischen Ringen muss die algebraische Struktur respektieren, wenn sich damit
Eigenschaften vom einen Ring auf den anderen transportieren lassen sollen.

Definition 2.45. Eine Abbildung ¢ : R — S zwischen Ringen heisst ein Homomorphismus oder
Ringhomomorphismus, wenn ¢ ein Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppen der Ringe ist
und ausserdem gilt

@(rir2) = @(rie(r).

Der Kern ist die Menge
kerp = {re R | ¢(r) = 0}

Wieder hat der Kern zusitzliche Eigenschaften. Er ist natiirlich beziiglich der additiven Struktur
des Ringes ein Normalteiler, aber weil die additive Gruppe ja abelsch ist, ist das keine wirkliche
Einschriankung. Fiir ein beliebiges Element r € R und k € ker ¢ gilt

@(kr) = p(k)p(r) =0 - ¢(r) =0
o(rk) = ¢(r)g(k) = ¢(r) - 0 = 0.

Fiir den Kern gilt also, dass ker¢ - R C kerp und R - ker ¢ C ker ¢.

Ideale

Bei der Betrachtung der additiven Gruppe des Ringes Z der ganzen Zahlen wurde bereits die Un-
tergruppe nZ diskutiert und die Faktorgruppe Z/nZ der Reste konstruiert. Reste knnen aber auch
multipliziert werden, es muss also auch moglich sein, der Faktorgruppe eine multiplikative Struktur
Zu verpassen.
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Sei jetzt also I C R ein Unterring. Die Faktorgruppe R/I hat bereits die additive Struktur, es muss
aber auch die Multiplikation definiert werden. Die Elemente r; + I und r, + I der Faktorgruppe R/I
haben das Produkt

(ri+Dm+D)=riry+rl+1Ir,+I1I.

Dies stimmt nur dann mit ryr, + I iiberein, wenn r1/ € I und rpI C I ist.

Definition 2.46. Ein Unterring I C R heisst ein Ideal, wenn fiir jedes r € R gilt vrI C I und Ir C I
gilt. Die Faktorgruppe R|I erhdlt eine natiirliche Ringstruktur, R/I heisst der Quotientenring.

Beispiel. Die Menge nZ C Z besteht aus den durch n teilbaren Zahlen. Multipliziert man durch n
teilbare Zahlen mit einer ganzen Zahl, bleiben sie durch rn teilbar, nZ ist also ein Ideal in Z. Der
Quotientenring ist der Ring der Reste bei Teilung durch n, er wird in Kapitel [d)im Detail untersucht.

O

Ein Ideal I C R driickt als die Idee “gemeinsamer Faktoren™ auf algebraische Weise aus und der
Quotientenring R/ beschreibt das, was iibrig bleibt, wenn man diese Faktoren ignoriert.

Beispiel. In Abbildung[2.4]sind zwei Ideale im Ring der ganzen Gaussschen Zahlen dargestellt. Die
blauen Punkte sind 7} = (1 + 2{)Z und die roten Punkte sind I, = (1 + i)Z. Die Faktorgruppen R/I;
und R/I, fassen jeweils Punkte, die sich um ein Element von /; bzw. I, unterscheiden, zusammen.
Im Falle von I, gibt es nur zwei Arten von Punkten, ndmlich die roten und die schwarzen, der
Quotientenring hat daher nur zwei Elemente, R/I, = {0 + I,1 + I,}. Wegen 1 + 1 = 0 in diesem
Quotientenring, ist R/, = Z/27Z.
Im Falle von [; gibt es fiinf verschiedene Punkte, als Menge ist

R/IL =0+ 1,1+ 0,2+1,3+1,4+11}.

Die Rechenregeln sind also dieselben wie im Ring Z/5Z. In gewisser Weise verhilt sich die Zahl
1 + 2i in den ganzen Gaussschen Zahlen beziiglich Teilbarkeit dhnlich wie die Zahl 5 in den ganzen
Zahlen. O

2.3.3 Algebren

Die Skalar-Multiplikation eines Vektorraums ist in einem Ring nicht vorhanden. Die Menge der
Matrizen M, (k) ist sowohl ein Ring als auch ein Vektorraum. Man nennt eine k-Algebra oder Algebra
iiber k ein Ring A, der auch eine k- Vektorraum ist. Die Multiplikation des Ringes muss dazu mit der
Skalarmultiplikation vertrédglich sein. Dazu miissen Assoziativgesetze

Alua) = (Awa und Alab) = (1a)b
fir a,b € A und A, u € k und eine Regel der Form
a(Ab) = A(ab) (2.12)

gelten. Die Bedingung (2.12) ist eine Folge der Forderung, dass die Multiplikation eine lineare Ab-
bildung sein soll. Dies bedeutet, dass

a(Ab + uc) = A(ab) + u(ac), (2.13)

woraus (2.12)) fiir u = 0 folgt. Die Regel (2.13) beinhaltet aber auch das Distributivgesetz. M, (k) ist
eine Algebra.
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Die Algebra der Funktionen kX

Sie X eine Menge und k¥ die Menge aller Funktionen X — k. Auf k¥ kann man Addition, Multipli-
kation mit Skalaren und Multiplikation von Funktionen punktweise definieren. Fiir zwei Funktion
f,g € k¥ und A € k definiert man

Summe f+ g (f +g)(x) = f(x) + g(x)
Skalare Af: (AN)x) = Af(x)
Produkt f-g:  (f-g)(x) = f(x)g(x)
Man kann leicht nachpriifen, dass die Menge der Funktionen k¥ mit diesen Verkniifungen die Struk-

tur einer k-Algebra erhilt.
Die Algebra der Funktionen kX hat auch ein Einselement: die konstante Funktion

1:[a,b] > k:x— 1
mit Wert 1 erfiillt
(1-Hx) =10 f(x) = f(x) = L-f=1

die Eigenschaft einer Eins in der Algebra.

Die Algebra der stetigen Funktionen C([a, b])

Die Menge der stetigen Funktionen C([a, b]) ist natiirlich eine Teilmenge aller Funktionen: C([a, b]) C
R[?1 und erbt damit auch die Algebraoperationen. Man muss nur noch sicherstellen, dass die Sum-
me von stetigen Funktionen, das Produkt einer stetigen Funktion mit einem Skalar und das Produkt
von stetigen Funktionen wieder eine stetige Funktion ist. Eine Funktion ist genau dann stetig, wenn
an jeder Stelle der Grenzwert mit dem Funktionswert iibereinstimmt. Genau dies garantieren die be-
kannten Rechenregeln fiir stetige Funktionen. Fiir zwei stetige Funktionen f, g € C([a, b]) und einen
Skalar A € R gilt

Summe: )}1_{2) (f+9x = )}g&lﬂ (f(x) +g(x) = )}ggrlo J(x) + Xlggclo g(x) = f(xo) + g(xo) = (f + g)(x0)
Skalare: lim (A£)(x) = lim (1£(x)) = 2 lim £(x) = 1f(x0) = (1f)(x0)
Produkt:  lim (/- £)(x) = lim f(x) - g(x) = lim /(x) - lim g(x) = f(x0)g(x0) = (/- §)x0).

fiir jeden Punkt xy € [a, b]. Damit ist C([a, b]) eine R-Algebra. Die Algebra hat auch eine Eins, da
die konstante Funktion 1(x) = 1 stetig ist.

2.3.4 Korper

Die Multiplikation ist in einer Algebra nicht immer umkehrbar. Die Zahlenkorper von Kapitel [I]
sind also sehr spezielle Algebren, man nennt sie Korper. In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten
Eigenschaften von Korpern zusammengetragen werden.

XXX TODO
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2.4 Hadamard-Algebra

Das Matrizenprodukt ist nicht die einzige Moglichkeit, ein Produkt auf Vektoren oder Matrizen zu
definieren. In diesem Abschnitt soll das Hadamard-Produkt beschrieben werden, welches zu einer
kommutativen-Algebra-Struktur fiihrt.

2.4.1 Hadamard-Produkt

Im Folgenden werden wir k" = M, (k) setzen und den Fall der Vektoren nicht mehr separat
diskutieren. Die Addition und Multiplikation mit Skalaren ist in M,,x,(k) komponentenweise defi-
niert. Wir konnen natiirlich auch ein Produkt komponentenweise definieren, dies ist das Hadamard-
Produkt.

Definition 2.47. Das Hadamard-Produkt zweier Matrizen A, B € M,,x,(k) ist definiert als die Matrix
A © B mit den Komponenten

(A © B);j = (A);j(B);;.
Wir nennen My, (k) mit der Multiplikation © auch die Hadamard-Algebra H (k).

Dies ist jedoch nur interessant, wenn M,,x,(k) mit diesem Produkt eine interessante algebraische
Struktur erhilt. Dazu miissen die {iblichen Vertréiglichkeitsgesetze zwischen den Vektorraumopera-
tionen von M,,,(k) und dem neuen Produkt gelten, wir erhalten dann eine Algebra. Da alle Opera-
tionen elementweise definiert sind, muss man auch alle Rechengesetze nur elementweise priifen. Es
gilt

AOBOC)=(A0BOC

AOB+C)=A0GB+A0GC

A+B)6C=A6C+BoC
(1A)OB=1A0GB)
AO(AB) =A(AOB)

aij(bijcij) = (aijbij)cij
aij(bij + cij) = a;;bij + ajjci
(aij + bij)cij = aijcij + bijei;
(Aaij)bij = Aaijbij)
a;j(Abij) = Aai;bij)

t 0 0°Q

fiir alle 7, j.

Das Hadamard-Produkt ist kommutativ, da die Multiplikation in k kommuativ ist. Das Hadamard-
Produkt kann auch fiir Matrizen mit Eintrdgen in einem Ring definiert werden, in diesem Fall ist es
moglich, dass die entsehende Algebra nicht kommutativ ist.

Die Hadamard-Algebra hat auch ein Eins-Elemente, ndmlich die Matrix, die aus lauter Einsen
besteht.

Definition 2.48. Die sogenannte Einsmatrix U ist die Matrix

1 1 ... 1
U= : eMan(k)

mit lauter Eintrdgen 1 € k.

Die Hadamard-Algebra ist ein Spezialfall der Algebra der Funktionen k*. Ordnet man dem Vek-
tor v € k" mit den Komponenten v; die Abbildung

vi[nl ok:i
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zu, dann geht die Addition von Vektoren in die Addition von Funktionen iiber, die Multiplikation
von Skalaren mit Vektoren geht in die Multiplikation von Funktionen mit Skalaren tiber und die
Hadamard-Multiplikation geht iiber in das Produkt von Funktionen.

Auch die Hadamard-Algebra H,,x,(k) kann als Funktionenalgebra betrachtet werden. Einer Ma-
trix A € H,,x,(k) ordnet man die Funktion

a: [m]x[n]: @, j) v a;

zu. Dabei gehen die Algebraoperationen von H,,, (k) tiber in die Algebraoperationen der Funktio-
nenalgebra k™" Aus der Einsmatrix der Hadamard-Algebra wird dabei zur konstanten Funktion
1 auf [m] X [n].

2.4.2 Hadamard-Produkt und Matrizenalgebra

Es ist nur in Ausnahmefillen, Hadamard-Produkt und Matrizen-Produkt gleichzeitig zu verwenden.
Das liegt daran, dass die beiden Produkte sich iiberhaupt nicht vertragen.

Unvertriglichkeit von Hadamard- und Matrizen-Produkt
Das Hadamard-Produkt und das gewohnliche Matrizenprodukt sind in keiner Weise kompatibel. Die
beiden Matrizen
3 4 -5 4
A—(4 5) und B—(4 _3)
sind inverse Matrizen beziiglich des Matrizenproduktes, also AB = E. Fiir das Hadamard-Produkt

gilt dagegen

~15 16
AQB‘( 16 —15)'

Die Inverse einer Matrix A Beziiglich des Hadamard-Produktes hat die Eintrdge ai’j1 . Die Matrix E ist
beziiglich des gewohnlichen Matrizenproduktes invertierbar, aber sie ist beziiglich des Hadamard-
Produktes nicht invertierbar.

Einbettung der Hadamard-Algebra ein eine Matrizenalgebra

Hadamard-Algebren konnen als Unteralgebren einer Matrizenalgebra betrachtet werden. Der Ope-
rator diag bildet Vektoren ab in Diagonalmatrizen nach der Regel

Vi vy ... 0
diag: k" - M, (k) : | : [+~

Vn 0 ... v
Das Produkt von Diagonalmatrizen ist besonders einfach. Fiir zwei Vektoren a, b € k"

Cllbl Cllbl 0 a; ... 0 bl 0
aob=| [l to =l
a,b, 0 ... apb, 0O ... a,J\0 ... b,

Das Hadamard-Produkt der Vektoren geht also iiber in das gewohnliche Matrizenprodukt der Dia-
gonalmatrizen.
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Fiir die Hadamard-Matrix ist die Einbettung etwas komplizierter. Wir machen aus einer Matrix
erst einen Vektor, den wir dann mit dem diag in eine Diagonalmatrix umwandeln:

ar
Aln
a ... Ay
as)
'._)
am1
Aan
ann

Bei dieser Abbildung geht die Hadamard-Multiplikation wieder in das gewohnliche Matrizenprodukt
tiber.

Beispiel: Faltung und Fourier-Theorie

2.4.3 Weitere Verkniipfungen

Transposition

Das Hadamard-Produkt vertrigt sich mit der Transposition:
(AoB) =A'0B.

Insbesondere ist das Hadamard-Produkt zweier symmetrischer Matrizen auch wieder symmetrisch.

Frobeniusnorm

Das Hadamard-Produkt in der Hadamard-Algebra H,,x,(R) nimmt keine Riicksicht auf die Dimen-
sionen einer Matrix und ist nicht unterscheidbar von R™" mit dem Hadamard-Produkt. Daher darf
auch der Begriff einer mit den algebraischen Operationen vertridglichen Norm nicht von von den
Dimensionen abhéngen. Dies fiihrt auf die folgende Definition einer Norm.

Definition 2.49. Die Frobenius-Norm einer Matrix A € H,,x,R) mit den Eintrdgen (a;;) = A ist
Al = > a.
ij
Das Frobenius-Skalarprodukt zweier Matrizen A, B € Hx,(R) ist

<A,B>F = Za,‘jb[j = SpurAtB

ij
und es gilt ||Allr = V(A,A).

Fiir komplexe Matrizen muss
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Definition 2.50. Die komplexe Frobenius-Norm einer Matrix A € H,,,(C) ist

Al = \/Z i = > aya
ij

das komplexe Frobenius-Skalarprodukt zweier Matrizen A, B € H,,x,(C) ist das Produkt
(A, Byp = ) Gijbi; = Spur(A°B)
ij
und es gilt ||Allr = V(A,A).
Skalarprodukt

Ubungsaufgaben

2.1. Gegeben ist die Matrix

000 0 a,
1 00 0 a,
010 0 a,

A=l0 0 1 0 au,
0 0 0 1 ap

a) Berechnen Sie detA
b) Finden Sie die inverse Matrix A~

¢) Nehmen Sie an, dass a;, € Z. Formulieren Sie eine Bedingung an die Koeffizienten a;,, die
garantiert, dass A~ eine Matrix mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

Losung. a) Die Determinante ist am einfachsten mit Hilfe des Entwicklungssatzes durch Ent-
wicklung nach der ersten Zeile zu bestimmen:
0 0 0 ... 0 a
1 00 0 as
010 0 as,
detA=y o 1 0 ay| =" a,detE, = -1""ay,.

00 0 ... 1 ap
b) Die inverse Matrix kann am einfachsten mit Hilfe des Gauss-Algorithmus gefunden werden.

Dazu schreiben wir die Matrix A in die linke Hélfte eines Tableaus und die Einheitsmatrix in
die rechte Hilfte und fithren den Gauss-Algorithmus durch.

0o 0 0 ... a,|1 0 0 ... 0
1 0 0 ... a,|0 1 O 0
01 0 ... a3 |0 0 1 0
0 00 ... a,|0 0 0 ... 1
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Die Arbeit wird wesentlich vereinfacht, wenn wir zunéchst die erste Zeile ganz nach unten

schieben:
I 0 ... 0 a,|0 1 O 0
0 1 0 a3 |0 O 1 0
B RS S U S I S P
0o o0 ... 1 a,|0 0 0 ... 1
o 0 ... 0 a, |1 0 O ... O

Mit einer einzigen Gauss-Operationen kann man jetzt die inverse Matrix finden. Dazu muss
man zunéchst durch das Pivot-Elemente a,, dividieren, und dann in der Zeile k das aj4i,-
fache der letzten Zeile subtrahieren. Dies hat nur eine Auswirkung auf die erste Spalte in der
rechten Hilfte:

0O ... 0 O —Z% 1 0 ... 0

o 1 ... 0 O —(‘% o1 ... 0

- . . . . . . . . . .
0O 0 ... 1 0 —Zﬁ 0 0 ... 1

0O 0 ... 0 1 a%,, 0 0 ... O

Die inverse Matrix von A ist also

—@ 0 L0
R 0
A=l (2.14)
I
90 ... 0

Aain

¢) Aus der Darstellung (2.14) der Inversen A~ konnen wir ablesen, dass A~! nur dann eine
ganzzahlige Matrix sein kann, wenn a;, invertierbar ist, also a;, = +1. O

2.2. Nach Aufgabe uhat die Matrix
0 0 1 -b 1 0
A=|1 0 a|leMyZ) dielnverse A =|-a 0 1|e My2).
01 b 1 00

Kann man A~! als Linearkombination der Matrizen E, A und A% schreiben?

Lésung. Wir berechnen zunzchst A%:

0 0 1Y(0 0 1 0 1 b
A’=[1 0 a 0 al=[0 a l+ab
01 b 1 b 1 b a+b?

Gesucht sind jetzt die Koeffizienten A; einer Linearkombination

S =

A7 = WE + LA + LA
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Die drei Matrizen auf der rechten Seite haben in der ersten Spalte nur Nullen und Einsen, so dass

wir an der ersten Spalten von A* unmittelbar ablesen konnen, welche Werte wir fiir A; verwenden
miissen. Wir finden A9 = —b, 4; = —a und A, = 1. Wir setzen dies ein:

1 00 0 0 1) (0 1 b
—bE-aA+A*>=-b|0 1 O|-a|ll 0 al+|0 a 1+ab
0 0 1 01 b 1 b a+b?

-b 1 b-a -b 1 b—a
=|-a -b+a -a®+1+ab |=|-a a-b 1+ab-a)
1 —a+b —b—ab+a+b> 1 b-a (1-b)a->b)

Diese Matrix kann nur dann mit A~! iibereinstimmen, wenn a — b = 0 ist, als a = b.
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Kapitel 3

Polynome

Ein Polynom ist ein Ausdruck der Form
PX) = ap X" + ap X"+ X + a1 X + ap. (3.1

Urspriinglich stand das Symbol X als Platzhalter fiir eine Zahl. Die Polynomgleichung ¥ = p(X)
driickt dann einen Zusammenhang zwischen den Grossen X und Y aus. Zum Beispiel driickt

1
H= —ngz +voT + hy = p(T) (3.2)

im Schwerefeld der Erde nahe der Oberfliche einen Zusammenhang zwischen der Zeit 7 und der
Hohe H eines frei fallenden Korpers aus. Setzt man einen Wert fiir 7 in (3.2) ein, erhilt man den
zugehorigen Wert fiir H. Man stellt sich hier also vor, dass T eigentlich eine Zahl ist und dass
(3:1) nur ein “unfertiger” Ausdruck oder ein “Programm” fiir eine Berechnung ist. In dieser eher
arithmetischen Sichtweise ist es aber eigentlich egal, dass in (3.1 nur einfache Multiplikationen und
Additionen vorkommen. In einem Programm konnten ja auch beliebig komplizierte Operationen
verwendet werden, warum also diese Beschriankung.

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen stellen wir uns X daher nicht mehr einfach als einen Platz-
halter fiir eine Zahl vor, sondern als ein neues algebraisches Objekt, fiir das man die Rechenregeln
erst noch definieren muss. In diesem Kapteil sollen die Regeln zum Beispiel sicherstellen, dass man
mit Polynomen so rechnen kann, wie wenn X eine Zahl wire. Es sollen also zum Beispiel die Regeln

aX = Xa (a+b)X =aX +bX a+X=X+a 3.3)

gelten. In dieser algebraischen Sichtweise konnen je nach den gewéhlten algebraischen Rechenre-
geln fiir X interessante rechnerische Strukturen abgebildet werden. Ziel dieses Kapitels ist zu zeigen,
wie man die Rechenregeln fiir X mit Hilfe von Matrizen allgemein darstellen kann. Diese Betrach-
tungsweise wird spéter in Anwendungen ermdglichen, handliche Realisierungen fiir das Rechnen
mit Grossen zu finden, die polynomielle Gleichungen erfiillen. Ebenso sollen in spéteren Kapiteln
die Regeln (3.3)) erweitert oder abgeldst werden um weitere Anwendungen zu erschliessen.

Bei der Auswahl der zusitzlichen algebraischen Regeln muss man sehr vorsichtig vorgehen.
Nimmt man zum Beispiel an, dass man durch X teilen kann, dann wiirde dies in der arithmetischen
Sichtweise bereits ausschliessen, dass man fiir X die Zahl 0 einsetzen kann. Aber auch eine Regel wie
X? > 0, die fiir alle reellen Zahlen gilt, wiirde die Anwendungsmoglichkeiten zu stark einschrinken.
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Es gibt zwar keine reelle Zahl, die man in das Polynom p(X) = X? + 1 einsetzen konnte, so dass es
den Wert 0 annimmt. Man konnte X aber als ein neues Objekt ausserhalb von R betrachten, welches
die Gleichung X2+ 1 = 0 erfiillt. In den komplexen Zahlen C gibt es mit der imaginiren Einheiti € C
tatsichlich ein Zahl mit der Eigenschaft i> = —1 und damit eine Objekt, welches die Ungleichung
X? > 0 verletzt.

Fiir das Symbol X sollen also die “iiblichen” Rechenregeln gelten. Dies ist natiirlich nur sinn-
voll, wenn man auch mit den Koeffizienten ay, . . ., a, rechnen kann. Sie miissen also Elemente einer
algebraischen Struktur sein, in der mindestens die Addition und die Multiplikation definiert sind.
Die ganzen Zahlen Z kommen dafiir in Frage, aber auch die rationalen oder reellen Zahlen Q und
R. Man kann sogar noch weiter gehen: man kann als Koeffizienten auch Vektoren oder sogar Matri-
zen zulassen. Polynome konnen addiert werden, indem die Koeffizienten addiert werden. Polynome
konnen aber auch multipliziert werden, was auf die Faltung der Koeffizienten hinausléduft:

pX) = a, X"+ ap X"+ + a1 X + ap
G(X) = by X" + by X"+ + b1 X + by
POOGX) = @by X" + (@ybpy + @n 1) X" o4 3" X  + -+ (arbo + agh)X + agby

i+j=k

34

Dies ist aber nur moglich, wenn die Koeffizienten selbst miteinander multipliziert werden kénnen,
wenn also die Koeffizienten mindestens Elemente einer Algebra sind.

3.1 Definitionen

In diesem Abschnitt stellen wir einige grundlegende Definitionen fiir das Rechnen mit Polynomen
zusammen.

3.1.1 Skalare

Wie schon in der Einleitung angedeutet sind Polynome nur dann sinnvoll, wenn man mit den Koef-
fizienten gewisse Rechenoperationen durchfiihren kann. Wir brauchen mindestens die Moglichkeit,
Koeffizienten zu addieren. Wenn wir uns vorstellen, dass wir X durch eine Zahl ersetzen konnen,
dann brauchen wir zusitzlich die Moglichkeit, einen Koeffizienten mit einer Zahl zu multiplizieren.

Die Struktur, die wir hier beschrieben haben, hingt davon ab, was wir uns unter einer “Zahl”
vorstellen. Wir bezeichnen die Menge, aus der die “Zahlen” kommen konnen mit R und nennen sie
die Menge der Skalare. Wenn wir uns vorstellen, dass man die Elemente von R an Stelle von X in das
Polynom einsetzen kann, dann muss es moglich sein, in R zu Multiplizieren und zu Addieren, und
es miissen die liblichen Rechenregeln der Algebra gelten, R muss also ein Ring sein. Wir werden im
folgenden meistens voraussetzen, dass R sogar kommutativ ist und eine 1 hat.

Definition 3.1. Sei R ein Ring. Die Menge
RIX] = {pX) = a,X" + ap_1 X" ' +...a1X +ag | a € R,n € N}

heisst die Menge der Polynome mit Koeffizienten in R oder Polynome iiber R. Polynome konnen
addiert werden, indem Koeffizienten mit gleichem Index addiert werden:

P(X) = aan + anflxn_l +--+a X+a
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gX) = b, X" + by X"+ + b X + by
PX) + q(X) = (an + b)X" + (an-1 + by )X"™' + -+ + (a1 + b)X + (ag + bo)

Die Multiplikation ist durch die Formel (3.4) definiert.

Ein Polynom heisst normiert oder auch monisch, wenn der hochste Koeffizient oder auch Leiz-
koeffizient des Polynomus 1 ist, also a, = 1. Wenn man in R durch @, dividieren kann, dann kann
man aus dem Polynom p(X) = a,X" + ... mit Leitkoeffizient a,, das normierte Polynom

1 1 a ;
—p(X) = —(@ X"+ +ag) = X"+ ~Lx 4.4 2
an ay a, a,

machen. Man sagt auch, das Polynom p(X) wurde normiert.

Die Tatsache, dass zwei Polynome nicht gleich viele von 0 verschiedene Koeffizienten haben
miissen, verkompliziert die Beschreibung der Rechenoperationen ein wenig. Wir werden daher im
Folgenden oft fiir ein Polynom

pX) = a, X" + an_lX”_l +..a1X +ay

annehmen, dass alle Koeffizienten a1, @2, . .. implizit mit Wert O definiert sind. Wir werden uns

also erlauben,
P = axt = ax*
k k=0

zu schreiben, wobei in der ersten Form das Summenzeichen bedeuten soll, dass nur iiber diejenigen
Indizes k summiert wird, fiir die a; definiert ist.

3.1.2 Der Polynomring

Die Menge R[X] aller Polynome iiber R wird zu einem Ring, wenn man die Rechenoperationen
Addition und Multiplikation so definiert, wie man das in der Schule gelernt hat. Die Summe von
zwei Polynomen

P(X) = aan + an—an_l +-+ Q]X+ ap

qX) = bpX" + by X"+ + 51X + by
ist

PO +(X) = > (@i + boX",
k

wobei die Summe wieder so zu interpretieren ist, iiber alle Terme summiert wird, fiir die mindestens
einer der Summanden von O verschieden ist.
Fiir das Produkt verwenden wir die Definition

PXgX) = 3" 3" axhixt,
k !

die natiirlich mit Formel (3.4) gleichbedeutend ist. Die Polynom-Multiplikation und Addition sind
nur eine natiirliche Erweiterung der Rechenregeln, die man schon in der Schule lernt, es ist daher
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nicht tiberraschend, dass die bekannten Rechenregeln auch fiir Polynome gelten. Das Distributivge-
setz

PX)(X) +v(X)) = p(X)u(X) + p(X)(X)  (p(X) + g(X)u(X) = p(X)u(X) + g(X)u(X)
zum Beispiel sagt ja nichts anderes, als dass man ausmultiplizieren kann. Oder die Assoziativgesetze

p(X) + g(X) + r(X) = (p(X) + (X)) + r(X) = p(X) + (¢(X) + r(X))
pX)g(X)r(X) = (p(X)g(X))r(X) = p(X)(g(X)r(X))

fiir die Multiplikation besagt, das es keine Rolle spielt, in welcher Reihenfolge man die Additionen
oder Multiplikationen ausfiihrt.

3.1.3 Grad

Definition 3.2. Der Grad eines Polynoms p(X) ist die hochste Potenz von X, die im Polynom vor-
kommt. Das Polynom

pX) = a, X" + an_lX"*l +..a1X +ag

hat den Grad n, wenn a,, # 0 ist. Der Grad von p wird mit deg p bezeichnet. Konstante Polynome
p(X) = ag mit ay # 0 hat den Grad 0. Der Grad des Nullpolynoms p(X) = 0 ist definiert als —co.

Der Grad eines Polynoms ist sinnvoll in dem Sinn, dass er sich mit den Rechenoperationen
gut vertragt. Damit ldsst sich weiter unten auch die spezielle Wahl des Grades des Nullpolynoms
begriinden. Es gelten ndmlich die folgenden Rechenregeln.

Lemma 3.3. Sind p und g Polynome mit Koeffizienten in R und 0 # A € R, dann gilt

deg(pg) < deg p + deg g (3.5)
deg(p + q) < max(deg p,degq) (3.6)
deg(dp) < degp (3.7

Die Formel (3.7) ist eigentlich ein Spezialfall von (3.5). Die Zahl A € R kann man als Polynom
vom Grad 0 betrachten, wofiir natiirlich (3.3)) gilt, also deg(dp) < deg A + deg p.

Beweis. Wir schreiben die Polynome wieder in der Form

p(X) :aan—{—an,an_l +--+a1 X +ay = degp=n
q(X) = by X" + by X" 4+ by X + by = degg = m.

Dann kann der hochste Koeffizient in der Summe p+¢ nicht weiter oben sein als die grossere von den
beiden Zahlen n und m angibt, dies beweist (3.5). Ebenso kann der hichste Koeffizient im Produkt
nach der Formel (3.4) nicht weiter oben als bei n + m liegen, dies beweist beweist (3.6). Es konnte
aber passieren, dass a,b,, = 0ist, d. h. es ist durchaus moglich, dass der Grad kleiner ist. Schliesslich
kann der hochsten Koeffizient von Ap(X) nicht grosser als der hochste Koeffizient von p(X) sein, was

(3.7) beweist. O
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Etwas enttiduschend an diesen Rechenregeln ist, dass der Grad eines Produktes nicht exakt die
Summe der Grade hat. Der Grund ist natiirlich, dass es in gewissen Ringen R passieren kann, dass
das Produkt a,, - b,, = 0 ist. Zum Beispiel ist im Ring der 2 X 2 Matrizen das Produkt der Elemente

1 0 0 0 00
an—(o 0) und bm_(o 1) = anbm—(o o)' (3.8)

Diese unangehme Situation tritt immer ein, wenn es von Null verschiedene Elemente gibt, deren
Produkt O ist. In Matrizenringen ist das der Normalfall, man kann diesen Fall also nicht einfach
ausschliessen. In den Zahlenmengen wie Z, Q und R passiert das natiirlich nie.

Definition 3.4. Ein Ring R heisst nullteilerfrei, wenn fiir zwei Elemente a,b € R aus ab = 0 immer
geschlossen werden kann, dass a = 0 oder b = 0. Ein von 0 verschiedenes Element a € R heisst
Nullteiler, wenn es eine b € R mit b # 0 gibt derart dass ab = 0.

Die beiden Matrizen in (3.8) sind Nullteiler im Ring M,(Z) der 2 x 2-Matrizen. Der Matrizenring
M>(7Z) ist also nicht nullteilerfrei.
In einem nullteilerfreien Ring gelten die Rechenregeln fiir den Grad jetzt exakt:

Lemma 3.5. Sei R ein nullteilerfreier Ring und p und q Polynome iiber R und 0 # A € R. Dann gilt

deg(pq) = deg p +degq (3.9)
deg(p + q) < max(deg p, deg q) (3.10)
deg(dp) = deg p (3.11)

Beweis. Der Fall, dass der hochste Koeflizient verschwindet, weil a,,, b,, oder A Nullteiler sind, kann
unter den gegebenen Voraussetzungen nicht eintreten, daher werden die in Lemma [3.3] gefunden
Ungleichungen fiir Produkte exakt. O

Die Gleichung (3.11)) kann im Fall A = 0 natiirlich nicht gelten. Betrachten wir A wieder als ein
Polynom, dann folgt aus (3.9), dass
A#0 = deg(dp) =degd+degp=0+degp
A=0 = deg(0p) =deg0+degp =deg0
Diese Gleichung kann also nur aufrechterhalten werden, wenn die ‘“Zahl” deg O die Eigenschaft
besitzt, dass man immer noch deg O bekommt, wenn man irgend eine Zahl deg p hinzuaddiert. Wenn

also
deg0 + deg p = deg0 VdegpeZ

gilt. So eine Zahl gibt es in den ganzen Zahlen nicht. Wenn man zu einer ganzen Zahl eine andere
ganze Zahl hinzuaddiert, dndert sich fast immer etwas. Man muss daher deg0 = —co setzen und
festlegen, dass —oo 4+ n = —oo fiir beliebige ganze Zahlen n gilt.

Definition 3.6. Die Polynome vom Grad < n mit Koeffizienten in R bilden die Teilmenge
R™[X]={p e R[X]| degp < n}.

Die Mengen R"™[X] bilden eine Filtrierung des Polynomrings R[X], d. h. sie sind ineinander ge-
schachtelt

R=™[X] ¢ ROYX] c RIV[X] c ... ¢ RPU[X] ¢ R*¥D[X] c ... c R[X]

|

{0} C R C {mX+aglag€R} C
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und ihre Vereinigung ist R[X].
Die Formeln fiir den Grad konnen wir auch mit den Mengen R®[X] ausdriicken:

deg(p + g) < max(deg p, deg q) = RW 4 RO ¢ Rimaxtkh) — pMx) y RO[X].
deg(p - q) = degp + degq = RY[X]-RO[X] = R*V[X].

3.1.4 Teilbarkeit

Im Ring der ganzen Zahlen sind nicht alle Divisionen ohne Rest ausfiihrbar, so entsteht das Konzept
der Teilbarkeit. Der Divisionsalgorithmus, den man in der Schule lernt, liefert zu beliebigen ganzen
Zahlen a,b € Z den Quotienten g und den Rest r derart, dass a = gb + r. Der Algorithmus basiert
auf der Zehnersystemdarstellung

a=a,10" +a, 10" + .-+ a;10" + qy

b=bu10" + by 10" + -+ 510" + by
und ermittelt den Quotienten, indem er mit den einzelnen Stellen a; und b, arbeitet. Er ist also
eigentlich ein Algorithmus fiir die Polynome

a=a,X"+a, X" '+ +a X' + ag

b=b,X"+b, X"+ +b X"+ by,

mit dem einzigen Unterschied, dass statt X mit der festen Zahl X = 10 gearbeitet wird. Der Teilungs-
algorithmus fiir Polynome lésst sich aber leicht rekonstruieren.

Polynomdivision

Wir zeigen den Polynomdivisionsalgorithmus an einem konkreten Beispiel. Gesucht sind Quotient
q € Z[X] und Rest r € Z[X] der beiden Polynome

aX)=X'-X-7X>+X+6

3.12
b(X)=X*+X+1, (3-12)

fiir die also gilt a = bqg + r. Die Division ergibt

XA - X3 -7X*+ X+ 6:X>+X+1=X>-2X-6=¢
-X*+ X*+ X3
2X° —8X7+ X

—(- 2X3 = 2X2 - 2X)

—6X?+3X+ 6
—(-6X2-6X - 6)
X+ 12=r

Durch nachrechnen kann man tiberpriifen, dass tatsdchlich

bg=X'-X>-7X*>-8X-6
bg+r=X'-X-7X*>+X+6=a
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gilt.

Das Beispiel (3.13) war besonders einfach, weil der fithrende Koeffizient des Divisorpolynomes
1 war. Fiir b = 2X? + X + 1 funktioniert der Algorithmus dagegen nicht mehr. Jedes fiir ¢ in Frage
kommende Polynom vom Grad 2 muss von der Form g = ¢,X*> + ¢ X + qo sein. Multipliziert
man mit b, erhilt man bg = 2¢,X* + (29, + ¢2)X° + .... Insbesondere ist es nicht moglich mit
ganzzahligen Quotienten g; € Z auch nur der ersten Koeffizienten von a zu erhalten. Dazu miisste
ndmlich a, = 1 = 2¢; oder ¢, = % ¢ Z sein. Der Divisionsalgorithmus funktioniert also nur dann,
wenn die Division durch den fithrenden Koeffizienten des Divisorpolynomes b immer ausfiihrbar ist.
Im Beispiel (3.13) war das der Fall, weil der fithrende Koeffizient 1 war. Fiir beliebige Polynome b €
R[X] ist das aber nur der Fall, wenn die Koeffizienten in Tat und Wahrheit einem Korper entstammen.

Im Folgenden betrachten wir daher nur noch Polynomringe mit Koeffizienten in einem Korper

k. In Q[X] ist die Division a : b fiir die Polynome

aX) =X -X-7X*+X+6

3.13
bX)=X>+X+1, ©-13)

problemlos durchfiihrbar:

Xt— X- 17X+ X+ 6:2X2+X+1=1Xx"-3x-T =4
4 1y3 1y2
—(X +§X+§X)
-3 -Bxr+ X
3y3 3y2 3
—(-3x* - 3x*- 3X)
-IX*+ IX+ 6
27 y2 27 27
—CFX-FX-F)
41 75
§X+§—I"

Der Algorithmus funktioniert selbstverstindlich genauso in R[X] oder C[X], und ebenso in den in
Kapitel [ studierten endlichen Kérpern.
Euklidische Ringe und Faktorzerlegung

Der Polynomring k[ X] hat noch eine weitere Eigenschaft, die ihn von einem gewdhnlichen Ring un-
terschiedet. Der Polynomdivisionsalgorithmus findet zu zwei Polynomen f, g € k[X] den Quotienten
q € k[X] und den Rest r € k[X] mit f = gg + r, wobei ausserdem deg r < deg g ist.

Definition 3.7. Ein euklidischer Ring R ist ein nullteilerfreier Ring mit einer Gradfunktion deg: R\
{0} — N mit folgenden Eigenschaften

1. Fiir x,y € R gilt deg(xy) > deg(x).
2. Fiir alle x,y € R gibt es q,r € R mit x = gy + r mit deg(y) > deg(x)
Bedingung [2|ist die Division mit Rest.

Die ganzen Zahlen Z bilden einen euklidischen Ring mit der Gradfunktion deg(z) = |z| fiir z € Z.
Aus dem Divisionsalgorithmus fiir ganze Zahlen leiten sich alle grundlegenden Eigenschaften tiber
Teilbarkeit und Primzahlen ab. Eine Zahl x ist teilbar durch y, wenn x = gy mit g € Z, es gibt Zahlen
p € Z, die keine Teiler haben und jede Zahl kann auf eindeutige Art und Weise in ein Produkt von
Primfaktoren zerlegt werden.
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Irreduzible Polynome

Das Konzept der Primzahl 1dsst sich wie folgt in den Polynomring iibertragen.

Definition 3.8. Ein Polynom f € R[X] heisst irreduzibel, es keine Faktorisierung f = gh in Faktoren
g, h € R[X] mit deg(g) > 0 und deg(h) > 0.

Beispiel. Polynome ersten Grades aX + b sind immer irreduzibel, da sie bereits minimalen Grad
haben.

Sei jetzt f = X? + bX + c ein quadratisches Polynom in Q[X]. Wenn es faktorisierbar sein
soll, dann miissen die Faktoren Polynome ersten Grades sein, also f = (X — x)(X — x) mit x; €
Q. Die Zahlen x; die einzigen moglichen Losungen fiir x; konnen mit der Losungsformel fiir die

quadratische Gleichung
b . [ b2
Xi=—=*1/——c¢C
' 2 4

gefunden werden. Die Faktorisierung ist also genau dann moglich, wenn b%/4 — ¢ ein Quadrat in Q.
In R ist das Polynom faktorisierbar, wenn 5> — 4c > 0 ist. In C gibt es keine Einschriinkung, die
Waurzel zu ziehen, in C gibt es also keine irreduziblen Polynome im Grad 2. O

Faktorisierung in einem Polynomring

Ein Polynomring ist ganz offensichtlich auch ein euklidischer Ring. Wir erwarten daher die ent-
sprechenden Eigenschaften auch in einem Polynomring. Allerdings ist eine Faktorzerlegung nicht
ganz eindeutig. Wenn das Polynom f € Z[X] die Faktorisierung f = g - h mit g, hZ[X] hat, dann
ist rg - ¥"'h ebenfalls eine Faktorisierung fiir jedes r = +1. Dasselbe gilt in Q fiir jedes r € Q*.
Faktorisierung ist also nur eindeutig bis auf Elemente der Einheitengruppe des Koeffizientenringes.
Diese Mehrdeutigkeit kann in den Polynomringen k[X] tiberwunden werden, indem die Polynome
normiert werden.

Satz 3.9. Ein normiertes Polynom f € k[X] kann in normierte Faktoren g, ..., g, € k[X] zerlegt
werden, so dass f = g1 - ... g wobei die Faktoren irreduzibel sind. Zwei solche Faktorisierungen
unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge der Faktoren. Ein Polynom f € k[X] kann in ein
Produkt a,g) - ... - gx zerlegt werden, wobei die normierten Faktoren g; bis auf die Reihenfolge
eindeutig sind.

3.1.5 Formale Potenzreihen

XXX TODO

3.2 Polynome als Vektoren

Ein Polynom
pX) = a, X"+ a, X"+ a1 X + ap

mit Koeffizienten in einem Ring R ist spezifiziert, wenn die Koeffizienten a; bekannt sind. Die Po-
tenzen von X dienen hier nur dazu, die verschiedenen Koeffizienten zu unterscheiden. Das Polynom
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p(X) vom Grad n ist also auch gegeben durch den n + 1-dimensionalen Vektor

Aap-1
an

Diese Darstellung eines Polynoms gibt auch die Addition von Polynomen und die Multiplikation
von Polynomen mit Skalaren aus R korrekt wieder. Die Abbildung von Vektoren auf Polynome

ao
@:R" > RIX]:|: [P aX" +a X"+ +a1X +ao

an

erfiillt also
@(da) = Ap(a) und pla +b) = p(a) + ¢(b)

und ist damit eine lineare Abbildung. Umgekehrt kann man auch zu jedem Polynom p(X) vom
Grad < n einen Vektor finden, der von ¢ auf das Polynom p(X) abgebildet wird. Die Abbildung ¢
ist also ein Isomorphismus

¢: {p € RIX]| deg(p) < n} > R™!

zwischen der Menge der Polynome vom Grad < n auf R"*!. Fiir alle Rechnungen, bei denen es nur
um Addition von Polynomen oder um Multiplikation mit Skalaren geht, ist also diese vektorielle
Darstellung mit Hilfe von ¢ eine zweckmaissige Darstellung.

In zwei Bereichen ist die Beschreibung von Polynomen mit Vektoren allerdings ungeniigend:
einerseits konnen Polynome konnen beliebig hohen Grad haben, wihrend Vektoren in R"*! hochs-
tens n + 1 Komponenten haben konnen. Andererseits geht bei der vektoriellen Beschreibung die
multiplikative Struktur vollstidndig verloren.

3.2.1 Polynome beliebigen Grades

Ein Polynom
Gg(X) = by X" + by X" L4+ 51X + by

vom Grad m < n kann dargestellt werden als ein Vektor

by
by

bm—l e Rn+l

mit der Eigenschaft, dass die Komponenten mit Indizes m + 1, ...n verschwinden. Polynome vom
Grad m < n bilden einen Unterraum der Polynome vom Grad n. Wir kénnen auch die m + 1-
dimensionalen Vektoren in den n + 1-dimensionalen Vektoren einbetten, indem wir die Vektoren
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durch “auffiillen” mit Nullen auf die richtige Linge bringen. Es gibt also eine lineare Abbildung

bo
by |2
Rm+ 1 N Rn+ 1. bl — :
: by,
bl‘ﬂ 0

Die Moduln R* sind also alle ineinandergeschachtelt, konnen aber alle auf konsistente Weise mit der
Abbildung ¢ in den Polynomring R[X] abgebildet werden.

{0} > R > R? > RF > Rk N

v

> RO[X] —— RED[X] — ...

RO1X] &= RVIX] — RP[X] <

v
N

3.2.2 Multiplikative Struktur

3.3 Polynommultiplikation mit Matrizen

3.4 Minimalpolynom
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Kapitel 4

Endliche Korper

Aus den ganzen Zahlen Z entsteht ein Korper, indem wir Briiche bilden alle von 0 verschiedenen
Nenner zulassen. Der Korper der rationalen Zahlen Q enthilt unendliche viele Zahlen und hat zu-
sétzlich die sogenannte archimedische Eigenschaft, nimliche dass es zu zwei positiven rationalen
Zahlen a und b immer eine ganze Zahl n gibt derart, dass na > b. Dies bedeutet auch, dass es in den
rationalen Zahlen beliebig grosse Zahlen gibt. Man kann aus den ganzen Zahlen aber auch eine Rei-
he von Korpern ableiten, die diese Eigenschaft nicht haben. Nicht iiberraschend werden die ersten
derartigen Korper, die wir in Abschnitt[@] konstruieren werden, endlich viele Elemente haben. Als
Hilfsmittel fiir die Definition der Division in diesem Korper wird als Vorbereitung in Abschnitt [4.1]
der euklidische Algorithmus vorgestellt, wobei auch eine besonders zum Thema dieses Buches pas-
sende Beschreibung in Matrixform angegeben wird. Zu diesen sogenannten Galois-Korpern kdnnen
wir dann weitere Elemente hinzufiigen, wie das in Abschnitt [{.3] gezeigt wird. Diese Technik, die
auch fiir den Korper Q funktioniert, erlaubt dafiir zu sorgen, dass in einem Korper gewisse algebrai-
sche Gleichungen losbar werden.

4.1 Der euklidische Algorithmus

Der euklidische Algorithmus bestimmt zu zwei gegebenen ganzen Zahlen a und b den grossten
gemeinsamen Teiler g. Zusitzlich findet er ganze Zahlen s und ¢ derart, dass

sa+th=g.

In diesem Abschnitt soll der Algorithmus zunéchst fiir ganze Zahlen vorgestellt werden, bevor er auf
Polynome verallgemeinert und dann in Matrixform niedergeschrieben wird.

4.1.1 Ganze Zahlen

Gegeben sind zwei ganze Zahlen a und b und wir diirfen annehmen, dass a > b. Gesucht ist der
grosste gemeinsame Teiler g von a und b. Wir schreiben gla fiir “g ist Teiler von a” oder “g teilt a”,
gesucht ist also die grosste ganze Zahl g derart, dass gla und glb.

Ist bla, dann ist offenbar b der grosste gemeinsame Teiler von a und b. Im Allgemeinen wird der
grosste gemeinsame Teiler aber kleiner sein. Wir teilen daher a durch b, was nur mit Rest moglich
ist. Es gibt ganze Zahlen ¢, der Quotient, und r, der Rest, derart, dass

a=qgb+r = r=a-qb. 4.1
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Nach Definition des Restes ist r < b. Da der grosste gemeinsame Teiler sowohl a als auch b teilt,
muss er wegen (@.I)) auch r teilen. Somit haben wir das Problem, den grossten gemeinsamen Teiler
von a und b zu finden, auf das “kleinere” Problem zuriickgefiihrt, den grossten gemeinsamen Teiler
von b und r zu finden.

Um den eben beschriebenen Schritt zu wiederholen, wihlen wir die folgende Notation. Wir
schreiben @y = a und by = b. Im ersten Schritt finden wird g¢ und ry derart, dass ay — qoby = ro.
Dann setzen wir a; = by und b = ry. Mit a; und b, wiederholen wir den Divisionsschritt, der einen
neuen Quotienten g; und einen neuen Rest r; liefert mit a; — g¢;b; = r;. So entstehen vier Folgen
von Zahlen ay, by, g und ry derart, dass in jedem Schritt gilt

ax — qiby = 1y glax glbk ax = b b = 11—y

Der Algorithmus bricht im Schritt n ab, wenn 7, = 0. Der letzte nicht verschwindende Rest 7,
muss daher der grosste gemeinsame Teiler sein: g = r,.

Beispiel. Wir bestimmen den grossten gemeinsamen Teiler von 76415 und 23205 mit Hilfe des eben
beschriebenen Algorithmus. Wir schreiben die gefundenen Zahlen in eine Tabelle:

k ax br | qx Ik
0 | 76415 | 23205 3 1 6800
1 | 23205 6800 3 | 2805
2 6800 2805 2 | 1190
3 2805 1190 2 425
4 1190 425 2 340
5 425 340 1 85
6 340 85 4 0

Der Algorithmus bricht also mit dem letzten Rest r, = 85 ab, dies ist der grosste gemeinsame
Teiler. O

Die oben protokollierten Werte von ¢; werden fiir die Bestimmung des gréssten gemeinsamen
Teilers nicht benotigt. Wir konnen sie aber verwenden, um die Zahlen s und ¢ zu bestimmen.

Beispiel. Wir driicken die Reste im obigen Beispiel durch die Zahlen ay, by und g, aus und setzen
sie in den Ausdruck g = as — gsbs ein, bis wir einen Ausdruck in ag und by fiir g finden:

rs =ds —qsbs =as—1-Dbs g=as—1-bs=by—1-r4

T4 =a4—q4b4 =as—2-by =b4—(a4—2b4)=—a4+3b4 = —b3+3r3

rs=a3—q3b3 =a3—2b; = —b3 + 3(az — 2b3) = 3az — Tb3; = 3b, — Tr,

rm=ay—qby=a—-2-b, =3by —T(ay —2by) = =Ta, + 17b, = =7by + 171,

r=a; — 611b1 =da; — 3. b1 = —7b1 + l7(a1 — 3b1) = l7a1 — 58b1 = l7b() - 58}’0

ro = ap—qobo = ayp—3 - by = 17by — 58(apt — 3by) = —58ap + 191b
Tatsédchlich gilt

—58 76415 + 191 - 23205 = 85,

die Zahlen r = =58 und s = 191 sind also genau die eingangs versprochenen Faktoren. @)
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4.1.2 Matrixschreibweise

Die Durchfiihrung des euklidischen Algorithmus ldsst sich besonders elegant in Matrixschreibweise
dokumentieren. In jedem Schritt arbeitet man mit zwei ganzen Zahlen a; und by, die wir als zwei-
dimensionalen Spaltenvektor betrachten konnen. Der Algorithmus macht aus a; und b, die neuen
Zahlen ay,1 = by und by = 1y = ag — qiby, dies kann man als

Ap+1) _ bk _ 0 1 ay
bis1 Tk 1 —qi) \bx
schreiben. Der Algorithmus bricht ab, wenn die zweite Komponente des Vektors = 0 ist, in der ersten

steht dann der grosste gemeinsame Teiler. Hier ist die Durchfiihrung des Algorithmus in Matrix-
Schreibweise:

(00)= (1 ) (25208
[2505)= (1 —3) 500
i
(e [ e
-
()= 2)(E)
(-1 -

Definition 4.1. Wir kiirzen
0(g0) = ((i ! )
ab.
Mit dieser Definition ldsst sich der euklidische Algorithmus wie folgt beschreiben.

Algorithmus 4.2 (Euklid). Der Algorithmus operiert auf zweidimensionalen Zustandsvektoren x €
Z? wie folgt:

1. Initialisiere den Zustandsvektor mit den ganzen Zahlen a und b: x = (Z)

2. Bestimme den Quotienten q als die grosste ganze Zahl, fiir die gx, < x1 gilt.
3. Berechne den neuen Zustandsvektor als Q(q)x.

4. Wiederhole Schritte 2 und 3 bis die zweite Komponente des Zustandsvektors verschwindet. Die
erste Komponente ist dann der gesuchte grosste gemeinsame Teiler.
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Auch die Berechnung der Zahlen s und # 1dsst sich jetzt leichter verstehen. Nach Algorithmus
ist

(ﬁ) = 0(@)Q(G-1)- - 0(d0) (Z) :

Schreiben wir Q = Q(q,)0(gn-1) - - - O(qo), dann enthilt die Matrix Q in der erste Zeile die ganzen
Zahlen s und ¢, mit denen sich der grosste gemeinsame Teiler aus a und b darstellen lisst:

s t g=sa+tb
0-= = |
q21 422 0= gria+ QQQb.

Beispiel. Wir verifizieren die Behauptung durch Nachrechnen:

o=(i )i o) )
g [ e
S Sy

(3 -7\(-3 10\ _[(-58 191
“\-14 33)\7 23/ 7 (273 -899)

In der zweiten Zeile findet man Zahlen, die a und b zu 0 kombinieren:

273 76415 — 899 - 23205 = 0,
in der ersten stehen die Zahlen s = —58 und ¢ = 191 und tatsichlich ergibt
ta+ sb=-58-76415+191-23205=85=¢

den grossten gemeinsamen Teiler von 76415 und 23205. O

0() = (01 fq)

lasst sich mit genau einer Multiplikation und einer Addition berechnen. Dies ist die Art von Matrix,
die wir fiir die Implementation der Wavelet-Transformation anstreben.

Die Wirkung der Matrix

4.1.3 Vereinfachte Durchfiihrung

Die Durchfithrung des euklidischen Algorithmus mit Hilfe der Matrizen Q(qgy) ist etwas unhandlich.
In diesem Abschnitt sollen die Matrizenprodukte daher in einer Form dargestellt werden, die leichter
als Programm zu implementieren ist.

In Abschnitt[d.T.3] wurde gezeigt, dass das Produkt der aus den Quotienten ¢, gebildeten Matri-
zen Q(qx) berechnet werden miissen. Dazu beachten wir zunichst, dass die Multiplikation mit der
Matrix Q(qy) die zweite Zeile in die erste Zeile verschiebt:

u v 0 1 u v c d
Q(Qk)(c )=(1 —Qk)(C d):(u—ch v—qkd).
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Die Matrizen

Or = (@) Q(gr-1) - - - Q(qo)

haben daher jeweils fiir aufeinanderfolgende Werte vo k eine Zeile gemeinsam. Wir bezeichnen die
Eintrige der ersten Zeile der Matrix Q mit ¢; und d;. Es gilt dann

e di ) Ck-1 i1
Q= (Ck+1 dk+1) - Q(qk)( c  di )

Daraus ergeben sich die Rekursionsformeln

Ck+1 = Crk—1 — qkCk 42)
di1 = die1 — qrdr. )

Die Auswertung des Matrizenproduktes von links nach rechts beginnt mit der Einheitsmatrix, es ist

0 11\(1 O
Qo = Q(q)! = (1 —6]0) (0 1),

woraus man ablesen kann, dass

_ (¢ d_1 _ 1 0
Q—l - (CO d()) - (0 1) (43)
gesetzt werden muss.

Mit diesen Notationen kann man den Algorithmus jetzt in der frither verwendeten Tabelle durch-
fithren, die man um die zwei Spalten ¢; und d; hinzufiigt und die Werte in dieser Spalte mit Hilfe
der Rekursionsformeln (#.2) aus den initialen Werten (4.3)) berechnet.

Beispiel. Wir erweitern das Beispiel von Seite [72) zur Bestimmung des grossten gemeinsamen Tei-
lers von 76415 und 23205 zur Berechnung der Koeffizienten c¢; und d; Wir schreiben die gefundenen
Zahlen in eine Tabelle:

k ax br | qk Ik Ck d

1 0
0 | 76415 | 23205 3 | 6800 0 1
1 | 23205 6800 3 | 2805 1 -3
2 6800 2805 2 | 1190 -3 10
3 2805 1190 2 425 7 =23
4 1190 425 2 340 | —-17 56
5 425 340 1 85 41 -135
6 340 85 4 0| —-58 191
7 85 0 273  —-899

Aus den letzten zwei Spalten der Tabelle kann man ablesen, dass

—58-76415 + 191 - 23205 = 85
273 -76415 - 899 - 23205 =0,

wie erwartet. Die gesuchten Zahlen s und ¢ sind also s = =58 und 7 = 191. O

75



Endliche Korper Der euklidische Algorithmus

Die Matrizen Q) kann man auch as der Tabelle ablesen, sie bestehen aus den vier Elementen in
den Zeilen k und k + 1 in den Spalten ¢; und dy. Auf jeder Zeile gilt by = crag + diby, fir k > 0 ist
dies crag + diybg = ri—1.

Bis jetzt gingen wir immer davon aus, dass a > b ist. Dies ist jedoch nicht nétig, wie die Durch-
filhrung des Algorithmus fiir das obige Beispiel mit vertauschten Werten von a und b zeigt. Wir be-
zeichnen die Elemente zur Unterscheidung von der urspriinglichen Durchfithrung mit einem Strich:

K] bla] Al o &

1 0
0 | 23205 | 76415 0 | 23205 0 1
1 | 76415 | 23205 3 6800 1 0
2 | 23205 6800 | 3 2805 -3 1
3 6800 2805 2 1190 10 -3
4 2805 1190 2 425 =23 7
5 1190 425 2 340 56 -17
6 425 340 1 85 | —135 41
7 340 8 | 4 0 191 -58
8 85 0 -899 273

Da fiir a < b der erste Quotient g, = 0 ist, werden die ersten neuen Elemente ¢| = 1 = dp und
d; = 0 = ¢q sein. Die nachfolgenden Quotienten sind genau die gleichen, also g; = ¢, und damit
werden auch

Cy = d]'(_H und dk = C;c-*—l

sein. Man findet also die gleichen Eintriage in einer Tabelle, die eine Zeile mehr hat und in der die
letzten zwei Spalten gegeniiber der urspriinglichen Tabelle vertauscht wurden.
4.1.4 Polynome

Der Ring Q[X] der Polynome in der Variablen X mit rationalen Koefﬁzienterﬂ verhilt sich beziiglich
Teilbarkeit ganz genau gleich wie die ganzen Zahlen. Insbesondere ist der euklidische Algorithmus
genauso wie die Matrixschreibweise auch fiir Polynome durchfiihrbar.

Beispiel. Wir berechnen als Beispiel den grossten gemeinsamen Teiler der Polynome
a=X'"-2X-7X*+8X+12, b=X'+X'-7X*-X+6.

Wir erstellen wieder die Tabelle der Reste

k ax b qk Ik
0 X*-2X3-7X>+8X+12 | X*+X3-7X*-X+6 1| -3X+9X+6
1 X'+ X -T7X-X+6 -3X+9X+6 | —3X -5 | —4X*+4X +8
2 -3X3+9X +6 —4X*+4X+8 | 3X+3 0

'Es kann auch ein beliebiger anderer Korper fiir die Koeffizienten verwendet werden. Es gelten sogar ihnlich interessan-
te Gesetzmissigkeiten, wenn man fiir die Koeffizienten ganze Zahlen zuldsst. Dann wird das Problem der Faktorisierung
allerdings verkompliziert durch das Problem der Teilbarkeit der Koeffizienten. Dieses Problem entfllt, wenn man die Koef-
fizienten aus einem Bereich wihlt, in dem Teilbarkeit kein Problem ist, also in einem Korper.
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Daraus kann man ablesen, dass —4x> + 4x + 8 grosster gemeinsamer Teiler ist. Normiert auf einen
fiihrenden Koeffizienten 1 ist dies das Polynom x> — x + 2 = (x + 2)(x — 1).

Wir berechnen auch noch die Polynome s und ¢. Dazu miissen wir die Matrizen Q(g;) miteinan-
der multiplizieren:

0 = 0(q2)Q(q1)0Q(q0)

(0 1 0 1 0 1
“\1 =S+t dx+pjlr -1

3 FX+1) -1(X-2)
T\ +2x-3) 1(XP-X-06))

In der ersten Zeile finden wir die Polynome #(X) und s(X), mit denen

1 1
ta+ sb = §(X+1)(X4—2X3—7X2+8X+12)—§(X—2)(X4+X3—7X2—X+6)
= 4X*>+4X +8

und dies ist tatsdchlich der gefundene grosste gemeinsame Teiler. Die zweite Zeile von Q gibt uns
die Polynomfaktoren, mit denen a und b gleich werden:

1 1
gr1a + gnb = —Z(X2 +2X -3)(X*—2X3 - 7X* +8X + 12) + Z(Xz —X-6)X*+X>-7X*-X+6)
=0. @)

Man kann natiirlich den grossten gemeinsamen Teiler auch mit Hilfe einer Faktorisierung der Poly-
nome a und b finden:

Faktorisierung von a: a=X-3)(X-2) X+DHX+2)

Faktorisierung von b: b= X-2)X-D)(X+1) X+3)

gemeinsame Faktoren: g= X-2) X+ =X*-X+2
v=al/g=(X-3) (X +2) =X*-X-6
u=>blg= X-1 X+3)=X>+2X-3

Aus den letzten zwei Zeilen folgt ua — vb = ab/g — ab/g = 0, wie erwartet.

4.2 Galois-Korper

Ein Korper k enthilt mindestens die Zahlen 0 und 1. Die Null ist notig, damit k eine Gruppe be-
ziiglich der Addition ist, die immer ein neutrales Element, geschrieben O enthilt. Die Eins ist notig,
damit k* = k \ {0} eine Gruppe beziiglich der Multiplikation ist, die immer eine neutrales Element,
geschrieben 1 enthilt. Durch wiederholte Addition entstehen auch die Zahlen2 =1+ 1,3 =2+1
und so weiter. Es sieht also so aus, als ob ein Korper immer unendliche viele Elemente enthalten
miisste. Wie konnen also endliche Korper entstehen?

In diesem Abschnitt sollen die sogenannten Galois-Korper IF,, mit genau p Elementen konstruiert
werden, die es fiir jede Primzahl p gibt. Sie sind die Basis fiir weitere endliche Korper, die eine
beliebige Primzahlpotenz p” von Elementen haben und die die Basis wichtiger kryptographischer
Algorithmen sind.
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4.2.1 Arithmetik modulo p

Damit aus den Zahlen 0, 1,2, ... ein endlicher Korper werden kann, muss die Folge sich wiederho-
len. Schreiben wir ag = 0,a; = 1, ... fiir die Folge, dann muss es also ein Folgenelement a; geben
und ein n derart, dass ag,, = ai. Dies bedeutet, dass k + n = k sein muss. Subtrahiert man k auf
beiden Seiten, dann folgt, dass n = 0 sein muss. Damit ein endlicher Korper entsteht, muss also die
Menge

{0,1,2,...,n—-1}
eine Gruppe beziiglich der Addition sein, und
{1,2,...,n—1}

eine Gruppe beziiglich der Multiplikation.

Restklassenring

Wir definieren die Grundoperationen in einer Menge, die mit den Zahlen {0, 1,2, ...,n — 1} identifi-
ziert werden kann.

Definition 4.3. Die Zahlen a,b € Z heissen kongruent modulo n, geschrieben
a=b modn,
wenn a — b durch n teilbar ist, also n|(a — b).

Die Zahlen mit gleichem Rest sind Aquivalenzklassen der Kongruenz modulo n. Die Zahlen mit
Rest k modulo »n bilden die Restklasse

[kl ={....k=2n,k—n,kk+n,k+2n,...} CZ.
Sie bilden eine endliche Menge, die man mit den Resten O, 1, ...,n — 1 identifizieren kann.

Definition 4.4. Die Menge Z/nZ besteht aus den Restklassen [O], [11, ..., [n— 11, die auch einfach
0,1,...,n— 1 geschrieben werden.

Beim Rechnen mit Resten modulo n kdnnen Vielfache von n ignoriert werden. Zum Beispiel gilt

48 =-1 mod 7 48=-1 inZ/7Z
3.5=15=1 mod7 3-5=1 in Z/7Z.

Das Beispiel zeigt, dass man mindestens in Z/7Z mit Resten ganz dhnlich rechnen kann wie in Q.
In Z/7Z scheinen 3 und 5 multiplikative inverse zu sein.

Tatsdchlich kann man auf den Restklassen eine Ringstruktur definieren. Dazu muss man sicher-
stellen, dass die Auswahl eines Reprisentanten keinen Einfluss auf den Rest hat. Der Rest a kann
jede Zahl der Form a + kn darstellen. Ebenso kann der Rest b jede zahl der Form b + In darstellen.
Deren Summe ist a + b + (k + )n = a + b mod n. Der Reprisentant des Restes hat also keinen
Einfluss auf die Summe.

Ebenso ist das Produkt der beiden Reprisentaten (a + kn) - (b + In) = ab + (al + bk)n + kin®> =
ab + (al + bk + kin)n = ab mod n fir jede Wahl von k und . Auch die Multiplikation ist also
unabhingig vom gewihlten Reprisentanten.

Definition 4.5. Die Menge Z/nZ ist ein Ring, heisst der Restklassenring modulo 7.
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Division in Z/nZ

Um einen endlichen Korper zu erhalten, muss die Menge
Z{nZ\A[01} = {11, [21, ... [[n — qI}

eine Gruppe beziiglich der Multiplikation sein. Insbesondere darf kein Produkt a - b mit Faktoren in
Z/nZ\ {[0]]} zu Null werden. Fiir n = 15 funktioniert dies nicht, das Produkt 3-5 =0 mod 15. Man
nennt von Null verschiedene Faktoren, deren Produkt Null ist, einen Nullteiler. Falls sichn = p; - p,
in zwei Faktoren zerlegen lésst, dann sind p; und p, Nullteiler in Z/nZ. Ein Korper kann also nur
entstehen, wenn n eine Primzahl ist.

Definition 4.6. Ist p eine Primzahl, dann heisst F, = Z/pZ der Galois-Kérper der Ordnung p.

Diese Definition ist nur gerechtfertigt, wenn F), tatsidchlich eine Gruppe ist, wenn also jede Zahl
zwischen 1 und p — 1 ein Inverses beziiglich der Multiplikation hat. Zu einem Rest a € F), muss also
ein Rest b gefunden werden, so dass ab = 1 mod p. Dies ist gleichbedeutend mit Zahlen b und n
derart, dass

ab+np = 1. 4.4)

In @.4) sind a und p gegeben, gesucht sind b und ».

In Abschnitt[d.T wurde gezeigt, wie der euklidische Algorithmus eine Gleichung der Form (&.4)
losen kann, wenn die beiden gegebenen Zahlen a und p teilerfremd sind. Dies ist aber dadurch
garantiert, dass p eine Primzahl ist und 1 < a < p. Die multiplikative Inverse von a in F;, kann also
mit Hilfe des euklidischen Algorithmus effizient gefunden werden.

Beispiel. Die kleinste Primzahl grosser als 2021 ist p = 2063. Was ist die Inverse von 2021 in Fype3?
Wir fithren den euklidischen Algorithmus fiir das Paar (2063,2021) durch und erhalten

k ag br | qr | mx
0 | 2063 | 2021 11| 42
1 | 2021 42 | 48 5
2 42 5 8 2
3 5 2 2 1
4 2 1 2 0

Die gesuchten Faktoren b und n kénnen aus dem Matrizenprodukt Q(g,) . . . Q(qo) gefunden werden:

o-(1 L) L) S0 ) )
(4 50 S0 S)s )

(4 50 L) )

-0 L) )

(2021 _3009)
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Daraus konnen wir ablesen, dass
—818 -2021 + 835-2063 = 1.

Der Rest —818 = 1245 mod 2063 ist also die multiplikative Inverse von 2021 in Fygg3. O

Der Kkleine Satz von Fermat

In Z wachsen die Potenzen einer Zahl immer weiter an. In einem endlichen Korper kann dies nicht
gelten, da nur endlich viele Werte zur Verfiigung stehen. Tatsdchlich miissen die Potenzen einer von
0 verschiedenen Zahl a € F), alle in F}, liegen. Es gibt aber nur p — 1 Zahlen in ), spitestens die
Potenz mit Exponent p muss also mit einer fritheren Potenz iibereinstimmen. Der kleine Satz von
Fermat sagt etwas genauer: die p-te Potenz von a ist genau die Zahl a:

Satz 4.7 (Kleiner Satz von Fermat). In F), gilt a’ = a fiir alle a € F,,.
Wir beweisen diesen Satz in der folgenden, traditionelleren Formulierung.
Satz 4.8. Fiir jede ganze Zahl a > 0 gilt p|(a” — a) genau dann, wenn p eine Primzahl ist.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass p ein Teiler ist von a” — a. Das nachfolgende kombinatorische Ar-
gument wird zum Beispiel von Mathologor auf seinem Youtube-Kanal im Video https://youtu.
be/_9fbBSxhkuA illustriert.

Zum Beiweis interpretieren wir die vorkommenden Zahlen kombinatorisch. Die Zahl a? ist die
Anzahl der verschiedenen Perlenketten der Léinge p, die sich aus Glasperlen mit a verschiedenen
Farben herstellen lassen. Davon bestehen a Perlenketten aus nur einer einzigen Farbe. Die Zahl
aP — aist also die Anzahl der Perlenketten der Linge p aus Glasperlen mit a verschiedenen Farben,
die mindestens zwei verschiedene Farben verwenden.

Wir stellen jetzt die Frage nach der Anzahl der geschlossenen Perlenketten der Léange p als Glas-
perlen in a verschiedenen Farben. Aus jeder geschlossenen Perlenkette lassen sich p Perlenketten
machen, indem man sie an einer der p Trennstellen zwischen Perlen aufteilt.

Wir miissen uns noch iiberlegen, unter welchen Voraussetzungen alle diese moglichen Auftren-
nungen zu verschiedenen Perlenketten fiihren. Zwei Trennstellen, die k-Perlen auseinander liegen,
fithren nur dann zur gleichen Perlenkette, wenn die geschlossenen Ketten durch Drehung um & Perlen
ineinander iibergehen. Dies bedeutet aber auch, dass sich das Farbmuster alle k-Perlen wiederholen
muss. Folglich ist k ein Teiler von p. p verschiedene Perlenketten entstehen also immer genau dann,
wenn p eine Primzahl ist.

Wir schliessen daraus, dass a” — a durch p teilbar ist, genau dann, wenn p eine Primzahl ist. O

Der kleine Satz von Fermat kann auch dazu verwendet werden, Potenzen in F, zu vereinfachen,
wie das folgende Beispieﬂ zeigt.

Beispiel. Man berechnet in F3 die Potenz 11°6°, Nach dem kleinen Satz von Fermat ist 11'3 = 11
oder 11'2 = 1, man kann also den Exponenten modulo 12 reduzieren. Weil 666 = 55 - 12 + 6 erhilt
man 119 = 11°. Da die Potenzen von 11 etwas mithsam zu berechnen sind, kann man sie wegen
11 = =2 in F}3 auch als Potenzen von —2 bekommen. Aber (-2)° = 64 = —1 € Fs. O

%Das Beispiel stammt aus dem Video https://youtu.be/_9fbBSxhkuA| welches Mathologer zu Halloween 2018 ver-
offentlich hat

80


https://youtu.be/_9fbBSxhkuA
https://youtu.be/_9fbBSxhkuA
https://youtu.be/_9fbBSxhkuA

Endliche Korper Galois-Korper

In der Form a”~! = 1 in FF, liefert der kleine Satz von Fermat die Inverse von a als aP?. Dies
bedeutet zum Beispiel, dass in F; jede von 0 verschiedene Zahl zu sich selbst invers ist: 1 -1 = 1
und 2 -2 = 1. Diese Art, die Inverse zu bestimmen, ist allerdings nicht effizienter als der euklidische
Algorithmus, aber sie ist manchmal fiir theoretische Uberlegungen niitzlich.

Der Satz von Wilson

Der Satz von Wilson ermoglicht, die multiplikative Inverse auf eine andere Art zu berechnen. Sie ist
zwar nicht unbedingt einfacher, aber manchmal niitzlich fiir theoretische Uberlegungen.

Satz 4.9 (Wilson). Die ganze Zahl p > 2 ist genau dann eine Primzahl, wenn (p—1)! = —1 mod p.

Beweis. Wenn p keine Primzahl ist, dann ldsst sich p in Faktoren p = n; - ny = p zerlegen. Beide
Faktoren kommen in der Liste 1,2,..., p — 1 vor. Insbesondere haben p = n;n; und (p — 1)! min-
destens einen der Faktoren n; oder n, gemeinsam, wir konnen annehmen, dass n; dieser Faktor ist.
Es folgt, dass der grosste gemeinsame Teiler von p und (p — 1)! grosser als n; ist, auch (p — 1)! ein
Vielfaches von n; in F,. Insbesondere kann (p — 1)! nicht —1 € F, sein.

Ist andererseits p eine Primzahl, dann sind die Zahlen 1,2, ..., p — 1 alle invertierbar in F,. Die
Zahlen 1 und —1 = p—1 mod p sind zu sich selbst invers,da 1 -1 = 1 und (-1) - (—1) = 1. Wenn

eine Zahl a zu sich selbst invers ist in F,, dann ist a*-1=0in F,. Daher ist auch (a + 1)(a—1) = 0,

in F, muss daher einer der Faktoren O sein, also a = —1 oder a = 1 in F,,.
Zu jeder Zahla € {2,..., p—2} liegt die Inverse a~! ebenfalls in diesen Bereich und ist verschie-
den von a: a™! # a. Das Produkt der Zahlen 2 - 3 - ... - (p — 2) besteht also aus zueinander inversen

Paaren. Es folgt
2-3-...-(p-2)=1.

Multipliziert man dies mit p — 1 = —1 € F,, folgt die Behauptung des Satzes. O

Mit dem Satz von Wilson kann man die Inverse einer beliebigen Zahl a € F, finden. Dazu
verwendet man, dass a einer der Faktoren in (p — 1)! ist. Ldsst man diesen Faktor weg, erhilt man
eine Zahl

b=1-2-...-a-...-(p—1),

wobei der Hut bedeutet, dass der Faktor a weggelassen werden soll. Nach dem Satz von Wilson ist
ab = -1 1inFF,, also ist —b die multiplikative Inverse von a.

Beispiel. Die Inverse von 2 € Fy ist

Tatsdchlichist2-4=8=1 mod 7. O

4.2.2 Charakteristik

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass jeder Korper k eine Erweiterung entweder von Q oder eines
endlichen Korpers F, ist.
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Primkorper

Sei k ein Korper. Er enthélt mindestens die Zahlen O und 1 und alle Vielfachen davon. Wenn alle
Vielfachen in k von 0 verschieden sind, dann bilden Sie ein Bild der ganzen Zahlen Z c k. Damit
miissen dann aber auch alle Briiche in k enhalten sein, es folgt also, dass Q C k sein muss.

Wenn andererseits eines der Vielfachen von 1 in k verschwindet, dann wissen wir aus Ab-
schnitt @ dass der Korper F, in k enthalten sein muss. Dies ist der kleinste Teilkorper, der in
k enthalten ist.

Definition 4.10. Der kleinste Teilkorper eines Korpers k heisst der Primkorper von k.
Der Primkorper erlaubt jetzt, die Charakteristik eines Korpers k zu definieren.

Definition 4.11. Die Charakteristik eines Korpers k ist p, wenn der Primkorper F, ist. Falls der
Primkorper Q ist, ist die Charakteristik 0.

Die Charakteristik hat wichtige Auswirkungen darauf, wie in einem Korper gerechnet wird. End-
liche Korper enthalten immer einen Korper von Primzahl-Ordnung und haben damit immer Prim-
charakteristik. Ein Korper mit Charakteristik O enthélt immer unendliche viele Elemente.

Teilbarkeit von Binomialkoeffizienten

Die Abbildung [f.T| zeigt den Rest bei Teilung durch 2 der Binomialkoeffizienten. Man kann daraus
ablesen, dass (:1) =0 mod 2 fiir n = 2¥ und 0 < m < n. Abbildung Zeigt das Pascal-Dreieck
auch noch fiir p = 5. Hier ist auch schon die Selbstdhnlichkeit des Pascal-Dreiecks erkennbar. Ersetzt
man die “Ser-Dreiecke” durch ein volles Dreieck mit der Farbe des kleinen Dreiecks an seiner Spitze,
entsteht wieder das urspriingliche Pascal-Dreieck. Dabei gehen die Zeilen aus lauter Nullen ausser
an den Enden ineinander iiber.

Satz 4.12. Sei p eine Primzahl, dann ist

(p)EO mod p
m

fiir0 <m < n.

Beweis. Fiir den Binomialkoeffizienten gilt

(P)_P~(p—1)~(p—2)-.---(p—m+1)
m| 1-2-3-...-m ’

Fir m < p kann keiner der Faktoren im Nenner p sein, der Faktor p im Zihler kann also nicht
weggekiirzt werden, so dass der Binomialkoeffizient durch p teilbar sein muss. O

Satz 4.13. Sei p eine Primzahl, dann ist
P
( ) =0 modp 4.5)

fiir 0 <m < pF
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Abbildung 4.1: Binomialkoeffizienten module 2 im Pascal-Dreieck. Auf den rot hinterlegten Zeilen,
die zu Exponenten der Form 2¥ gehoren, sind alle Koeffizienten ausser dem ersten und letzten durch
2 teilbar.

Beweis. Wir wissen aus Satz[4.12] dass
(@+b)y =a’ +b. (4.6)

Wir miissen zeigen, dass (a + b)”" = a” + b"" gilt. Wir verwenden vollstindige Induktion, (@) ist
die Induktionsverankerung. Wir nehmen jetzt im Sinne der Induktionsannahme an, dass (@.3) fiir ein
bestimmtes k gilt. Dann ist

(@+by"" =(@+b)?"? =(a+ b))V =@ +b"yY =a”? + "7 =" + ",
also die Behauptung fiir k + 1. Damit ist (4.3) fiir alle k bewiesen. O
Die Aussage von Satz kann man auch im Kérper F, formulieren:
Satz 4.14. InF, gilt
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Abbildung 4.2: Binomialkoeffizienten module 5 im Pascal-Dreieck. Die von 0 verschiedenen Reste
werden durch Farben dargestellt: 1 = schwarz, 2 = rot, 3 = griin, 4 = blau. Auf den gelb hinterlegten
Zeilen, die zu Exponenten der Form 5% gehoren, sind alle Koeffizienten ausser dem ersten und letzten
durch 5 teilbar.

fiir beliebige k > 0 und 0 < m < p*.

Frobenius-Automorphismus

Die Abbildung x — x" ist weit davon entfernt, sich mit den algebraischen Strukturen zu vertragen.
Zum Beispiel kann man nicht erwarten, dass (a + b)" = a" + b", denn nach der binomischen Formel

(a+b)' = Z(Z)akbn—k =4+ (Y)an—lb 4o+ (nf l)abn—l + b @7

k=0

gibt es zwischen den Termen an den Enden des Ausdrucks noch viele Zwischenterme, die normaler-
weise nicht verschwinden.

Ganz anders sieht die Situation aus, wenn n = p ist. Nach Satz 4.14] verschwinden die Binomi-
alkoeffizienten der Zwischenterme der Summe (4.7) als Elemente von F,. Daher gilt
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Satz 4.15 (Frobenius-Automorphismus). In einem Korper k der Charakteristik p ist die Abbildung
x > xP ist ein Automorphismus, der den Primkorper F, C k fest ldsst.

Beweis. Wir miissen uns nur noch davon iiberzeugen, dass F, C k fest bleibt. Nach dem kleine Satz
von Fermat ist a? = a fiir alle a € F,, der Frobenius-Automorphismus ldsst also alle Elemente
von F, fest. O

Definition 4.16. Der Automorphismus x — x? heisst Frobenius-Automorphismus.

4.3 Wurzeln

Im Korper Q kann man zum Beispiel die Wurzel aus 2 nicht ziehen. Das Problem haben wir in
Abschnitt [T.4] dadurch gelost, dass wir Q zu den reellen Zahlen R erweitert haben. Es ist aber auch
moglich, nur die Zahl \2 hinzuzufiigen, so entsteht der Korper Q( \/i). Das Problem dabei ist, was
denn eigentlich V2 iiberhaupt ist. Solange man die reellen Zahlen nicht hat, hat man auch V2 nicht.
Das Problem wird akut bei den endlichen Korpern wie zum Beispiel F3, da man diese nicht in R
einbetten kann, also keine bekannte Menge von Zahlen existiert, in der wir die Wurzel V2 finden
konnte.

Im Altertum fiel dieses Problem zunichst den Pythagoreern auf. Wenn V2 kein Bruch ist, was ist
es dann? Im 15. Jahrhundert stellte sich dieses Problem bei den Versuchen, die kubische Gleichung
allgemein zu 16sen, erneut. Hier war es die Wurzel V=1 , die den reellen Zahlen hinzuzufiigen war.
In R hat V=1 sicher keinen Platz, also wo existert es denn iiberhaupt? Auch der von Descartes
eingefiihrte, eher ungliickliche Begriff “imaginére Zahl” illustriert dieses Dilemma.

Inzwischen hat man sich daran gewo6hnt, dass man einfach ein neues Symbol wéhlt, die algebrai-
schen Regeln postuliert, nach denen damit zu rechnen ist, und dann hofft oder besser beweist, dass
keine Widerspriiche auftreten. Auf diese Weise kann man einem Korper k eine beliebige Nullstelle
a eines Polynoms f € k[X] mit Koeffizienten in k hinzufiigen und so den Korper k(«) konstruieren.
Trotzdem bleibt die Frage offen: was ist denn eigentlich «?

In diesem Abschnitt werden Wurzeln wie folgt konstruiert. Zunichst wird in Abschnitt 4.3.7]
gezeigt, dass man immer eine Matrix M, finden kann, welche genau die algebraischen Eigenschaften
einer Nullstelle a eines Polynoms hat. Die Frage “Was ist @?” erhilt also die Antwort “Eine Matrix”.
Mit diesem Bild lassen sich alle Korperoperationen realisieren, die Inverse kann zum Beispiel als die
inverse Matrix mit dem Gauss-Algorithmus berechnet werden. In einem zweiten Schritt zeigen wir
dann, dass man die Rechnung noch etwas vereinfachen kann, wenn man in Polynomringen arbeitet.
Schliesslich zeigen wir dann im Abschnitt [4.3.3] wie man den Prozess iterieren kann und so fiir
beliebige Polynome immer einen Korper finden kann, der alle Nullstellen enthdlt. Wir beginnen in
Abschnitt@] damit, die Polynome, die fiir die Konstruktion in Frage kommen, etwas genauer zu
charakterisieren.

4.3.1 Irreduzible Polynome

Die Zahlen, die man dem Korper hinzufiigen mochte, miissen Nullstellen eines Polynoms sein. Wir
gehen daher davon aus, dass f € k[X] ein Polynom mit Koeffizienten in k ist, dessen Nullstelle «
hinzugefiigt werden sollen. Das Ziel ist natiirlich, dass diese Erweiterung vollstindig beschrieben
werden kann durch das Polynom, ganz ohne Bezug zum Beispiel auf einen numerischen Wert der
Nullstelle, der ohnehin nur in C sinnvoll wire.

Nehmen wir jetzt an, dass sich das Polynom f faktorisieren ldsst. Dann gibt es Polynome g,/ €
k[X] derart, dass f = g - h. Die Polynome g und & haben geringeren Grad als f. Setzt man die
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Nullstelle @ ein, erhdlt man 0 = f(a@) = g(a)h(@), daher muss einer der Faktoren verschwinden,
also g(a) = 0 oder h(a) = 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden,
dass g(a) = 0. Die Operation des Hinzufiigens der Nullstelle @ von f muss also genauso gut mit
g ausgefiihrt werden konnen. Indem wir diese Uberlegung auf g anwenden konnen wir schliessen,
dass es ein Polynom m € k[X] kleinstmoglichen Grades geben muss, welches a als Nullstelle hat.
Zusitzlich kann verlangt werden, dass das Polynom normiert ist.

Definition 4.17. Ein Polynom f € k[X] heisst irreduzibel, wenn es sich nicht in zwei Faktoren
g, h € k[X] mit f = gh zerlegen ldisst.

Fiir die Konstruktion des Korpers k(a) muss daher ein irreduzibles Polynom verwendet werden.

Beispiel. Das Polynom f(X) = X> — 2 ist in Q[X], es hat die beiden Nullstellen V2 und — V2.
Beide Nullstellen haben die exakt gleichen algebraischen Eigenschaften, sie sind mit algebraischen
Mitteln nicht zu unterscheiden. Nur die Vergleichsrelation erméglicht, die negative Wurzel von der
positiven zu unterscheiden. Das Polynom kann in Q nicht faktorisiert werden, denn die einzig denk-
bare Faktorisierung ist (X — V2)(X + V2), die Faktoren sind aber keine Polynome in Q[X]. Also ist
f(X) = X? — 2 ein irreduzibles Polynom iiber Q.

Man kann das Polynom aber auch als Polynom in F3[X] betrachten. Im Koérper Fp3 kann man
durch probieren zwei Nullstellen finden:

52=25=2 mod 23
und 182 =324=2 mod 23.

Und tatséchlich ist in Fy3[X]
(X -5)(X-18)=X>—-23X+90=X>-2 mod 23,
iiber F,3 ist das Polynom X2 — 2 also reduzibel. O

Beispiel. Die Zahl
1+iV3
2
ist eine Nullstelle des Polynoms f(X) = X°> — 1 € Z[X]. « enthilt aber nur Quadratwurzeln, man
wiirde also eigentlich erwarten, dass a Nullstelle eines quadratischen Polynoms ist. Tatséchlich ist
f(X) nicht irreduzibel, es ist ndmlich

a =

X-1=X-DX*+X+1.

Da a nicht Nullstelle des ersten Faktors ist, muss es Nullstelle des Polynoms m(X) = X2+X+1
sein. Der zweite Faktor ist irreduzibel.

Das Polynom m(X) kann man aber auch als Polynom in F; ansehen. Dann kann man aber zwei
Nullstellen finden,

X=2 = 224241=4+241=0 mod?7
X=4 = 4 +4+1=16+4+1=21=0 mod 7.

Dies fiihrt auf die Faktorisierung
X-2)X-4H=X+3)X+3)=X>+8X+15=X>+X+1 mod7.

Das Polynom X? + X + 1 ist daher iiber F; reduzibel und das Polynom X> — 1 € F; zerfillt daher in
Linearfaktoren X> — 1 = (X + 6)(X + 3)(X + 5). O

86



Endliche Korper Wurzeln

4.3.2 Korpererweiterungen

Nach den Vorbereitungen von Abschnitt [4.3.1] konnen wir jetzt definieren, wie die Kérpererweite-
rung konstruiert werden soll.

Erweiterung mit einem irreduziblen Polynom

Sei m € k[X] ein irreduzibles Polynome iiber k mit dem Grad degm = n, wir diirfen es als normiert
annehmen und schreiben es in der Form

mX) =my+mX+mX>+...m_ X"+ X".

Wir mochten den Korper k um eine Nullstelle @ von m erweitern. Da es in k keine Nullstelle von
m gibt, konstruieren wir k(a) auf abstrakte Weise, ganz so wie das mit der imaginédren Einheit i
gemacht wurde. Die Zahl « ist damit einfach ein neues Symbol, mit dem man wie in der Algebra
iiblich rechnen kann. Die einzige zusétzliche Eigenschaft, die von @ verlangt wird, ist dass m(a) = 0.
Unter diesen Bedingungen konnen beliebige Ausdriicke der Form

ap+ aja + a2a2 +.. .akak 4.8)

gebildet werden. Aus der Bedingung m(a) = 0 folgt aber, dass

" = =@ = = mpa? — ma — my. 4.9)

Alle Potenzen mit Exponenten > n in koénnen daher durch die rechte Seite von ersetzt
werden. Als Menge ist daher

k(e) = {ag + a1 + a2@® + -+ + ay_1&"" | a; € k}

ausreichend. Die Addition von solchen Ausdriicken und die Multiplikation mit Skalaren aus k ma-
chen k(@) = k" zu einem Vektorraum, die Operationen konnen auf den Koeffizienten komponenten-
weise ausgefiihrt werden.

Matrixrealisierung der Multiplikation mit «

Die schwierige Operation ist die Multiplikation mit @. Dazu stellen wir zusammen, wie die Multi-
plikation mit « auf den Basisvektoren von k() wirkt:

1> a

CZHG’Z

aZHa,3

a: k" - k":

n-2

a N an—l

1

e d" = —my—mia—mad® - —my_
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Diese lineare Abbildung hat die Matrix

—my
1 0 —my
1 0 —ny

M, = 1
—My—
1 —ny—

Aufgrund der Konstruktion die Lineare Abbildung m(M,,), die man erhilt, wenn man die Matrix M,,
in das Polynom m einsetzt, jeden Vektor in k(@) zu Null machen. Als Matrix muss daher m(M,) = 0
sein. Dies kann man auch mit einem Computeralgebra-System nachpriifen.

Beispiel. In einem fritheren Beispiel haben wir gesehen, dass @ = %(—1 + V/3) eine Nullstelle des
irreduziblen Polynomes m(X) = X + X + 1 ist. Die zugehorige Matrix M, ist

(o -1 , (-1 1 ; (10
e ]

Wir konnen auch verifizieren, dass

a0 (-1 1 0 -1 I 0) (0 0
m(MC,)_Ma+Ma+I_(_1 0)+(1 _1)+(0 1)_(0 0).

Die Matrix ist also eine mogliche Realisierung fiir das “mysteriose” Element a. Es hat alle algebrai-
schen Eigenschaften von a. O

Die Menge k() kann durch die Abbildung @ — M, mit der Menge aller Matrizen
k(M,) = {a()] +a1M, + azMi + -+ an_lMg_l | a; € k}
in eine Eins-zu-eins-Beziehung gebracht werden. Diese Abbildung ist ein Algebrahomomorphismus.
Die Menge k(M,,) ist also das Bild des Korpers k(@) in der Matrizenalgebra M,, (k).

Inverse

Im Moment wissen wir noch nicht, wie wir @~! berechnen sollten. Wir kénnen aber auch die Ma-
trizendarstellung verwenden. Fiir Matrizen wissen wir selbstverstiandlich, wie Matrizen invertiert
werden konnen. Tatsdchlich kann man die Matrix M,, direkt invertieren:

—mp Mo
—my 0 my
) 1 —ms 0 my
M = - ,
-mu—1 O 0 0 mgy
-1 0 O 0 0
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wie man durch Ausmultiplizieren iiberpriifen kann:

-my m 0 —mg 100 ... 00
-my 0 my 10 —m 010 00
1| —ms 0 mp 1o -m |10 0 1 0 0
mo| 1 o :
—my_1 0 0 0 my 0 —My_s o0 0 ... 10
-1 0 0 0 0 | —m.) W0 00 .01

Die Invertierung in k(M,) ist damit zwar geklirt, aber es wire viel einfacher, wenn man die Inverse
auch in k(@) bestimmen konnte.

Die Potenzen von M¥ haben in der ersten Spalte genau in Zeile k+ 1 eine 1, alle anderen Eintrige
in der ersten Spalte sind 0. Die erste Spalte eines Elementes a(a) = ag + a1 + axa? + a,_1a""!
besteht daher genau aus den Elementen g;. Die Inverse des Elements a kann daher wie folgt gefunden
werden. Zunichst wird die Matrix a(M,) gebildet und invertiert. Wir schreiben B = a(M,)~". Aus
den Eintrigen der ersten Spalte kann man jetzt die Koeffizienten

bo = (B)11,b1 = (B)a1,b2 = (B)a1, - - -, bp-1 = (B,
ablesen und daraus das Element
b(a) = by + bia + bya* + -+ + b,_1a"""!
bilden. Da b(M,) = B die inverse Matrix von a(M,) ist, muss b(«) das Inverse von a(a) sein.
Beispiel. Wir betrachten das Polynom
mX) = X° +2X?> +2X + 3 € F;[X],
es ist irreduzibel. Sei « eine Nullstelle von m, wir suchen das inverse Element zu

a(@) = 1 + 2a + 20* € Fy(a).

1 1 6
A=1|2 4 5]
2 5 1

Die Inverse kann man bestimmen, indem man den Gauss-Algorithmus in F; durchfiihrt. Die Arith-
metik in F; ist etwas ungewohnt, insbesondere die Pivot-Division ist etwas mithsam, daher sind in
Abbildung[4.3|die Additions- und Multiplikationstabellen zusammengestellt. Mit dieser Rechenhilfe
kann jetzt der Gaussalgorithmus leicht durchgefiihrt werden:

Die Matrix a(M,) bekommt die Form

1 1 6[{1 0 O 1 1 6{1 0 O 1 1 6[{1 0 O
2 4 5101 0|->{0 2 0|5 1 0|>/0 1 0]6 4 O
2 5 170 0 1 0 3 3|5 0 1 0 0 3|1 2 1

1 1 6{1 0 O

-0 1 0(6 4 O

0 0 1|5 3 5
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— O O\t AW
N = O N WW
W N~ O KBS
A LW = OO UnWwm
SO OO OO oo
N W= RN O
A= U ONWOoOlIW
N A ON—= W W OlWn
—_— N Wk NN O DN

NN WNY = O
W AN W — &~ O~

SO\ N BN ==
DA W= O
AN A W= O

AN AW = O+
ANk W= OO

Abbildung 4.3: Additions- und Multiplikationstabelle fiir das Rechnen im Galois-Korper F;. Die
multiplikative Inverse eines Elements in a € F; findet man, indem man in der Multiplikationstabelle
in der Zeile a die Spalte mit der 1 sucht, diese Spalte ist mit der multiplikativen Inversen von a
angeschrieben.

S = O

0
0
1

O = =
- o O
L N O\
W~ W
wn O W
S O =
L N O
W A~ N
W O W

3
S O =

Fiir die Durchfiihrung braucht man die Inversen in F; der Pivot-Elemente, sie sind 27! = 4 und

37! = 5. Im rechten Teil des Tableau steht jetzt die inverse Matrix
0 6 5
A" =B=|6 4 0.
5 35

Daraus konnen wir jetzt das inverse Element
b(@) = 62 + 50°
ablesen. Das Produkt 5(X) - a(X) ist

(142X +2X%)(6X + 5X%) = 10X* + 22X° + 17X + 6X
=3X*+ X° +3X% + 6X

Diese Polynom muss jetzt mit dem Minimalpolynom m(X) reduziert werden, wir subtrahieren dazu
3Xm(X) und erhalten

=-5X° -3X>-3X
=2X3 +4X? +4X

Die vollstandige Reduktion wird erreicht, indem wir nochmals 2m(X) subtrahieren:
=-6=1 mod7,
das Element b(a) = 6a + 5a? ist also das Inverse Element von a(a) = 1 + 2a + 2a? in F1(a). O

Die Matrixrealisation von k() fiihrt also auf eine effiziente Berechnungsmoglichkeit fiir das
Inverse eines Elements von k(a).
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Algebraische Konstruktion

Die Matrixdarstellung von @ ermoglicht eine rein algebraische und fiir die Rechnung besser geeig-
nete Konstruktion. Fiir jedes Polynom f € k[X] ist f(M,) € M, (k). Dies definiert einen Homomor-
phismus

@: k[X] = My(&) : f = f(Mo).

Wir haben friiher schon gesehen, dass das Bild dieses Homomorphismus genau die Menge k(M,,) ist.
Allerdings ist ¢ nicht injektiv, das Polynom m wird zum Beispiel auf ¢(m) = m(M,) = 0 abgebildet.

Der Kern von ¢ besteht aus allen Polynomen p € k[X], fur die p(M,) = 0 gilt. Da aber alle
Matrizen E, M,, .. .,Mg" linear unabhéngig sind, muss ein solches Polynom den gleichen Grad
haben we m, und damit ein Vielfaches von m sein. Der Kern besteht daher genau aus den Vielfachen
von m(X), ker ¢ = m(X)k[X].

Es ist nicht a priori klar, dass der Quotient R/! fiir ein Ideal / C R ein Korper ist. Hier spielt es
eine Rolle, dass das von m erzeugte Ideal maximal ist im folgenden Sinne.

Definition 4.18. Ein Ideal I C R heisst maximal, wenn fiir jedes andere Ideal J mit I c J C R
entweder I = J oder J = R gilt.

Beispiel. Die Ideale pZ c Z sind maximal genau dann, wenn p eine Primzahl ist.
TODO: XXX Begriindung O

Satz 4.19. Der Ring R/I ist genau dann ein Korper, wenn I ein maximales Ideal ist.

Beweis. O

IR

Ein irreduzibles Polynom m € k[X] erzeugt ein maximales Ideal, somit ist k[X]/mk[X]
k(M,) = k(a).

Reduktion modulo m

Die algebraische Konstruktion hat gezeigt, dass die arithmetischen Operationen im Korper k()
genau die Operationen in k[X]/mk[X] sind. Eine Zahl in k(@) wird also durch ein Polynom vom
n—1 dargestellt. Addieren und Subtrahieren erfolgen Koeffizientenweise in k. Bei der Multiplikation
entsteht moglicherwise ein Polynom grosseren Grades, mit dem Polynomdivisionsalgorithmus kann
der Rest bei Division durch m ermittelt werden.

Beispiel. Das Polyonom f = X+ X*+ X3+ X2+ X' +1 € Fy[X] soll modulo m(X) = X>+2X?+2X?+3
reduziert werden. Wir fithren die Polynomdivision in F;[X] durch, die Multiplikationstabelle von F,
in Abbildung [.3]ist dabei wieder hilfreich.

X+ X+ X+ X2+ X+1:X+2X2+2X+3=X>+6X+1=¢
—(X° +2X* +2X° + 3X?)
6X*+6X° +5X°+ X
—(6X* + 5X° + 5X* + 4X)
X3 +4X +1
(X3 +2X?* +2X +3)
5X2+2X+5=r
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Die Kontrolle
X2+6X+ 1) (X+2X>+2X+3)
X +2X°+2X +3
6X* + 5X3 + 5X% + 4X
X +2X* +2X3 + 3x?
X+ X'+ X +3X2+6X+3 =g-m
+(5X2+2X+5 =r
X+ X+ X+ X2+ X+1

zeigt f = gm + r und damit die Korrektheit der Rechnung. O

Die Identitdt m(e) = 0 kann aber auch wie folgt interpretiert werden. Sei der Grad von f min-
destens so gross wie der von m, also [ = deg f > degm = n. Indem man mit o/~ multipliziert, erhalt
man die Relation

- -2 a,l—n+1

& +my @m0+t ay +apd™ =0.

Ist f; der fiihrende Koeffizient des Polynoms f, dann ist f — fymX"~ ein Polynom vom Grad [ -1,
welches modulo m mit f tibereinstimmt. Indem man dies wiederholt, kann man also die Reduktion
finden, ohne den Polynomdivisionsalgorithmus durchzufiihren. Man erhilt auf diese Weise zwar den

Quotienten g nicht, aber den Rest r kann man trotzdem bekommen.

Beispiel. Wir wenden den eben beschriebenen Algorithmus wieder auf das Polynom f = X3 + X* +
X? + X% + X + 1 an und erhalten:

X+ X+ X+ X+ X+1

—(X° +2X* +2X3 + 3X% = X*m)

6X*+6X° +5X°+ X +1
—(6X* + 5X3 + 5X? + 4X = 6Xm)

X3 +4X +1
—X}+2X*+2X+3=m)
5X?+2X+5=r

Dies ist derselbe Rest wie wir mit dem Divisionsalgorithmus gefunden haben. O

Diese Form des Reduktionsalgorithmus ist besonders leicht durchzufiihren in einem Korper F,,
da dort die Addition und die Subtraktion der Koeffizienten iibereinstimmen. Die Multiplikation mit
X ist nichts anders als ein Shift der Koeffizienten.

Multiplikative Inverse

Die schwierigste Operation in k() ist die Division. Wie bei der Berechnung der Inversion in einem
Galois-Korper F, kann dafiir der euklidische Algorithmus verwendet werden. Sei also f € k[X] ein
Polynom vom Grad deg f < degm, es soll das multiplikative Inverse gefunden werden. Da m ein
irreduzibles Polynom ist, miissen f und m teilerfremd sein. Der euklidische Algorithmus liefert zwei
Polynome s, t € k[X] derart, dass

sf+tm=1.

Reduzieren wir modulo m, wird daraus af = 1 in k[X]/mk[X]. Das Polynom a, reduziert module m,
ist also die multiplikative Inverse von f.
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Bei der praktischen Durchfiihrung des euklidischen Algorithmus ist der letzte Rest r,,_; oft nicht
1 sondern ein anderes Element von ). Die Linearkombination von f und m mit den berechneten
Faktoren s und 7 ist daher auch nicht 1, sondern

Sf+tm=r,.
Da aber alle Elemente in F; invertierbar sind, kann man durch r,_; dividieren, was
st tim=1
ergibt. Also ist r;jl s die gesuchte Inverse in F, (@), dies passiert auch im folgenden Beispiel.

Beispiel. Auf Seitehaben wir die multiplikative Inverse von f = 2X% +2X + 1 € F7[X]/mF4[X]
mit m = X> + 2X? + 2X + 3 mit Hilfe von Matrizen berechnet, hier soll sie jetzt nochmals mit dem
euklidischen Algorithmus berechnet werden.

Zunichst miissen wir den euklidischen Algorithmus fiir die beiden Polynome f und m durchfiih-
ren. Der Quotient m : f ist:

X +2X2+2X+3:2X* +2X + 1 =4X +4 =g
-(X3+ X% +4X)
- X7+5X+3
—(X*+ X+4)
4X+6=r0

Jetzt muss der Quotient f : ry berechnet werden:

2X2 +2X +1:4X+6=4X+5=gq
-2X? + 3X)

6X +1

—(6X +2)

- 6=n

Da der Rest r; € F; liegt, gibt die néchste Division natiirlich den Rest 0 und der letzte nicht ver-

schwindende Rest ist r| = 6:
4X+6:6=3X+1=q

-(4X)
0+6
-6
0= r

Damit ist der euklidische Algorithmus abgeschlossen.
Durch Ausmultiplizieren der Matrizen Q(—g;) konnen wir jetzt auch die Faktoren s und 7 finden.

st 0 1\/0 1\0 1
Q=(* *):Q(QZ)Q(QI)Q(‘IO)Z(I _qz)(l —q1)(1 _qo)
(0 1 0 1 0 1
1 o4x+6)\1 3x+2/\1 3X+3
(0 1 1 3X +3
T\l o4x+6)\3x+2 2X%+X
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B 3X +2 2X? + X
"+ @dXx+6)(BX+2) 3X+3+@X+6)2X*+X)

o 3x+2 2X2 + X
TI5X2+5X+6 XP+2X2+2X+6

Daraus liest man
s=2X*+X und r=3X+2

ab. Wir tiberpriifen, ob die Koeffizienten der ersten Zeile tatséchlich m und f zu r; = 6 kombinieren.
Es ist

BX+2) m+Q2X*+X)- f=0CX+2DX>+3X>+X+2)+ 2X*+X)2X* +2X+ 1) =6 =1,

Die multiplikative Inverse ist daher }"1‘1(2X2 +X) =6712X% + X) = 6(2X* + X) = 5X? + 6X, was
mit dem Beispiel von Seite [00] iibereinstimmt. O

Besonders einfach ist die Rechung fiir k = F,. Dieser Spezialfall ist fiir die praktische An-
wendung in der Kryptographie von besonderer Bedeutung, daher wird er im In Kapitel [T0] genauer
untersucht.

4.3.3 Zerfillungskorper
XXX TODO

Ubungsaufgaben

4.1. Der Korper F; ist besonders einfach, da er nur zwei Elemente O und 1 enthilt.
a) Bestimmen Sie die Additions- und Multiplikationstabelle fiir F,.
b) Losen Sie das lineare Gleichungssystem

X1+ X =0
Xo+ x3+ x=1
X1+ x+ x3+ =1
X+ X3 =0

iiber dem Korper F, mit dem Gauss-Algorithmus.
¢) Bestimmen Sie die Inverse A~! € GL,(F,) der Koeffizientenmatrix A des Gleichungssystems.
d) Kontrollieren Sie das Resultat durch Ausmultiplizieren des Produktes AA~'.

Losung. a) Die Additions- und Multiplikationstabellen sind

+{0 1 0 1
010 1 010 O
0|1 o 010 1
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Betrachtet als Bitoperationen entspricht die Addition dem XOR, die Multiplikation dem AND.

b) Die Gauss-Tableaux sind

—
—_—0 O
O OO =
—_—O = =
p— e (O
SO O =

1
0
1
0

— O O Qo= =0
S — O QOI|m = =0
— OO Qo ==O0
S ORI ==
S — O QIO == O
-0 O O — = O
—_—0 = O _—= O =

0
1
1
1
0
1
1
0

S o o=
OO = =
—_— O =
S OO =
OO = =
—_O = =
S OO =

In der ersten Zeile stehen die Schritt der Vorwiirtsreduktion, in der zweiten die Schritte des
Riickwirtseinsetzens. Als Losung liest man ab

X =

0
1
O b
1
die Korrektheit kann man leicht durch Einsetzen iiberpriifen.

¢) Wir wenden erneut den Gauss-Algorithmus an:

I 1 0 0]1 0 0 0] [T 1 0 0]T 00 0
01 1 1/0 1 0 0 01 1 1/0 1 0 0
1 1 1 1/00 1 0|/7loo0o 1 1|1 0 1 0
01 1 0/0 0 0 1 01 1 0[0 0 0 1
T 1.0 0]1 0 0 0

Lo 1o 00

00 1 11 0 1 0

00 0 1l0 1 0 1

I 1.0 0]1 0 0 0
o1 1 0l0 0 01

00 1 01 1 1 1

00 0 1l0 1 0 1

T 1.0 0]1 0 0 0

Lot ool 1o

00 1 01 1 1 1

00 0 1|0 1 0 1

1 00 0]0 1 1 0

Lot oot o0

00 1 01 1 1 1

00 0 1|0 1 0 1
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Daraus liest man die Inverse A~! der Koeffizientenmatrix A ab als

01 10

1 |t 1 1.0

A= 1 1 11

01 01

d) Wir priifen das Resultat durch Ausmultiplizieren:
1 1.0 0hy0o 1 1 O 1 0 0O
0O 1 1 111 1 1 0 0100
-1 _ _

AAT = 1 1 1 1)1 1 1 11710 0 1 O
01 1 00 1 01 0 0 0 1

Dabei kann man verwenden, dass der Eintrag in Zeile i und Spalte k des Produktes die Anzahl
der Positionen ist, wo in der Zeile i von A und in der Spalte j von A" eine 1 steht.

©)

4.2. Die Zahl p = 47 ist eine Primzahl, der Ring Z/pZ = Fa; ist daher ein Korper. Jeder von Null
verschiedene Rest b € F), hat daher eine multiplikative Inverse. Berechnen Sie die multiplikative
Inverse von b = 11 € Fy7.

Losung. Der euklidische Algorithmus muss auf die Zahlen p = 47 und b = 11 angewendet werden,
es ergeben sich die Quotienten und Reste der folgenden Tabelle:

k| ax b | qu
0|47 11 4 3
1|11 3 3 2
2 3 2 1 1
3 2 1 2 0

Wie erwartet ist der grosste gemeinsame Teiler ggT(47,11) = r, = 1. Um die Zahlen s, ¢ zu finden,
fiir die sp + tb = 1 gilt, konnen wir die Matrixform verwenden, wir berechnen dazu

0 1)\/0 1}/0 1}/0 1
0 = 00(1H0(3)04) = (1 _2)(1 _])(1 _3)(1 _4)
0 1)\/0 1}/1 -4
I -2/{1 -1J\-3 13
(0 1}(-3 13
1 =2/\4 -17
4 -17
-11 47 )"
Daraus kann man ablesen, dass s = 4 und ¢t = —17, tatsdachlichist 4 - 47 —47 - 11 = 188 — 187 = 1.
Wir schliessen daraus, dass —17 = 30 € F47 die multiplikative Inverse von b = 11 ist. Die Rechnung
11-30 =330 =7-47 + 1 zeigt, dass dies der Fall ist.

Alternativ zur Matrixdarstellung kann man die Koeffizienten s und f auch mit Hilfe der erweiter-
ten Tabelle finden:
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k| ax b | gk 1 Ck dk

1 0
0|47 11| 4 3 0 1
1|11 3] 3 2 1 -4
213 2|1 1 -3 13
302 112 0 4 -17
411 0 -11 47

Die gesuchten Zahlen s und ¢ sind rot hervorgehoben. O

4.3. Berechnen Sie 666°° in Fy5.

Losung. Zunichst ist die Basis der Potenz 666 = 3 in Fi3, es muss also nur 3¢ berechnet werden.
Nach dem kleinen Satz von Fermat ist 3'> = 1 in F;3. Wegen 666 = 12 - 50 + 6 folgt 390 = 36 =
729 = 1in Fy3. O

5
4.4. Im Rahmen der Aufgabe, die Zehntausenderstelle der Zahl 5555 zu berechnen muss Michael
Penn im Video https://youtu.be/Xg24FinMiws|bei 12:52 zwei Zahlen x und y finden, so dass,

x+2y=1
ist. Verwenden Sie die Matrixform des euklidischen Algorithmus.
Losung. Zunichst berechnen wir die beiden Potenzen
5=3125 und 2°=32.

Damit kénnen wir jetzt den Algorithmus durchfiihren. Die Quotienten und Reste sind

apg =qo by +roy 3125 =97-32+21 qo =97 ro =21
a;=q1-b1+n 32=1-21+10 g1 =1 r=11
am=q-by+n 21=1-11+10 ¢ =1 rh =10
a3 =q3-b3+r; 11=1-10+1 g =1 ry=1
ay=q4-by+1y 10=10-1+0 qs =10 ry =0

Daraus kann man jetzt auch die Matrizen Q(g;) bestimmen und ausmultiplizieren:

S L ) [
o LR e [
e
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(-3 293
“(32 -3125)

Daras kann man jetzt ablesen, dass

-3-3125+293-32 = -9375 + 9376 = 1.

Die gesuchten Zahlen sind also x = =3 und y = 293. O

4.5. Das Polynom m(X) = X2+ X + 1listals Polynom in F;[X] irreduzibel. Dies bedeutet, dass der
Ring der Polynome F3[X]/(m(X)) ein Korper ist, man bezeichnet ihn auch mit F3(«), wobei man
sich « als eine Nullstelle von m(X) oder als die Matrix

-0

a) Stellen Sie die Additions- und Multiplikationstabellen fiir das Rechnen in F3 auf.

vorstellen kann.

b) Berechnen Sie o' in F3(a) aus der Bedingung m(a) = 0.
¢) Verwenden Sie den euklidischen Algorithmus, um (1 + @)~! in F3(@) zu bestimmen.
d) Berechnen Sie .

Losung. a) Die Additions- und Multiplikationstabelle von Fj ist

+]10 1 2 01 2
0j]0 1 2 0[O0 O O
1{1 2 O 1{0 1 2
212 0 1 210 2 1
b) Wegen m(a) =a?> +a+1=0folgta+1+a! =0odera™! = —a -1 =2 + 2. Als Matrix

kann man
0 4 2 0 2 4 2 1
-1 _ _ — =
a —2a+2—(2 4)+(0 2)—(2 2)_(2 0) mod 3

schreiben und durch Nachrechnen verifizieren dass, tatsidchlich gilt
0 2\(2 1 4 0 1 0
-1 _ _ _
=1 )6 o)=le 1)=( 1) meos

c) Fiir den euklidischen Algorithmus miissen wir wiederholt eine Polynomdivision in F3[X]
durchfiihren. Im ersten Schritt ist es

X+X+1D):X+1)=X=gq
-X*+X
0+1 =n
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Die nichste Division ist (X + 1) : 1, die als Quotient ¢ = X + 1 und den Rest r, = 0 hat. Mit
der Matrixform des euklidischen Algorithmus kann man jetzt auch die Koeffizienten s und ¢
bestimmen, die beide Polynome in F3[X] sind:

1\(0 1Y) (0 1 0 1) (1 2X
-p)\1 —qi) "1 2x+2/\1 2x) 72X X2+X+1)

Die gesuchten Polynome sind s = 1 und # = 2X und man kann nachrechnen, dass

0 = 0(4:0(q)) = (?

smX)+t-X+D=X>+X+1+2X- X+D=X>+X+1+2X>+2X
=3X>+3X+1=1 mod 3.

Natiirlich kann man s und ¢ auch mit der erweiterten Tabelle finden:

k ag by qk Ty Ck dr
1 0
0l X*+X+1 X+1 X 1 0 1
1 X+1 1 X+1 1 2X
2 1 0 0| 2X+2 2X*2+2X

In allen Fillen ist also (1 + X)~' = 2X.

d) Wegen m(a) = 0ist > = —a — 1 = 2a + 2 und damit

3
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Kapitel 5

Eigenwerte und Eigenvektoren

Die algebraischen Eigenschaften einer Matrix A sind eng mit der Frage nach linearen Beziehungen
unter den Potenzen von A* verbunden. Im Allgemeinen ist die Berechnung dieser Potenzen eher
uniibersichtlich, es sei denn, die Matrix hat eine spezielle Form. Die Potenzen einer Diagonalmatrix
erhilt man, indem man die Diagonalelemente potenziert. Auch fiir Dreiecksmatrizen ist mindestens
die Berechnung der Diagonalelemente von A* einfach. Die Theorie der Eigenwerte und Eigenvekto-
ren ermdglicht, Matrizen in eine solche besonders einfache Form zu bringen.

In Abschnitt werden die grundlegenden Definitionen der Eigenwerttheorie in Erinnerung
gerufen. Damit kann dann in Abschnitt [5.2] gezeigt werden, wie Matrizen in besonders einfache
Form gebracht werden konnen. Die Eigenwerte bestimmen auch die Eigenschaften von numerischen
Algorithmen, wie in den Abschnitten ?? und ?? dargestellt wird. Fiir viele Funktionen kann man
auch den Wert f(A) berechnen, unter geeigneten Voraussetzungen an den Spektralradius. Dies wird
in Abschnitt[3.3]beschrieben.

5.1 Grundlagen

Die Potenzen A* sind besonders einfach zu berechnen, wenn die Matrix Diagonalform hat, wenn also
A = diag(4y,...,4,) ist. In diesem Fall ist Ae;, = Aie; fiir jeden Standardbasisvektor e;. Statt sich auf
Diagonalmatrizen zu beschrinken kdnnten man also auch Vektoren v suchen, fiir die gilt Av = Av,
die also von A nur gestreckt werden. Gelingt es, eine Basis aus solchen sogenanten Eigenvektoren
zu finden, dann kann man die Matrix A durch Basiswechsel in diese Form bringen.

5.1.1 Kern und Bild von Matrixpotenzen

In diesem Abschnitt ist A € M,(k), A beschreibt eine lineare Abbildung f: k" — k". In diesem
Abschnitt sollen Kern und Bild der Potenzen A¥ untersucht werden.

Definition 5.1. Wir bezeichnen Kern und Bild der iterierten Abbildung A* mit
KAA) =kerA*  und  J*(A) = im A~
Durch Iteration wird das Bild immer kleiner. Wegen

J4A) = imA* = imA* A = (A Ay v e kY c {AF v | v e XY = TR A)
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folgt

k" =imE = imA° = 7°4) > I'(A) = imA > J*(A) > --- > TXA) > T (A) > --- > {0}.
(5.1)
Fiir die Kerne gilt etwas Ahnliches. Ein Vektor x € K*(A) erfiillt A*x = 0. Dann erfiillt er aber erst
recht auch
Ay = A Afx =0,
N——
=0
also ist x € K*(A). Es folgt
(0} = K°%A) = kerA® =kerE c K'(A) =kerA c --- c KXA) c K (A) c---ck'.  (52)

Neben diesen offensichtlichen Resultaten kann man aber noch mehr sagen. Es ist klar, dass in beiden
Ketten und nur in hochstens n Schritten eine wirkliche Anderung stattfinden kann. Man kann aber
sogar genau sagen, wo Anderungen stattfinden:

Satz 5.2. Ist A € M, (k) eine n X n-Matrix, dann gibt es eine Zahl k so, dass

0=%4) ¢ K'A) ¢ K4 C KA = KA
=7% 2 J'@W 2 J® > JHa) = J¥@)

¢
2

U N

ist.

Beweis. Es sind zwei Aussagen zu beweisen. Erstens miissen wir zeigen, dass die Dimension von
Ki(A) nicht mehr grosser werden kann, wenn sie zweimal hintereinander gleich war. Nehmen wir
daher an, dass K7(A) = K™*'(A). Wir miissen K™*2(A) bestimmen. K*2(A) besteht aus allen Vek-
toren x € k" derart, dass Ax € K'*1(A) = Ki(A) ist. Daraus ergibt sich, dass AA’x = 0, also ist
x € K*1(A). Wir erhalten also K'*2(A) ¢ K'*! c K™*2(A), dies ist nur moglich, wenn beide gleich
sind.

Analog kann man fiir die Bilder vorgehen. Wir nehmen an, dass J°(A) = J*'(A) und bestimm-
ten J2(A). J*2(A) besteht aus all jenen Vektoren, die als Ax mit x € J*1(A) = J7(A) erhalten
werden konnen. Es gibt also insbesondere ein y € k! mit x = A’y. Dann ist Ax = A"y € J*1(A).
Insbesondere besteht J7*2(A) genau aus den Vektoren von J*1(A).

Zweitens miissen wir zeigen, dass die beiden Ketten bei der gleichen Potenz von A konstant
werden. Dies folgt jedoch daraus, dass dim J7(A) = Rang A’ = n — dimker A’ = n — dim K*(A). Der
Raum J*(A) hért also beim gleichen i auf, kleiner zu werden, bei dem auch K?(A) aufhort, grosser
zu werden. O

Satz 5.3. Die Zahl k in Satz[5.2]ist nicht grésser als n, also
K'(A) =K'(A)  und  T"A) =T(A)
fiirl > n.

Beweis. Nach Satzmuss die Dimension von K’(A) in jedem Schritt um mindestens 1 zunehmen,
das ist nur moglich, bis zur Dimension z#. Somit kénnen sich K7(A) und J%(A) fiir i > n nicht mehr
andern. O

Definition 5.4. Die gemdiss Satz identischen Unterriume K'(A) fiir i > k und die identischen
Unterriiume J'(A) fiir i > k werden mit

K=K(A) VYi>k  und
J=9WA Vizk

bezeichnet.
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5.1.2 Invariante Unterriaume

Kern und Bild sind der erste Schritt zu einem besseren Verstindnis einer linearen Abbildung oder
ihrer Matrix. Invariante Rdume dienen dazu, eine lineare Abbildung in einfachere Abbildungen zwi-
schen “kleineren” Raumen zu zerlegen, wo sie leichter analysiert werden konnen.

Definition 5.5. Sei f: V — V eine lineare Abbildung eines Vektorraums in sich selbst. Ein Unter-
raum U C V heisst invarianter Unterraum, wenn

W) ={fx)|xeUlcU
gilt.

Der Kern ker A einer linearen Abbildung ist trivialerweise ein invarianter Unterraum, da alle Vek-
toren in ker A auf O € ker A abgebildet werden. Ebenso ist natiirlich im A ein invarianter Unterraum,
denn jeder Vektor wird in im A abgebildet, insbesondere auch jeder Vektor in im A.

Satz 5.6. Sei f: V — V eine lineare Abbildung mit Matrix A. Jeder der Unterriume J'(A) und
Ki(A) ist ein invarianter Unterraum.

Beweis. Sei x € KC'(A), es gilt also A’x = 0. Wir miissen iiberpriifen, dass Ax € K'(A). Wir berech-
nen daher A’ - Ax = A*lx = A- Alx = A- 0 = 0, was zeigt, dass Ax € Ki(A).

Sei jetzt x € J'(A), es gibt also ein y € V derart, dass A’y = x. Wir miissen iiberpriifen, dass
Ax € J(A). Dazu berechnen wir Ax = AA’y = A'Ay € J/(A), Ax ist also das Bild von Ay unter
Al m]

Korollar 5.7. Die Unterrdume K(A) C V und J(A) C V sind invariante Unterrdume.

Die beiden Unterrdume K'(A) und J (A) sind besonders interessant, da wir aus der Einschriankung
der Abbildung f auf diese Unterrdume mehr iiber f lernen konnen.

Satz 5.8. Die Einschrinkung von f auf J (A) ist injektiv.

Beweis. Die Einschriankung von f auf g k(A) ist T*(A) —» J**1(A), nach Definition von J**'(A)
ist diese Abbildung surjektiv. Da aber J" k(A) = JHI(A) ist, ist g kA) —» T*A) surjektiv, also
ist f auf J*(A) auch injektiv. ]

Die beiden Unterrdume 7 (A) und K'(A) sind Bild und Kern der iterierten Abbildung mit Matrix
A*. Das bedeutet, dass dim J(A) + K(A) = n. Da K(A) = ker AF und andererseits A injektiv ist auf
J(A), muss J(A) NK(A) = 0. Es folgt, dass V = J(A) + K(A).

In K(A) und J(A) kann man unabhéngig voneinander jeweils eine Basis wihlen. Die Basen
von K(A) und J(A) zusammen ergeben eine Basis von V. Die Matrix A’ in dieser Basis wird die
Blockform

Agc
A=

Agr

haben, wobei die Matrix A:7 invertierbar ist. Die Zerlegung in invariante Unterrdume ergibt also eine
natiirlich Aufteilung der Matrix A in kleiner Matrizen mit zum Teil bekannten Eigenschaften.
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5.1.3 Nilpotente Matrizen

Die Zerlegung von V in die beiden invarianten Unterrdume 7 (A) und K (A) reduziert die lineare Ab-
bildung auf zwei Abbildungen mit speziellen Eigenschaften. Es wurde bereits in Satz gezeigt, dass
die Einschrinkung auf J(A) injektiv ist. Die Einschrinkung auf %(A) bildet nach Definition alle
Vektoren nach k-facher Iteration auf 0 ab, A*K(A) = 0. Solche Abbildungen haben eine speziellen
Namen.

Definition 5.9. Eine Matrix A heisst nilpotent, wenn es eine Zahl k gibt, so dass AF = 0.

Beispiel. Obere (oder untere) Dreiecksmatrizen mit Nullen auf der Diagonalen sind nilpotent. Wir
rechnen dies wie folgt nach. Die Matrix A mit Eintrigen a;;

0 an a3 ... ap1  an

0 0 axn ... ap1  axn

0 0 0 cee Alp—1 asy,
A=]. . . . )

0O O o ... 0 n-1n

0O O o ... 0 0

erfiillt a;; = O fiir i > j. Wir zeigen jetzt, dass sich bei der Multiplikation die nicht verschwinden Ele-
mente bei der Multiplikation noch rechts oben verschieben. Dazu multiplizieren wir zwei Matrizen
Bund C mit b;; = 0 fiiri + k > jund ¢;; = 0 fiir i + [ > j. In der folgenden graphischen Darstellung
der Matrizen sind die Bereiche, wo die Matrixelemente verschwinden, weiss.

J J

J—1 P
2 P

Bei der Berechnung des Elementes d;; wird die Zeile i von B mit der Spalte j von C multipliziert.
Die blau eingefidrbten Elemente in dieser Zeile und Spalte sind 0. Aus der Darstellung ist abzulesen,
dass das Produkt verschwindet, die roten, von O verschiedenen Elemente von den blauen Elementen
annihiliert werden. Dies passiert immer, wenn i + k > j —[ist, oder i + (k + 1) > j.

Wir wenden diese Beobachtung jetzt auf die Potenzen A°® an. Fiir die Matrixelemente von A*
schreiben wir a.. Wir behaupten, dass die Matrixelemente A* die Bedingung agi =0flri+s>j
erfiillen. Dies ist fiir s = 1 nach Voraussetzung richtig, dies ist die Induktionsvoraussetzung. Nehmen
wir jetzt an, dass afj = 0fiiri+s > j, dann folgt aus obiger Rechnung, dass aff’l =0furi+s+1> j,
so dass die Bedingung auch fiir A® gilt (Induktionsschritt). Mit vollstandiger Induktion folgt, dass
afj =0 fiir i + s > j. Insbesondere ist A" = 0, die Matrix A ist nilpotent. O

Man kann die Konstruktion der Unterriume %’(A) weiter dazu verwenden, eine Basis zu finden,
in der eine nilpotente Matrix eine besonders einfach Form erhilt.
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Satz 5.10. Sei A eine nilpotente n x n-Matrix mit der Eigenschaft, dass A"™' # 0. Dann gibt es eine
Basis so, dass A die Form
0 1
0 1
0

A (5.3)

O =
—

bekommit.

Beweis. Da A"™™! # 0 ist, gibt es einen Vektor b, derart, dass A"~'b, # 0. Wir konstruieren die
Vektoren

by, b,y = Aby,, b, = Ab,_y, ..., by = Ab3, b) = Ab,.
Aus der Konstruktion folgt by = A"'b, # 0, aber Ab; = A"b, = 0. Aus der Konstruktion der
iterierten Kerne K'(A) folgt jetzt, dass die Vektoren by, ..., b, eine Basis bilden. In dieser Basis hat
die Matrix die Form[3.3] O

Definition 5.11. Wir bezeichnen mit N, eine Matrix der Form (5.3).

Mit etwas mehr Sorgfalt kann man auch die Bedingung, dass A"~! # 0 sein muss, im Satz
loswerden.

Satz 5.12. Sei A ein nilpotente Matrix, dann gibt es eine Basis, in der die Matrix aus lauter Nullen
besteht ausser in den Eintrdgen unmittelbar oberhalb der Hauptdiagonalen, wo die Eintrcige O oder
1 sind. Insbesondere zerfiillt eine solche Matrix in Blocke der Form Ny, i = 1,...,1, wobei k; + - - -+
k; = n sein muss:

Ni,

N,

A (5.4)

Ny,

Die Einschrinkung von f auf den invarianten Unterraum %(A) ist nilpotent. Die Zerlegung V =
J(A)@K(A) fiihrt also zu einer Zerlegung der Abbildung f in eine invertierbare Abbildung J(A) —
J (A) und eine nilpotente Abbildung K(A) — K(A). Nach Satz [5.12]kann man in K(A) eine Basis
so wihlen, dass die Matrix die Blockform (5.6) erhiilt.

5.14 Eigenwerte und Eigenvektoren

In diesem Abschnitt betrachten wir Vektorrdume V = k" {iber einem beliebigen Korper k und qua-
dratische Matrizen A € M, (k). In den meisten Anwendungen wird k = R sein. Da aber in R nicht alle
algebraischen Gleichungen 16sbar sind, ist es manchmal notwendig, den Vektorraum zu erweitern
um zum Beispiel Eigenschaften der Matrix A abzuleiten.

105



Eigenwerte und Eigenvektoren Grundlagen

Definition 5.13. Ein Vektor v € V heisst Eigenvektor von A zum Eigenwert A € k, wenn v # 0 und
Av = Av gilt.

Die Bedingung v # 0 dient dazu, pathologische Situationen auszuschliessen. Fiir den Nullvektor
gilt AO = A0 fiir jeden beliebigen Wert von A € k. Wiirde man v = 0 zulassen, wire jede Zahl in k
ein Eigenwert, ein Eigenwert von A wire nichts besonderes. Ausserdem wére 0 ein Eigenvektor zu
jedem beliebigen Eigenwert.

Eigenvektoren sind nicht eindeutig bestimmt, jedes von O verschiedene Vielfache von v ist eben-
falls ein Eigenvektor. Zu einem Eigenwert kann man also einen Eigenvektor jeweils mit geeigneten
Eigenschaften finden, zum Beispiel kann man fiir k = R Eigenvektoren auf Linge 1 normieren. Im
Folgenden werden wir oft die abkiirzend linear unabhiingige Eigenvektoren einfach als “verschiede-
ne” Eigenvektoren bezeichnen.

Wenn v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, dann kann man ihn mit zusétzlichen Vektoren
V2,...,V, Zu einer Basis B8 = {v, v, ...,v,} von V ergidnzen. Die Vektoren vy mitk = 2,...,n werden
von A natiirlich auch in den Vektorraum V abgebildet, konnen also als Linearkombinationen

Av = agy + ax vy + azpvs + ... ApkVy

dargestellt werden. In der Basis 8 bekommt die Matrix A daher die Form

A dipp a3 ... Qdip

0 dy dyz3 ... dyy
A = 0 dzp dzz ... d3y .

0 apn as ... am

Bereits ein einzelner Eigenwert und ein zugehoriger Eigenvektor ermdglichen uns also, die Matrix
in eine etwas einfachere Form zu bringen.

Definition 5.14. Fiir A € k heisst
E,={|Av = v}

der Eigenraum zum Eigenwert A.
Der Eigenraum E ist ein Unterraum von V, denn wenn u, v € E,, dann ist
A(su + tv) = sAu + tAv = sdu + tAv = A(su + tv),
also ist auch su + tv € E,. Der Fall E, = {0} = 0 bedeutet natiirlich, dass 1 gar kein Eigenwert ist.
Satz 5.15. Wenn dim E; = n, dann ist A = AE.

Beweis. Da V ein n-dimensionaler Vektoraum ist, ist £; = V. Jeder Vektor v € V erfiillt also die
Bedingung Av = Av, oder A = AE. O

Wenn man die Eigenrdume von A kennt, dann kann man auch die Figenrdume von A + uE
berechnen. Ein Vektor v € E, erfiillt

Av = Av = A+pwv=v+u=>UA+uwv,

somit ist v ein Eigenvektor von A + uE zum Eigenwert A + u. Insbesondere konnen wir statt die
Eigenvektoren von A zum Eigenwert A zu studieren, auch die Eigenvektoren zum Eigenwert 0 von
A — AE untersuchen.
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5.1.5 Verallgemeinerte Eigenriume

Wenn A ein Eigenwert der Matrix A ist, dann ist ist A — AE injektiv und ker(A — AE) # 0. Man kann
daher die invarianten Unterrdume K(A — AE) und J(A — AE).

Beispiel. Wir untersuchen die Matrix

11 -1 0
03 -1 1
A=10 2 0 1
00 0 2

Man kann zeigen, dass 2 = 1 ein Eigenwert ist. Wir suchen die Zerlegung des Vektorraums R* in
invariante Unterrdume K(A — E) und J (A — E). Die Matrix B = A — E ist

01 -1 0

0 2 -1 1

B= 0 2 -1 1

o0 0 2

und wir berechnen davon die Potenz
00 0 O
0 2 -1 4
A A A

D=B"=(A E)—O s _1 4l
0O 0 0 1

Daraus kann man ablesen, dass das Bild im D von D die Basis
0 0

b = by =

0 1
of 1
1 0

hat. Fiir den Kern von D konnen wir zum Beispiel die Basisvektoren

1

0
by = 0
0
verwenden.

Als erstes iiberpriifen wir, ob diese Basisvektoren tatsdchlich invariante Unterriume sind. Fiir
J(A - E) = (b1, by) berechnen wir

0

4
(A—E)blz 4 =4b2+b1,

1

0

1
A=Ebr =, |= b2

0

—_
=
3
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Dies beweist, dass J(A — E) invariant ist. In dieser Basis hat die von A — E beschriebene lineare
Abbildung auf J (A — E) die Matrix
1 4
Aga-p = (o 1)-

Fiir den Kern K(A — E) findet man analog

Aby = —by - A {0 -1
Aby =0 Ka-B=10 o)

In der Basis B8 = {b1, by, b3, b4} hat A die Matrix in Blockform

2 4
, 1o 2
A= [
0 1

die Blocke gehoren zu den invarianten Unterrdaumen K(A—E) und K (A—E). Die aus A—E gewonnen
invarianten Unterrdume sind offenbar auch invariante Unterrdume fiir A. O

Definition 5.16. Ist A eine Matrix mit Eigenwert A, dann heisst der invariante Unterraum
E(A) = K(A - AE)
der verallgemeinerte Eigenraum von A.

Es ist klar, dass E(A) = ker(A — AE) C E,(A).

5.1.6 Zerlegung in invariante Unterridume

Wenn A kein Eigenwert von A ist, dann ist A — AE injektiv und damit ker(A — AE) = 0. Es folgt, dass
Ki(A-AE) = 0 und daher auch J%(A — AE) = V. Die Zerlegung in invariante Unterriume J (A — AE)
und K(A — AE) liefert in diesem Falle also nichts Neues.

Fiir einen Eigenwert 1; von A dagegen, erhalten wir die Zerlegung

V=8,A)®J(A-LE),
\%
=V

wobei &,,(A) # 0 ist. Die Matrix A — A, E ist eingeschrénkt auf &, (A) nilpotent. Die Zerlegung
in invariante Unterrdume ist zwar mit Hilfe von A — A4, E gewonnen worden, ist aber natiirlich auch
eine Zerlegung in invariante Unterrdume fiir A. Wir konnen daher das Problem auf V, einschridnken
und nach einem weiteren Eigenwert 1, von A in V, suchen, was wieder eine Zerlegung in invariante
Unterrdume liefert. Indem wir so weiterarbeiten, bis wir den ganzen Raum ausgeschopft haben,
konnen wir eine Zerlegung des ganzen Raumes V finden, so dass A auf jedem einzelnen Summanden
eine sehr einfach Form hat:

Satz 5.17. Sei V ein k-Vektorraum und f eine lineare Abbildung mit Matrix A derart, dass alle
Eigenwerte A,...,4; von A in k sind. Dann gibt es eine Zerlegung von V in verallgemeinerte Ei-
genrdume

V= 8/1] Ao 6,12(14) D--- 8,1,(A).
Die Einschrinkung von A — A,E auf den Eigenraum &,,(A) ist nilpotent.
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5.1.7 Das charakteristische Polynom

Ein Eigenvektor von A erfiillt Av = Av oder gleichbedeutend (A — AE)v = 0, er ist also eine nichttri-
viale Losung des homogenen Gleichungssystems mit Koeffizientenmatrix A — AE. Ein Eigenwert ist
also ein Skalar derart, dass A—AFE singulir ist. Ob eine Matrix singulér ist, kann mit der Determinante
festgestellt werden. Die Eigenwerte einer Matrix A sind daher die Nullstellen von det(A — AE).

Definition 5.18. Das charakteristische Polynom

ayn — X arn N ay
anq ay — X ... azy,
xa(x) =det(A — xE) =
apl ann v Ay — X

der Matrix A ist ein Polynom vom Grad n mit Koeffizienten in k.

Findet man eine Nullstelle A € k von y4(x), dann ist die Matrix A — AE € M, (k) und mit dem
Gauss-Algorithmus kann man auch mindestens einen Vektor v € k" finden, der Av = Av erfiillt. Eine
Matrix der Form wie in Satz ?? hat

A—x 1

Xa(x) = . =(@-0"=D"x -

A—x 1
A—x

als charakteristisches Polynom, welches A als einzige Nullstelle hat. Der Eigenraum der Matrix ist
aber nur eindimensional, man kann also im Allgemeinen fiir jede Nullstelle des charakteristischen
Polynoms nicht mehr als einen Eigenvektor (d. h. einen eindimensionalen Eigenraum) erwarten.

Wenn das charakteristische Polynom von A keine Nullstellen in k hat, dann kann es auch keine
Eigenvektoren in k" geben. Gébe es ndmlich einen solchen Vektor, dann miisste eine der Kompo-
nenten des Vektors von 0 verschieden sein, wir nehmen an, dass es die Komponente in Zeile k ist.
Die Komponente v, kann man auf zwei Arten berechnen, einmal als die k-Komponenten von Av und
einmal als k-Komponente von Av:

an vy + -+ v, = Avg.

Da v, # 0 kann man nach A auflésen und erhalt

1= a1V +-~+aknvn'

Vk
Alle Terme auf der rechten Seite sind in k und werden nur mit Korperoperationen in k verkniipft,
also muss auch A € k sein, im Widerspruch zur Annahme.

Durch Hinzufiigen von geeigneten Elementen konnen wir immer zu einem Korper k’ iiberge-
hen, in dem das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt. In diesem Ko6rper kann man
jetzt das homogene lineare Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix A — AE 16sen und damit min-
destens einen Eigenvektor v fiir jeden Eigenwert finden. Die Komponenten von v liegen in k’, und
mindestens eine davon kann nicht in k liegen. Das bedeutet aber nicht, dass man diese Vektoren
nicht fiir theoretische Uberlegungen iiber von k’ unabhingige Eigenschaften der Matrix A machen.
Das folgende Beispiel soll diese Idee illustrieren.
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Beispiel. Wir arbeiten in diesem Beispiel liber dem Korper k = Q. Die Matrix

-4 7
hat das charakteristische Polynom

—4-x 7

)(A(x)=‘ T 4y =(4-0@4-0-7-(-2)=-16+x*+14=x>-2.

Die Nullstellen sind + V2 und damit nicht in Q. Wir gehen daher iiber zum Korper Q(V2), in dem
sich zwei Nullstellen A = + V2 finden lassen. Zu jedem Eigenwert lisst sich auch ein Eigenvektor
v,y € Q(V2)?, und unter Verwendung dieser Basis bekommt die Matrix A’ = TAT~' Diagonalform.

Die Transformationsmatrix 7 enthilt Matrixelemente aus Q(V?2), die nicht in Q liegen. Die Matrix
A lasst sich also iiber dem Korper Q(V2) diagonalisieren, nicht aber iiber dem Korper Q.
Da A’ Diagonalform hat mit + V2 auf der Diagonalen, folgt A”> = 2E, die Matrix A’ erfiillt also
die Gleichung
A —E = y(A) = 0. (5.5

Dies is ein Spezialfall des Satzes von Cayley-Hamilton ?? welcher besagt, dass jede Matrix A ei-
ne Nullstelle ihres charakteristischen Polynoms ist: y4(A) = 0. Die Gleichung [5.5] wurde zwar in
Q(\/E) hergeleitet, aber in ihr kommen keine Koeffizienten aus Q(\/E) vor, die man nicht auch in Q
berechnen konnte. Sie gilt daher ganz allgemein. O

Beispiel. Die Matrix

32 —41
A‘(24 —32)€M2(R)

tiber dem Korper k = R hat das charakteristische Polynom

32 —x —41

det(A—xE):‘ 55 ap s

‘ =(32-x)(-32-x)—25-(-41) = x* - 327+ 1025 = x* + 1.
Die charakteristische Gleichung y4(x) = 0 hat in R keine Losungen, daher gehen wir zum Korper
k’ = C iiber, in dem dank dem Fundamentalsatz der Algebra alle Nullstellen zu finden sind, sie
sind +i. In C lassen sich dann auch Eigenvektoren finden, man muss dazu die folgenden linearen
Gleichungssyteme losen:

>

32— —41
25 -32-1

1 1
0 0

32+ —41
25 =32+

.

1t
0 O

N

wobei wir t = —41/(32 — i) = —41(32 +i)/1025 = —1.28 — 0.04i = (64 — 1)/50 abgekiirzt haben.
Die zugehorigen Eigenvektoren sind

- e

Mit den Vektoren v; und v_; als Basis kann die Matrix A als komplexe Matrix, also mit komplexem
T in die komplexe Diagonalmatrix A" = diag(i, —i) transformiert werden. Wieder kann man sofort
ablesen, dass A’2 + E = 0, und wieder kann man schliessen, dass fiir die relle Matrix A ebenfalls
xa(A) = 0 gelten muss. O
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5.2 Normalformen

In den Beispielen im vorangegangenen wurde wiederholt der Trick verwendet, den Koeffizienten-
korper so zu erweitern, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfllt und fiir jeden
Eigenwert Eigenvektoren gefunden werden konnen. Diese Idee ermdglicht, eine Matrix in einer ge-
eigneten Korpererweiterung in eine besonders einfache Form zu bringen, das Problem dort zu 16sen.
Anschliessend kann man sich darum kiimmern in welchem Mass die gewonnenen Resultate wieder
in den urspriinglichen Korper transportiert werden konnen.

5.2.1 Diagonalform

Sei A eine beliebige Matrix mit Koeffizienten in k und sei k’ eine Korpererweiterung von k derart,
dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren

Xax) = (x =) - (x =)k (x = )

mit Vielfachheiten k; bis k,, zerfillt, A; € k’. Zu jedem Eigenwert A; gibt es sicher einen Eigenvektor,
wir wollen aber in diesem Abschnitt zusitzlich annehmen, dass es eine Basis aus Eigenvektoren
gibt. In dieser Basis bekommt die Matrix Diagonalform, wobei auf der Diagonalen nur Eigenwerte
vorkommen konnen. Man kann die Vektoren so anordnen, dass die Diagonalmatrix in Blocke der
Form A;E zerfillt

LE

HE

AnE

Uber die Grosse eines solchen A;E-Blockes konnen wir zum jetzigen Zeitpunkt noch keine Aussagen
machen.
Die Matrizen A — A E enthalten jeweils einen Block aus lauter Nullen. Das Produkt all dieser
Matrizen ist daher
A-LE)YA-NLE)---(A-A,E) =0.

Uber dem Kérper k’ gibt es also das Polynom m(x) = (x—24;)(x—A») - - - (x — A,,) mit der Eigenschaft
m(A) = 0. Dies ist auch das Polynom von kleinstmoglichem Grad, denn fiir jeden Eigenwert muss
ein entsprechender Linearfaktor in so einem Polynom vorkommen. Das Polynom m(x) ist daher das
Minimalpolynom der Matrix A. Da jeder Faktor in m(x) auch ein Faktor von y4(x) ist, folgt wieder
xa(A) = 0. Ausserdem ist iiber dem Korper k’ das Polynom m(x) ein Teiler des charakteristischen
Polynoms y4(x).

5.2.2 Jordan-Normalform

Die Eigenwerte einer Matrix A konnen als Nullstellen des charakteristischen Polynoms gefunden
werden. Da der Korper k nicht unbedingt algebraische abgeschlossen ist, zerfillt das charakteris-
tische Polynom nicht unbedingt in Linearfaktoren, die Nullstellen sind nicht unbedingt in k. Wir
konnen aber immer zu einem grosseren Korper k’ iibergehen, in dem das charakteristische Polynom
in Linearfaktoren zerfillt. Wir nehmen im Folgenden an, dass

Xa(x) = (x =) - (x =)k (x =)~
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ist mit A; € k’.
Nach Satz liefern die verallgemeinerten Eigenrdume V; = &,,(A) eine Zerlegung von V in
invariante Eigenrdume
V=VieV,d---8V,

derart, dass A — A4;E auf V; nilpotent ist. Wihlt man in jedem der Unterrdume V; eine Basis, dann
zerfallt die Matrix A in Blockmatrizen

Ay

A/

(5.6)

A

wobei, A; Matrizen mit dem einzigen Eigenwert A; sind.

Nach Satz[5.12]kann man in den Unterriume die Basis zusitzlich so wihlen, dass die entstehen-
den Blocke A; — A;E spezielle nilpotente Matrizen aus lauter Null sind, die hochstens unmittelbar
iiber der Diagonalen Eintridge 1 haben kann. Dies bedeutet, dass sich immer eine Basis so wéhlen
lasst, dass die Matrix A; zerfillt in sogenannte Jordan-Blocke.

Definition 5.19. Ein m-dimensionaler Jordan-Block ist eine m X m-Matrix der Form

11
11
A
Jm(/l) =
A1
Eine Jordan-Matrix ist eine Blockmatrix Matrix
I, (D)
Iy (D)
J=
I, (D)

mitmy +my + - +m, =m.

Da Jordan-Blocke obere Dreiecksmatrizen sind, ist das charakteristische Polynom eines Jordan-
Blocks oder einer Jordan-Matrix besonders einfach zu berechnen. Es gilt

X1,(x) = det(Jp(d) — xE) = (1 - x)"
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fuir einen Jordan-Block J,,(4). Fiir eine m X m-Jordan-Matrix J mit Blocken J,,, () bis Jy,, (4) ist
XJ(/l)(x) :XJm,(/l)(x)XJm(/l)(x) ..... ij,,(/l)(x) = (/l _x)m|(/l _ x)mZ ..... (/l _x)mﬂ = (/l_ x)m.

Satz 5.20. Uber einem Korper X' > k, iiber dem das charakteristische Polynom y (x) in Linear-
faktoren zerfillt, lisst sich immer eine Basis finden derart, dass die Matrix A zu einer Blockmatrix
wird, die aus lauter Jordan-Matrizen besteht. Die Dimension der Jordan-Matrix zum Eigenwert A;
ist die Vielfachheit des Eigenwerts im charakteristischen Polynom.

Beweis. Es ist nur noch die Aussage iiber die Dimension der Jordan-Blocke zu beweisen. Die
Jordan-Matrizen zum Eigenwert A; werden mit J; bezeichnet und sollen m; X m;-Matrizen sein. Das
charakteristische Polynom jedes Jordan-Blocks ist dann y,(x) = (1; — x)™. Das charakteristische
Polynom der Blockmatrix mit diesen Jordan-Matrizen als Blocken ist das Produkt

xa(x) = A = )" (A —x)™ - (A, — x)"™

mit my +my+- - - +m,. Die Blockgrosse m; ist also auch die Vielfachheit von A; im charakteristischen
Polynom y(x). O

Satz 5.21 (Cayley-Hamilton). Ist A eine n X n-Matrix iiber dem Korperk, dann gilt y 4(A) = 0.

Beweis. Zunichst gehen wir iiber zu einem Korper k' O k, indem das charakteristische Polynom
Xa(x) in Linearfaktoren y4(x) = (41 — x)™ (A2 — x)™ ... (4, — x)"» zerfillt. Im Vektorraum k’ kann
man eine Basis finden, in der die Matrix A in Jordan-Matrizen J, ..., J, zerfillt, wobei J; eine
m; X m;-Matrix ist. Fiir den Block mit der Nummer i erhalten wir (J; — 4;E)™ = 0. Setzt man also
den Block J; in das charakteristische Polynom y 4 (x) ein, erhélt man

xal) = WE =)™ - - (GE = J)" ... (LE = J,)" = 0.
=0

Jeder einzelne Block J; wird also zu 0, wenn man ihn in das charakteristische Polynome y4(x)
einsetzt. Folglich gilt auch y4(A) = 0.

Die Rechnung hat zwar im Korper k’ stattgefunden, aber die Berechnung y4(A) kann in k aus-
gefiihrt werden, also ist y4(A) = 0. O

Aus dem Beweis kann man auch noch eine strengere Bedingung ableiten. Auf jedem verallge-
meinerten Eigenraum &,(A) ist A; — 4; nilpotent, es gibt also einen minimalen Exponenten g; derart,
dass (A; — 4;E)% = 0 ist. Wihlt man eine Basis in jedem verallgemeinerten Eigenraum derart, dass
A; eine Jordan-Matrix ist, kann man wieder zeigen, dass fiir das Polynom

ma(x) = (x = 40" (x = Lx)? - (0= Ax0)T
gilt my(A) = 0. my(x) ist das Minimalpolynom der Matrix A.

Satz 5.22 (Minimalpolynom). Uber dem Kérper kX' C k, iiber dem das charakteristische Polynom
xa(x) in Linearfaktoren zerfillt, ist das Minimalpolynom von A das Polynom

m(x) = (x = AT (x = )% oo (x = A,)

wobei q; der kleinste Index ist, fiir den die q;-te Potenz derEinschrinkung von A — 4LE auf den
verallgemeinerten Eigenraum &,,(A) verschwindet. Es ist das Polynom geringsten Grades iiber k/,
welches m(A) = 0 erfiillt.
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5.2.3 Reelle Normalform
5.2.4 Obere Hessenberg-Form

5.3 Funktionen einer Matrix

Eine zentrale Motivation in der Entwicklung der Eigenwerttheorie war das Bestreben, Potenzen
AF auch fiir grosse k effizient zu berechnen. Mit der Jordan-Normalform ist dies auch gelungen,
wenigstens iiber einem Korper, in dem das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Die
Berechnung von Potenzen war aber nur der erste Schritt, das Ziel in diesem Abschnitt ist, f(A) fiir
eine geniigend grosse Klasse von Funktionen f berechnen zu konnen.

5.3.1 Polynom-Funktionen

In diesem Abschnitt ist B € M,,(k) und k’ D k ein Korper, iiber dem das charakteristische Polynome
X4(x) in Linearfaktoren

Xa(x) = (4 = 0" (=)™ - (A =)™

zerfallt.
Fiir jedes beliebige Polynome p(X) € k[X] der Form

P(X) = Clan + an_])(rk1 +...a1x+ ag

kann man auch
P(A) = anAn + an_lAn_l + ... alA + CloE

berechnen. In der Jordan-Normalform kénnen die Potenzen A* leicht zusammengstellt werden, so-
bald man die Potenzen von Jordan-Blécken berechnet hat.

Satz 5.23. Die k-te Potenz von J,(Q) ist die Matrix mit

Ak (1;) FLS (lzc) k2 (l3c) A3 (nfl) Akt
0 /lk (T)/lkfl (15)/11(72 . (’152)/1k711+2

Lk={0 0 A (At () (5.7)
0 0 O 0 Ak

mit den Matrixelementen .
(D) = ( . .)A"-f'”.
j—i
Die Binomialkoeffizienten verschwinden fiir j < iund j > i+ k.

Beweis. Die Herkunft der Binomialkoeflizienten wird klar, wenn man
J.(1)=AE + N,
schreibt, wobei N, die Matrix (5.3)) ist. Die Potenzen von N, haben die Matrix-Elemente

1 j-i=k

0 sonst,

(NEYij = 6ijox = {
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sie haben also Einsen genau dort, wo in der die Potenz A¥ steht. Die kz-te Potenz von J,(1) kann
dann mit dem binomischen Satz berechnet werden:

k
VIOEDY (];)AZN,’;",
=0

dies ist genau die Form (5.3.1). mi

Wir haben bereits gesehen, dass y4(A) = 0, ersetzt man also das Polynom p(X) durch p(X) +
xa(X), dann @ndert sich am Wert

(P +xa)(A) = p(A) + xa(A) = p(A)

nichts. Man kann also nicht erwarten, dass verschiedene Polynome p(X) zu verschiedenen Matrizen
p(A) filhren. Doch welche Unterschiede zwischen Polynomen wirken sich genau aus?

Satz 5.24. Fiir zwei Polynome p(X) und q(X) ist genau dann p(A) = g(A), wenn das Minimalpoly-
nom von A die Differenz p — q teilt.

Beweis. Wenn p(A) = q(A), dann ist i(X) = p(X)—¢q(X) ein Polynom mit h(A) = 0, daher muss h(X)
vom Minimalpolynom geteilt werden. Ist andererseits p(X)—g(X) = m(X)#(X), dann ist p(A)—q(A) =
m(A)t(A) = 0-1(A) = 0, also p(A) = q(A). ]

Uber einem Korper k’ O k, iiber dem das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt,
kann man das Minimalpolynom aus der Jordanschen Normalform ableiten. Es ist

mX) = (4 = X)" (= X)" ... (2, - X)P,
wobei ¢; die Dimension des grossten Jordan-Blocks ist, der in der Jordan-Normalform vorkommt.

Zwei Polynome p;(X) und p,(X) haben genau dann den gleichen Wert, wenn die Differenz p(X) —
p2(X) genau die Nullstellen 4, ..., 4, mit Vielfachheiten ¢, ..., g, hat.

1 9 -4
A=|-1 3 0
-2 0 3

xa(x) = =X +7x% = 16x + 12 = —(x = 3)(x — 2)°.

Beispiel. Wir betrachten die Matrix

mit dem charakteristischen Polynom

Daraus kann man bereits ablesen, dass das Minimalpolynom m(X) von A entweder (X—2)(X—3) oder
(X—2)%(X-3) ist. Es geniigt also nachzupriifen, ob p(A) = 0 fiir das Polynom p(X) = (X-2)(X-3) =
X? — 5X + 6 ist. Tatséchlich sind die Potenzen von A:

0 36 -16 -4 108 -48
A’=|-4 0 4 |, Ad=|-12 =36 28
-8 -18 17 -24 -126 83
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und daraus kann man jetzt P(A) berechnen:

1 9 —4) (1 0 0y (1 -9 4} (1
-1 3 0]+6[0 1 0]:[1 -9 4]:[1](1 -9 4) (5.8)
2 2

0 36 -l16
-5
-2 0 3 0 0 1 -18 8

pA)=|-4 0 4
-8 -18 17

Also ist tatsichlich (X — 2)*(X — 3) das Minimalpolynom.

Das Quadrat des Polynoms p(X) ist p(X)> = (X — 2)*(X — 3)?, es hat das Minimalpolynom als
Teiler, also muss p(A)?> = 0 sein. Die Gleichung (5.8) erméglicht, das Quaddrat p(A)? leichter zu
berechnen:

o I [ O

=0
wie zu erwarten war.

Wenn sich zwei Polynome nur um das charakteristische Polynom unterscheiden, dann haben
sie den gleichen Wert auf A. Das Polynom p;(X) = X? unterschiedet sich vom Polynom p,(X) =
7X? - 16X + 12 um das charakteristische Polynom, welches wir bereits als das Minimalpolynom von
A erkannt haben. Die dritte Potenz A® von A muss sich daher auch mit p,(X) berechnen lassen:

0 36 -16 1 9 —4 1 0 0 —4 108 -48
71-4 0 4 |-16]-1 3 0 [|+12]/0 1 o|=|-12 =36 28|=A% O

-8 -18 17 -2 0 3 0 0 1 -24 -126 83

Satz 5.25. Wenn A diagonalisierbar ist iiber einem geeignet erweiterten Korper k!, dann haben
zwei Polynome p(X) und q(X) in k[X] genau dann den gleichen Wert auf A, also p(A) = q(A), wenn
p(A) = q(A) fiir alle Eigenwerte A von A.

Uber dem Korper der komplexen Zahlen ist die Bedingung, dass die Differenz d(X) = p(X) —
p2(X) vom Minimalpolynom geteilt werden muss, gleichbedeutend damit, dass p;(X) und p,(X) den
gleichen Wert und gleiche Ableitungen bis zur Ordnung g; — 1 haben in allen Eigenwerten A;, wobei
g; der Exponent von A; — X im Minimalpolynom von A ist.

Das Beispiel illustriert auch noch ein weiteres wichtiges Prinzip. Schreiben wir das Minimalpo-
lynom von A in der Form

m(X) = Xk + ak,le_l +---+ a1 X + ag,
dann kann man wegen m(A) = 0 die Potenzen A’ mit i > k mit der Rekursionsformel
Al = ATRAR = AR~ AR 4+ @A + agE)

in einer Linearkombination kleinerer Potenzen reduzieren. Jedes Polynom vom Grad > k kann also
reduizert werden in ein Polynom vom Grad < k mit dem gleichen Wert auf A.

Satz 5.26. Sei A eine Matrix iiber k mit Minimalpolynom m(X). Zu jedem p(X) € k[X] gibt es ein
Polynom q(X) € k[X] vom Grad deg q < degm mit p(A) = q(A).
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5.3.2 Approximation von f(A)

Die Quadratwurzelfunktion x +— +/x lisst sich nicht durch ein Polynom darstellen, es gibt also
keine direkte Moglichkeit, VA fiir eine beliebige Matrix zu definieren. Wir konnen versuchen, die
Funktion durch ein Polynom zu approximieren. Damit dies geht, miissen wir folgende zwei Fragen
kldren:

1. Wie misst man, ob ein Polynom eine Funktion gut approximiert?
2. Was bedeutet es genau, dass zwei Matrizen “nahe beeinander” sind?

3. In welchem Sinne miissen Polynome “nahe” beeinander sein, damit auch die Werte auf A nahe
beeinander sind.

Wir wissen bereits, dass nur die Werte und gewisse Ableitungen des Polynoms p(X) in den Ei-
genwerten einen Einfluss auf p(A) haben. Es geniigt also, Approximationspolynome zu verwenden,
welche in der Néhe der Eigenwerte “gut genug” approximieren. Solche Polynome gibt es dank dem
Satz von Stone-Weierstrass immer:

Satz 5.27 (Stone-Weierstrass). Ist I C R kompakt, dann lisst sich jede stetige Funktion durch eine
Folge p,(x) beliebig genau approximieren.

Wir haben schon gezeigt, dass es dabei auf die hoheren Potenzen gar nicht ankommt, nach
Satz [5.26] kann man ein approximierendes Polynom immer durch ein Polynom von kleinerem Grad
als das Minimalpolynom ersetzen.

Definition 5.28. Die Norm einer Matrix M ist
[IM|| = max{[Mx||x € R" A |x| = 1}.
Fiir einen Vektor x € R" gilt |[Mx| < ||M|| - |x|.

Beispiel. Die Matrix

0 2
3 0
hat Norm
1
[IM]|] = max [Mx| = max \/22 cos?t+ — sinz = 2.
Ix=1 teR 32
Da aber
2
2 9 2
2 _ |3 2= Z
M (0 g) = M =3

ist, wird eine Iteration mit Ableitungsmatrix M trotzdem konvergieren, weil der Fehler nach jedem
zweiten Schritt um den Faktor % kleiner geworden ist. O

Beispiel. Wir berechnen die Norm eines Jordan-Blocks.

O
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5.3.3 Potenzreihen

Dies fiihrt uns auf die Grosse 1
(M) = lim sup ||M"||». (5.9

Ist (M) > 1, dann gibt es Anfangsvektoren v fiir die Iteration, fiir die M*v iiber alle Grenzen wiichst.
Ist #(M) < 1, dann wird jeder Anfangsvektor v zu einer Iterationsfolge M*v fiihren, die gegen 0
konvergiert. Die Kennzahl (M) erlaubt also zu entscheiden, ob ein Iterationsverfahren konvergent
ist.

Die Berechnung von n(M) als Grenzwert ist sehr unhandlich. Viel einfacher ist der Begriff des
Spektralradius.

Definition 5.29. Der Spektralradius der Matrix M ist der Betrag des betragsgrissten Eigenwertes.

5.3.4 Gelfand-Radius und Eigenwerte

In Abschnitt ?? ist der Gelfand-Radius mit Hilfe eines Grenzwertes definiert worden. Nur dieser
Grenzwert ist in der Lage, iiber die Konvergenz eines Iterationsverfahrens Auskunft zu geben. Der
Grenzwert ist aber sehr mithsam zu berechnen. Es wurde angedeutet, dass der Gelfand-Radius mit
dem Spektralradius iibereinstimmt, dem Betrag des betragsgrossten Eigenwertes. Dies hat uns ein
vergleichsweise einfach auszuwertendes Konvergenzkriterium geliefert. In diesem Abschnitt soll
diese Identitét zunédchst an Spezialfillen und spéter ganz allgemein gezeigt werden.

Spezialfall: Diagonalisierbare Matrizen

Ist eine Matrix A diagonalisierbar, dann kann Sie durch eine Wahl einer geeigneten Basis in Diago-
nalform

4 0 ... 0
0 A ... 0
A= .
0 0 ... A

gebracht werden, wobei die Eigenwerte A; moglicherweise auch komplex sein konnen. Die Bezeich-
nungen sollen so gewihlt sein, dass A; der betragsgrosste Eigenwert ist, dass also

|/11| = M-Zl 22 Mnl-

Wir nehmen fiir die folgende, einfithrende Diskussion ausserdem an, dass sogar [4;| > |1,| gilt.

Unter den genannten Voraussetzungen kann man jetzt den Gelfand-Radius von A berechnen.
Dazu muss man |A™v| fiir einen beliebigen Vektor v und fiir beliebiges n berechnen. Der Vektor v
lasst sich in der Eigenbasis von A zerlegen, also als Summe

vVv=vi+vy+---+vy,

schreiben, wobei v; Eigenvektoren zum Eigenwert A; sind oder Nullvektoren. Die Anwendung von
AF ergibt dann
ARy = A"vl +Akv2 + .- +Akv,, = /l]]‘vl + /lévz +-0 4 /l’,‘lvn.

Fiir den Grenzwert braucht man die Norm von A*v, also

ARV = |8y + Bva + -+ + 2305

118



Eigenwerte und Eigenvektoren Funktionen einer Matrix

|A%v| . (ﬁz )" R (ﬂn )"
—_— =y — | Vv cee p— vn
S ERVIVAS A

Da alle Quotienten [4;/4;| < 1 sind fiir i > 2, konvergieren alle Terme auf der rechten Seite von
(5.10) ausser dem ersten gegen 0. Folglich ist

. (5.10)

L
|A"v] ARV

= |vy] = lim

. 1
im —~= = lim |vq|* = 1.
k—o0 |/11| k—o0 |/]1| k—o0

Dies gilt fiir alle Vektoren v, fiir die v; # 0 ist. Der maximale Wert dafiir wird erreicht, wenn man
fiir v einen Eigenvektor der Linge 1 zum Eigenwert A, einsetzt, dann ist v = v;. Es folgt dann

x(A) = lim JAN]1F = lim A = 141] = o(A).
Damit ist gezeigt, dass im Spezialfall einer diagonalisierbaren Matrix der Gelfand-Radius tatsdchlich
der Betrag des betragsgrossten Eigenwertes ist.

Blockmatrizen

Wir betrachten jetzt eine (n + m) X (n + m)-Blockmatrix der Form

B O
A:(O C) .11

mit einer n X n-Matrix B und einer m X m-Matrix C. Ihre Potenzen haben ebenfalls Blockform:

B 0
k _
A ‘(o ck)'

Ein Vektor v kann in die zwei Summanden v, bestehen aus den ersten n Komponenten und v, beste-
hen aus den letzten m Komponenten zerlegen. Dann ist

Ay =B+ Chvy = AN <IBY+ CRal < m(BYH i | + m(C)fval.
Insbesondere haben wir das folgende Lemma gezeigt:

Lemma 5.30. Eine diagonale Blockmatrix A (5.11) Blécken B und C hat Gelfand-Radius
n(A) = max(n(B), n(C))

Selbstverstindlich ldsst sich das Lemma auf Blockmatrizen mit beliebig vielen diagonalen B16-
cken verallgemeinern.

Fiir Diagonalmatrizen der genannten Art sind aber auch die Eigenwerte leicht zu bestimmen.
Hat B die Eigenwerte /lf.B "mit 1 <i < nund C die Eigenwerte /lg.c) mit 1 < j < m, dann ist das
charakteristische Polynom der Blockmatrix A natiirlich

xa() = x(Dxc(d),

woraus folgt, dass die Eigenwerte von A die Vereinigung der Eigenwerte von B und C sind. Daher
gilt auch fiir die Spektralradius die Formel

0(A) = max(o(B),o(C)).
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Jordan-Blocke
Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar, die bekanntesten Beispiele sind die Matrizen

A1
A1
T = v Rt (5.12)

A1

A

wobei 4 € C eine beliebige komplexe Zahl ist. Wir nennen diese Matrizen Jordan-Matrizen. Es
ist klar, dass J,(1) nur den n-fachen Eigenwert A hat und dass der erste Standardbasisvektor ein
Eigenvektor zu diesem Eigenwert ist.

In der linearen Algebra lernt man, dass jede Matrix durch Wahl einer geeigneten Basis als Block-
matrix der Form

Ju) 0 ... 0
0 0 ... I,

geschrieben werden kamﬂ Die fritheren Beobachtungen iiber den Spektralradius und den Gelfand-
Radius von Blockmatrizen zeigen uns daher, dass nur gezeigt werden muss, dass nur die Gleichheit
des Gelfand-Radius und des Spektral-Radius von Jordan-Blocken gezeigt werden muss.

Iterationsfolgen

Satz 5.31. Sei A eine n X n-Matrix mit Spektralradius o(A). Dann ist o(A) < 1 genau dann, wenn

lim A% = 0.

k—00
Ist andererseits o(A) > 1, dann ist

lim [|A¥]| = oo.
k—o0

Beweis. Wie bereits angedeutet reicht es, diese Aussagen fiir einen einzelnen Jordan-Block mit Ei-
genwert A zu beweisen. Die k-te Potenz von J,, (1) ist

/lk (/1<>/lk71 (];)/1](72 . (nf])/lkﬂﬁl

0o A (o (o )r
Jn(},)k =10 0 pL . (nfi+3)/1k_n+3 )

0 0 0 .. Pl

Falls || < 1 ist, gehen alle Potenzen von A exponentiell schnell gegen 0, wihrend die Binomialko-
effizienten nur polynomiell schnell anwachsen. In diesem Fall folgt also J,,(1) — 0.

Falls 1| > 1 divergieren bereits die Elemente auf der Diagonalen, also ist ||J,(1)f|| — oo mit
welcher Norm auch immer man man die Matrix misst. O

!'Sofern die Matrix komplexe Eigenwerte hat muss man auch komplexe Basisvektoren zulassen.
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Aus dem Beweis kann man noch mehr ablesen. Fiir o(A) < 1 ist die Norm |A%]| < MQ(A)k fiir
eine geeignete Konstante M, fiir o(A) > 1 gibt es eine Konstante m mit ||A¥|| > mo(A)*.

Der Satz von Gelfand

Der Satz von Gelfand ergibt sich jetzt als direkte Folge aus dem Satz[5.31]

Satz 5.32 (Gelfand). Fiir jede komplexe n X n-Matrix A gilt
x(A) = lim AY]1F = o(A).

Beweis. Der Satz zeigt, dass der Spektralradius ein scharfes Kriterium dafiir ist, ob |JA¥|| gegen
0 oder oo konvergiert. Andererseits dndert ein Faktor ¢ in der Matrix A den Spektralradius ebenfalls
um den gleichen Faktor, also o(tA) = to(A). Natiirlich gilt auch

x(1A) = lim AN = lim HIAN|E =1 lim A% = tr(A).

Wir betrachten jetzt die Matrix

A®) = e
Der Spektralradius von A(g) ist
_ o)
o) = o,

er ist also > 1 fiir negatives € und < 1 fiir positives &. Aus dem Satz [5.31]liest man daher ab, dass
lA(e)¥|| genau dann gegen O konvergiert, wenn & > 0 ist und divergiert genau dann, wenn & < 0 ist.

Aus der Bemerkung nach dem Beweis von Satz @] schliesst man daher, dass es im Fall € > 0
eine Konstante M gibt mit

4@ < Mo(A@©) = IA@!IF < MFo(A(e))

= n(4) < o(A()) lim M f = 0(A(e)) = 0(A) + &.

1

Dies gilt fiir beliebige € > 0, es folgt daher 7(A) < o(A).
Andererseits gibt es fiir £ < 0 eine Konstante m mit
IAE)I = mo(Ae)* = JAENIF = mio(A(e))
= 7(A) = o(A(e)) klim mt = o(A(e)) = 0(A) +e.
—00 1
Dies gilt fiir beliebige € > 0, es folgt daher 7(A) > o(A). Zusammen mit 7(A) < o(A) folgt 7(A) =
o(A). i
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5.4 Numerische Verfahren zur Eigenwertbestimmung
5.5 Spektraltheorie

Ubungsaufgaben

5.1. Verwenden Sie die Matrixdarstellung komplexer Zahlen, um i zu berechnen.
Hinweis. Verwenden Sie die eulersche Formel um log J zu bestimmen.

Losung. Wir berechnen J7 mit Hilfe des Logarithmus als J/ = exp(J log J). Zunichst erinnern wir
an die Eulersche Formel

) thk L t2i(—1)i © t2i+1(_1)i .
exth=Z—=Z 20 'E+;W'J=COSI'E+SH’U'J.

Daraus liest man ab, dass
cost —sint
log( . ) =tJ
sint cost
gilt. Fiir die Matrix J heisst das

cos3 —sinj

0 -1 bg
_ _ 2 -z
J = (1 0 ) = (sing cos T ) = logJ = 2J. (5.13)

Als ndchstes miissen wir J log J berechnen. Aus (5.13) folgt

Jlogs=J-27=-2.E
ogJ=J-=J=-="-E.
g 2 2

Darauf ist die Exponentialreihe auszuwerten, also

J' = exp(JlogJ) = exp(—;—rE) = exp( o -

IR
oy &
=
1l
—_—
)
(e) |
[STE]
o
| O
[STE]
<
Il
N
v
|

Als komplexe Zahlen ausgedriickt folgt also i’ = e77. O

5.2. Seien z und w komplexe Zahlen derart, dass z = €", d. h. w ist ein Wert des Logarithmus von z.
Zeigen Sie, dass die Zahlen w + 2mik fiir k € Z ebenfalls Logarithmen von z sind. Dies zeigt, dass
eine komlexe Zahl unendlich viele verschiedene Logarithmen haben kann, die Logarithmusfunktion
ist im Komplexen nicht eindeutig.

Losung. Aus der Eulerschen Formel folgt

ek = oW . 27K = oW (cos 27tk +i sin 27k) = " = z. O
——— ———
=1 =0
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5.3. Finden Sie eine Basis von Q* derart, dass die Matrix A

-13 5 -29 29
=27 11 =51 51
A= -3 1 -2 5
-6 2 -10 13

Jordansche Normalform hat.

Losung. Zunichst muss man die Eigenwerte finden. Dazu kann man das charakteristische Polynom
berechnen, man findet nach einiger Rechnung oder mit Hilfe einer Software fiir symbolische Rech-
nung:

xa) = x* —9x° +30x% —44x +24 = (x = 3)}(x - 2),

Eigenwerte sind also 4 = 3 und 4 = 2.
Der Eigenwert A = 2 ist ein einfacher Eigenwert, der zugehdrige Eigenraum ist daher eindimen-
sional. Ein Eigenvektor kann mit Hilfe des linearen Gleichungssystems

-13-2 5 -29 29 -16 5 -29 29 1 0 0 O
=27 11-a2 -5l 51 -27 8 =51 51 01 0 O
-3 1 -2-2 5 -3 1 -5 5 0o 0 1 -1
-6 2 -10 13-2 -6 2 -10 10 0 0 0 O
gefunden werden. Daraus liest man den Eigenvektor
0 -13 5 =29 29)(0 0
0 =27 11 =51 51}{|0 0
b=l A=l 0 s || Ts T
1 -6 2 -10 13/\1 3

ab. Diesen Vektor konnen wir auch finden, indem wir J(A — eE) bestimmen. Die vierte Potenz von
A — 2F ist

0 00 O
a4 |00 0 0
(A-2E)" = 00 2 -1l (5.14)
0 0 2 -1
der zugehorige Bildraum ist wieder aufgespannt von b .
Aus (5.14) kann man aber auch eine Basis
1 0 0
0 1 0
b2 - O > b3 - O > b4 - ]
0 0 2

fiir den Kern K'(A — 2E) ablesen. Da A = 2 der einzige andere Eigenwert ist, muss K(A — 2E) =
J (A - 3E) sein. Dies lasst sich tiberpriifen, indem wir die vierte Potenz von A — 2F berechnen, sie
ist

79 =26 152 -152
s 162 =53 312 -312
(A-2E) = 12 -4 23 -23
24 -8 46 —46
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Die Spaltenvektoren lassen sich alle durch die Vektoren b,, b3 und b4 ausdriicken, also ist J(A —
2E) = (b2, b3, bs).

Indem die Vektoren b; als Spalten in eine Matrix T schreibt, kann man jetzt berechnen, wie die
Matrix der linearen Abbildung in dieser neuen Basis aussieht, es ist

3 0 0 O
0]-13 5 29
0(-27 11 51}V
0 -3 1 8

A" =T AT

wir haben also tatsichlich die versprochene Blockstruktur.
Der 3 x 3-Block
-13 5 29
A =|-27 11 51

-3 1 8

in der rechten unteren Ecke hat den dreifachen Eigenwert 2, und die Potenzen von A; — 2F sind

-15 5 29 3 -1 -6
A -2E|-27 9 51}, (A) -2E)* =9 -3 -18], (A; —2E)* =0.

-3 1 6 0 0 O

Fiir die Jordan-Normalform brauchen wir einen von 0 verschiedenen Vektor im Kern von (4; —2E)?,
zum Beispiel den Vektor mit den Komponenten 1, 3, 1. Man beachte aber, dass diese Komponenten

jetzt in der neuen Basis by, . .., by zu verstehen sind, d. h. der Vektor, den wir suchen, ist
1
3
c3=b; +3by + b3 = 1l
2
Jetzt berechnen wir die Bilder von ¢3 unter A — 2E:
29 -6
R |18
Cy = 61 1= W E
12 0

Die Basis by, ¢y, ¢, 3 ist also eine Basis, in der die Matrix A Jordansche Normalform annimmt.
Die Umrechnung der Matrix A in die Basis {by, ¢}, ¢3, ¢3} kann mit der Matrix

0 -6 29 1 0 0 432 =216
T - 0 -18 51 3 _1_L 33 -23  -36 36
1 o 6 1| I "216| 18 -6 0 0
1 0 12 2 -108 36 -216 216
erfolgen und ergibt die Jordansche Normalform
3000
, 10 2 1 0
A=lo 0 2 1
0 0 0 2
wie erwartet. O
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Kapitel 6

Permutationen

Die Berechnung der Determinante einer Matrix macht ausgedehnten Gebrauch von der Tatsache,
dass die Vertauschung von zwei Zeilen oder Spalten das Vorzeichen des Wertes der Determinan-
ten dreht. In diesem Kapitel sollen die Permutationen der Zeilen abstrakt untersucht werden. Wir
erhalten so eine abstrakte Permutationsgruppe. Ihre Elemente lassen sich auch durch spezielle Ma-
trizen beschreiben, eine Darstellung dieser Gruppe, die auch unmittelbar zu einer Formel fiir die
Determinante einer Matrix fiihrt.

6.1 Permutationen einer endlichen Menge

Eine endliche Anzahl n von Objekten konnen auf n! Arten angeordnet werden. Als Objektmenge
nehmen wir [n] = {1,...,n}. Die Operation, die die Objekte in eine bestimmte Reihenfolge bringt,
ist eine Abbildung o : [n] — [n]. Eine Permutation ist eine umkehrbare Abbildung [n] — [n]. Die
Menge S, aller umkehrbaren Abbildungen [n] — [n] mit der Verkniipfung von Abbildungen als
Operation heisst die die symmetrische Gruppe. Die identische Abbildung o(x) = x ist das neutrale
Element der Gruppe S ,, und wir auch mit e bezeichnet.

6.1.1 Permutationen als 2 X n-Matrizen

Eine Permutation kann als 2 X n-Matrix geschrieben werden:

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6
21 3 5 6 4
Das neutrale Element hat die Matrix

(1 2 3 4 5 6
=1 2 3 45 6
aus zwel identischen Zeilen.

Die Verkniipfung zweier solcher Permutationen kann leicht graphisch dargestellt werden: dazu
werden die beiden Permutationen untereinander geschrieben und Spalten der zweiten Permutation in
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der Reihen folge der Zahlen in der zweiten Zeile der ersten Permutation angeordnet. Die zusammen-
gesetzte Permutation kann dann in der zweiten Zeile der zweiten Permutation abgelesen werden:

(1 23 456 1 23 456

91721 3 5 6 4 21356 4 (123456)
0201 =

(1 2 3 4 5 6 2 1 35 6 4 435126

92713 4 5 6 1 2 435126

Die Inverse einer Permutation kann erhalten werden, indem die beiden Zeilen vertauscht werden und
dann die Spalten wieder so angeordnet werden, dass die Zahlen in der ersten Zeile ansteigend sind:

(1 23 456 N L 21356 4 (123456
721 3 5 6 4 Tl 23 45 6)/721 3 6 4 5/

6.1.2 Zyklenzerlegung

Eine Permutation o € §, kann auch mit sogenanten Zyklenzerlegung analysiert werden. Zum Bei-
spiel:

1 5 4

(123 456 ~
=21 3 5 6 4 - O
5 6
2

Definition 6.1. Ein Zyklus Z ist eine unter o invariante Teilmenge von [n] minimaler Grosse. Die
Zyklenzerlegung ist eine Zerlegung von [n] in Zyklen

[n] = UL, Z,
wobei jede Menge Z; ein Zyklus ist.
Der folgende Algorithmus findet die Zyklenzerlegung einer Permutation.
Satz 6.2. Sei o € S, eine Permutation. Der folgende Algorithmus findet die Zyklenzerlegung von o:
1. i=1

2. Wiihle das erste noch nicht verwendete Element

5 = min([n] \ Uz,-)

Jj<i
3. Bestimme alle Elemente, die aus s; durch Anwendung von o entstehen:
Zi = {5, 0(51), 0(0(5)), . .. } = (0¥ (s:) | k > O}

4. Falls j<; Z; # [n], erhohe i um 1 und fahre weiter bei 2.

Mit Hilfe der Zyklenzerlegung von o lassen sich auch gewisse Eigenschaften von o ableiten. Sei
also [n] = Z, U--- U Z; die Zyklenzerlegung. Fiir jedes Element x € S; gilt o5/!(x) = x. Die kleinste
Zahl m, fiir die 0™ = e ist, das kleinste gemeinsame Vielfache der Zyklenlidngen:

m =kgV(Zil,|Z,l, . .., |Z).
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6.1.3 Konjugierte Elemente in S,

Zwei Elemente g, g» € G einer Gruppe heissen konjugiert, wenn es ein Element ¢ € G gibt derart,
dass cgic™' = go. Bei Matrizen hat dies bedeutet, dass die beiden Matrizen durch Basiswechsel
auseinander hervorgehen. Dasselbe lésst sich auch im Kontext der symmetrischen Gruppe sagen.

Seien o und o, zwei konjugierte Permutationen in S ,,. Es gibt also eine Permutation y € §,
derart, dass oy = yo,y~! oder y~"'oy = 0. Dann gilt auch fiir die Potenzen

ot = yoky ™. (6.1)

Ist Z; ein Zyklus von 0, und x € Z;, dann ist Z; = {x, 02(x), o-%(x), ... }. Die Menge y(Z;) besteht dann
aus dem Elementen y(Z;) = {y(x), ¥(c2(x)), ¥(03(x)), ... }. Aus der Formel (6-I) folgt oty = yo?,
also

Y(Z) = (), o1 (y(x), T (y(¥)), .- ),

Also ist y(Z;) ein Zyklus von o-;. Die Permutation 7y bildet also Zyklen von o, auf Zyklen von o
ab. Es folgt daher der folgende Satz:

Satz 6.3. Sind 01,05 € S, konjugiert oy = yo,y~" mitdemy € S,. Wenn Z,, .. ., Z; die Zyklen von
o sind, dann sind y(Z,), . . .,y(Zy) die Zyklen von .

Die Zyklenzerlegung kann mit der Jordan-Normalform ?? einer Matrix verglichen werden. Durch
einen Basiswechsel, welcher durch eine “Konjugation” von Matrizen ausgedriickt wir, kann die Ma-
trix in eine besonders iibersichtliche Form gebracht werden. Wenn o die Zyklenzerlegung Z,, . . ., Z;
mit Zyklenldngen /; = |Z;|, dann kann man die Menge [n] wie folgt in Teilmengen

X; l]+°"+l,'_1+1,...,l]+"'+l,‘}
Xy={Lh+---+L1+1,...n}

zerlegen. Sei 0, die Permutation, die in jeder der Mengen X; durch zyklische Vertauschung der
Elemente wirkt. Indem man die Elemente von Z; in der Reihenfolge, in der sie durch o erreicht

werden, auf die Elemente X; abbildet, findet man eine Permutation, die Zyklen von o in Zyklen
von o, tiberfiihrt.

Satz 6.4. Wenn zwei Elemente 01,0, € S,, Zyklenzerlegungen mit den gleichen Zyklenlingen haben,
dann sind sie konjugiert.

Ein Element o € S, ist also bis auf eine Permutation vollstindig durch die Linge der Zyklen
von o charakterisiert.

6.2 Permutationen und Transpositionen
Im vorangegangenen Abschnitt haben wir Permutationen durch die Zyklenzerlegung charakterisiert.
Es zeigt sich aber, dass sich eine Permutation in noch elementarere Bausteine zerlegen lésst, die

Transpositionen.
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Definition 6.5. Einen Transposition T € S, ist ein Permutation, die genau zwei Elemente vertauscht.
Die Transposition t;; ist definiert durch

i x=j
Tij(x) =47J x=1i
X sonst.

Eine Transposition hat genau einen Zyklus der Linge 2, alle anderen Zyklen haben die Linge 1.

6.2.1 Zyklus und Permutationen aus Transpositionen

Sei o die zyklische Vertauschung der Elemente 1, ...,k € [n], also die Permutation, die | — 2 —
3—.-->k-2—>k-1—k— 1abbildet. Dieser Zyklus lisst sich wie folgt aus Transpositionen
zusammensetzen:

1 2 3 k=3 k-2 k-1 k

T34

123

712

Es ist also
O = T12T23T34 - - Th=3k-2Tk-2k—1Tk—1 k-

Satz 6.6. Jede Permutation o € S, ldsst sich als ein Produkt von Transpositionen schreiben. Jeder
Zyklus der Lange k ldsst sich aus k— 1 Transpositionen zusammensetzen. Eine Permutation mit einer
Zerlegung in Zyklen der Lingen 1y, . ..,l, kann als Produkt von ly + --- + l, — p Transpositionen
geschrieben werden.

6.2.2 Signum einer Permutation

Die Anzahl Transpositionen, die benotigt werden, um eine Permutation zu beschreiben, ist nicht fest.
Wenn o mit k Transpositionen geschrieben werden kann und 7 mit /, dann hat yoy~' die gleiche
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Zyklenzerlegung, kann aber mit k + 2/ Transpositionen geschrieben werden. Die Anzahl Transposi-
tionen, die zur Darstellung einer Permutation notig ist, dndert sich aber immer nur um eine gerade
Zahl. Die Anzahl ist also keine Invariante einer Permutation, aber ob die Anzahl gerade ist oder
nicht, ist sehr wohl eine charkterisierende Eigenschaft einer Permutation.

Definition 6.7. Das Vorzeichen oder Signum einer Permutation o ist die Zahl sgn(c) = (—1)X, wenn
o als Produkt von k Transpositionen geschrieben werden kann.

Die inverse Permutation o' hat das gleiche Signum wie o. Wenn nidmlich o = 7175... 7
geschrieben werden kann, dann ist o~ = 1,... 1571, sowohl o wie o-~! konnen also mit der gleichen
Zahl von Transpositionen geschrieben werden, sie haben also auch das gleiche Vorzeichen.

Die Abbildung S, — {+}, die einer Permutation das Signum zuordnet, ist ein Homomorphismus
von Gruppen, d. h.

sgn(o102) = sgn(o1) sgn(oz)

da ganz offensichtlich oj0, mit k; + k, Transpositionen geschrieben kann, wenn o-; mit k; Transpo-
sitionen geschrieben werden kann.

Das Signum definiert in der symmetrischen Gruppe eine Teilmenge bestehnd aus den Permuta-
tionen mit Signum +1.

Definition 6.8. Die Teilmenge
A, ={oceS,|sgno)=1}CS,.

heisst die alternierende Gruppe der Ordnung n Die Elemente von A, heissen auch die geraden Per-
mutationen, die Elemente von S, \ A, heissen auch die ungeraden Permutationen.

Die alternierende Gruppe A, ist tatsichlich eine Untergruppe. Zunichst ist sign(e) = (-=1)° =
1, also ist e € A,. Es wurde schon gezeigt, dass mit jedem Element o € A, auch das inverse
Element o~! € A, ist. Es muss aber noch sichergestellt werden, dass das Produkt von zwei geraden
Transpositionen wieder gerade ist:

01,00 €A, = sign(o}) = sign(o,) = 1

= sign(o0p) =sign(oy)sign(or) =1-1=1 = o0, €A,.

Damit ist gezeigt, dass die alternierende Gruppe A,, ein Untergruppe von S, ist.

6.3 Permutationsmatrizen

Die Eigenschaft, dass eine Vertauschung das Vorzeichen kehrt, ist eine wohlebekannte Eigenschaft
der Determinanten. In diesem Abschnitt soll daher eine Darstellung von Permutationen als Matrizen
gezeigt werden und die Verbindung zwischen dem Vorzeichen einer Permutation und der Determi-
nanten hergestellt werden.
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6.3.1 Matrizen

Gegeben sei jetzt eine Permutation oo € S,. Aus o lédsst sich eine lineare Abbildung k* — k”
konstruieren, die die Standardbasisvektoren permutiert, also

ey = 80—(1)

€ = €4(2)
fr K" k"
€y > Er(n)
Die Matrix P, der linearen Abbildung f;; hat in Spalte i genau eine 1 in der Zeile o (i), also
(Po)ij = 0oy

Beispiel. Die zur Permutation

1 2 3 4 5 6
21 3 5 6 4
gehorige lineare Abbildung f, hat die Matrix
01 0 0 0O
1 000 0O
001 00O
A4 =l0 000 0 1 O

00 01 O00O0
00 0O0T1QO

Definition 6.9. Eine Permutationsmatrix ist eine Matrix P € M, (k) derart, die in jeder Zeile und
Spalte genau eine 1 enthalten ist, wihrend alle anderen Matrixelemente O sind.

Es ist klar, dass aus einer Permutationsmatrix auch die Permutation der Standardbasisvektoren
abgelesen werden kann. Die Verkniipfung von Permutationen wird zur Matrixmultiplikation von
Permutationsmatrizen, die Zuordnung o — P, ist also ein Homomorphismus S, — M, (k"), es ist
Pyioy = Py Py,

6.3.2 Transpositionen

Transpositionen sind Permutationen, die genau zwei Elemente von [n] vertauschen. Wir ermitteln
jetzt die Permutationsmatrix der Transposition 7 = 7;

1

P, =
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Die Permutation o mit dem Zyklus 1 -2 — --- - [ -1 — [ — 1 der Linge / kann aus aufein-
anderfolgenden Transpositionen zusammengesetzt werden, die zugehorigen Permutationsmatrizen
sind

P(T = PTIZPTZS P734 ttt PT[*Z.I*] PTI*I,I
0100 1000 1000
1000 0010 0100
_lo o1 0 0100 000 1
000 1 000 1 0010
0010 1000
1000 0100
_lo 10 0 000 1
000 1 0010
000 1
1000
_lo 10 0
0010
0000 0 1
1000 00
0100 00
=lo 0 1 0 00
0000 10

6.3.3 Determinante und Vorzeichen

Die Transpositionen haben Permutationsmatrizen, die aus der Einheitsmatrix entstehen, indem genau
zwei Zeilen vertauscht werden. Die Determinante einer solchen Permutationsmatrix ist

det P = —detE = —1 = sgn(7).

Nach der Produktregel fiir die Determinante folgt fiir eine Darstellung der Permutation o = 71 ... 7y
als Produkt von Transpositionen, dass

det Py = det P, ...det Py, = (—l)l = sgn(o).

Das Vorzeichen einer Permutation ist also identisch mit der Determinante der zugehdrigen Permuta-
tionsmatrix.

131



Permutationen Ubungsaufgaben

6.4 Determinante

Ubungsaufgaben
6.1. Sind die beiden Permutationen
(1 2 3 4 5 6 7 8 J (1 2 3 4 5 6 7 8
T8 6 57 234 1) "M TR T 56 3412
konjugiert in Sg? Wenn ja, finden Sie eine Permutation y derart, dass yo1y~' = o

Losung. Die Zyklenzerlegungen von o und o, sind

(o] (%)
1 4 2 3 4
8 7 6 5 6
Da die beiden Permutationen die gleiche Zyklenzerlegung haben, miissen sie konjugiert sein. Die

Permutation
(1 23 456 78
Y6 51 48 7 2 3

bildet die Zyklenzerlegung ab, also ist yo;y~! = o,. O

7 2

—_
oo
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Kapitel 7

Matrizengruppen

7.1
7.2
7.3
7.4

Symmetrien
Lie-Gruppen
Lie-Algebren

Homogene Raume
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Kapitel 8

Graphen

Ein Graph ist eine Menge von Knoten, die untereinander mit Kanten verbunden sind. Graphen kon-
nen zum Beispiel verwendet werden um Netzwerke zu beschreiben, aber auch viele andere Daten-
strukturen. Die Knoten konnen einzelne Objekte beschreiben, die Kanten beschreiben dann Bezie-
hungen zwischen diesen Objekten. Graphen haben zwar nur eine eindimensionale Geometrie, sie
konnen aber auch als erste Approximation dreidimensionaler Objekte dienen.

Die Bedeutung des Graphenkozeptes wird unterstrichen von der Vielzahl von Fragestellungen,
die iiber Graphen gestellt, und der zugehoriten Losungsalgorithmen, die zu ihrer Beantwortung ge-
funden worden sind. Die Komplexititstheorie hat sogar gezeigt, dass sich jedes diskrete Problem in
ein Graphenproblem umformulieren ldsst.

Das Problem, einen Stundenplan zu finden, der sicherstellt, dass alle Studierenden jedes Fach
besuchen konnen, fiir die sie sich angemeldet haben, lédsst sich zum Beispiel wie folgt als ein Gra-
phenproblem formulieren. Die Fécher betrachten wir als Knoten des Graphen. Fiir jedes Paar von
Féchern ziehen wir eine Kante des Graphen, wenn sich mindestens ein Studierender fiir beide Fa-
cher angemeldet hat. Die Kante driickt aus, dass die beiden Fécher nicht zur gleichen Zeit geplant
werden diirfen. Das Problem, einen Stundenplan zu finden, besteht jetzt darin, fiir jedes Fach ein Zei-
tintervall zu finden, wihrend dem es durchgefiihrt werden soll. Natiirlich steht nur eine beschrinkte
Anzahl Zeitintervalle zur Verfiigung und benachbarte Knoten diirfen nicht ins gleiche Zeitintervall
geplant werden. Das zugehorige abstrakte Graphenproblem heisst das Farbeproblem: ist es moglich,
mit einer beschrinkten Anzahl von Farben die Knoten des Graphen so einzufidrben, dass benachbarte
Knoten niemals die gleiche Farbe haben.

In diesem Kapitel soll zunéchst gezeigt werden, wie man Graphen mit Hilfe von Matrizen be-
schreiben kann (Abschnitt @ Das Ziel dabei ist natiirlich, die Hilfsmittel der Matrixalgebra zur
Losung von Graphenprobleme hinzuzuziehen. Die spektrale Graphentheorie in Abschnitt [8.2] ver-
wendet die Eigenwerte und Eigenvektoren der zugehorigen Matrix, um Aussagen iiber den Graphen
zu machen. In Abschnitt [8.3] wird gezeigt, wie spektralen Eigenschaften verwendet werden kon-
nen, um eine Art von Wavelets auf einem Graphen zu definieren. Damit ensteht eine fiir gewisse
Anwendungen besonders leistungsfihige Basis zur Beschreibung von Funktionen auf dem Graphen.

8.1 Beschreibung von Graphen mit Matrizen

Ein Graph ist eine Menge von Knoten, die untereinander mit Kanten verbunden sind. Graphen kon-
nen zum Beispiel verwendet werden um Netzwerke zu beschreiben, aber auch viele andere Daten-
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strukturen. Die Knoten konnen einzelne Objekte beschreiben, die Kanten beschreiben dann Bezie-
hungen zwischen diesen Objekten.

8.1.1 Definition von Graphen

In der Einleitung zu diesem Abschnitt wurde bereits eine informelle Beschreibung des Konzeptes
eines Graphen gegeben. Um zu einer Beschreibung mit Hilfe von Matrizen zu kommen, wird ei-
ne exakte Definition benéotigt. Dabei werden sich einige Feinheiten zeigen, die fiir Anwendungen
wichtig sind und sich in Unterschieden in der Definition der zugehorigen Matrix dussern.

Ungerichtete Graphen

Die Grundlage fiir alle Arten von Graphen ist eine Menge V von Knoten, auch Vertices genannt. Die
Unterschiede zeigen sich in der Art und Weise, wie die Knoten mit sogenannten Kanten verbunden
werden. Bei einen ungerichteten Graphen sind die beiden Endpunkte einer Kante gleichwertig, es
gibt keine bevorzugte Reihenfolge oder Richtung der Kante. Eine Kante wird daher vollstindig
spezifiziert, wenn wir die Menge der Endpunkte kennen. Dies fiihrt auf die folgende Definition
eines ungerichteten Graphen.

Definition 8.1. Ein ungerichteter Graph ist eine endliche Menge V von Knoten und eine Menge E
von zweielementigen Teilmengen

E c{{a,b} cV]a+ b}.
Die Elemente von E heissen Kanten (edges).

Man beachte, dass es keine Kante gibt, die einen Knoten a € V mit sich selbst verbindet, da die
zugehorige Menge {a,a} = {a} nicht aus zwei verschiedenen Elementen besteht, wie die Definiti-
on[8.T]dies verlangt.

Ein elektrisches Netzwerk von ohmschen Widerstinden kann mit Hilfe eines ungerichteten Gra-
phen beschrieben werden. Ohmsche Widerstidnde hdngen nicht von der Richtung des Stromflusses
durch die Widerstdnde ab. Will man Spannungen und Strome in einem solchen Netzwerk berech-
nen, ist auch das Fehlen von Schleifen, die von a zu a fiihren, kein Verlust. Die Endpunkte solcher
Widerstidnde wiren immer auf dem gleichen Potential. Folglich wiirde kein Strom fliessen und sie
hitten keinen Einfluss auf das Verhalten des Netzwerkes. Sie konnen einfach weggelassen werden.

Gerichtete Graphen

In vielen Anwendungen sind die Endpunkte einer Kante nicht austauschbar. In einem Strassennetz
sind Einbahnstrassen nicht in beiden Richtungen befahrbar. Anfangs- und Endpunkt einer Kante
miissen in einem solche Graphen unterschieden werden. Eine zweielementige Menge ist daher nicht
mehr eine geeignete Abstraktion fiir die Kante, ein (geordnetes) Paar von Vertizes passt besser.

Definition 8.2. Ein gerichteter Graph ist eine endliche Menge V von Knoten und eine Menge E C
V X V von gerichteten Kanten. Ausserdem gibt es zwei Abbildungen

a:E—>V:(p,q - alp,q)=p
e:E—->V:(p,qg) v elp,q)=q.

Der Knoten a(k) heisst der Anfangspunkt der Kante k € E, e(k) heisst der Endpunkt.
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01 101 3000 0
10110 03000

AG)=|1 1 0 1 0|, DG)=|0 0 3 0 0
01 101 00030
10010 0000 2
1000100
1 100010

BG=[0 1 100 01
0011010
000110 1

Abbildung 8.1: Adjazenz-, Inzidenz- und Gradmatrix eines ungerichteten Graphen mit 5 Knoten und
7 Kanten.

In einem gerichteten Graphen gehort also zu jeder Kante auch eine Richtung und die Unterschei-
dung von Anfangs- und Endpunkt einer Kante ist sinnvoll geworden. Ausderdem ist eine Kante (a, a)
wohldefiniert, also eine Kante, die vom Knoten a wieder zu a zuriickfiihrt.

Man kann einen ungerichteten Graphen in einen gerichteten Graphen verwandeln, indem wir jede
Kante {a, b} durch zwei Kanten (a, b) und (b, a) ersetzen. Aus dem ungerichteten Graphen (V, E) mit
Knotenmenge V und Kantenmenge E wird so der gerichtete Graph (V, E’) mit der Kantenmenge

E' ={(a,e)|{a,e} € E}.

Eine umgekehrte Zuordnung eines gerichteten zu einem ungerichteten Graphen ist nicht moglich, da
eine “Schleife” (a, a) nicht in eine Kante des ungerichteten Graphen abgebildet werden kann.

In einem gerichteten Graphen kann man sinnvoll von gerichteten Pfaden sprechen. Ein Pfad y
in einem gerichteten Graphen (V, E) ist eine Folge ki, ...,k, € E von Kanten derart, dass e(k;) =
a(kiyp) furi =1,...,r— 1. Dies bedeutet, dass der Endpunkt jeder Kante mit dem Anfangspunkt der
nachfolgenden Kante iibereinstimmt. Die Léinge des Pfades y = (ky,..., k) ist [y| = r.

Adjazenzmatrix

Eine naheliegende Beschreibung eines Graphen mit Hilfe einer Matrix kann man wie folgt erhal-
ten. Zunichst werden die Knoten aus der Menge V durch die Zahlen 1,...,n mit n = |V| ersetzt.
Diese Zahlen werden dann als Zeilen- uns Spaltenindizes interpretiert. Die zum Graphen gehorige
sogenannte Adjazenzmatrix A(G) enthilt die Eintrige

1 Uil €E
ajj = 8.1
/ {0 sonst. @1

Die Matrix hat also genau dann einen von Null verschiedenen Eintrag in Zeile i und Spalte j, wenn
die beiden Knoten i und j im Graphen verbunden sind. Die Adjazenzmatrix eines ungerichteten
Graphen ist immer symmetrisch. Ein Beispiel ist in Abbildung [8.1]dargestellt.

Die Adjazenzmatrix kann auch fiir einen gerichteten Graphen definiert werden wie dies in in
Abbildung illustriert ist. Ihre Eintrdge sind in diesem Fall definiert mit Hilfe der gerichteten
Kanten als

A(G),‘j =4a;; = {1 (J’ l) <k (82)

0 sonst.
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01101 3000 0

10110 03000
AG) =[1 1 0 1 o], pG)=l0 0 3 0 0

01 101 00030

10010 0000 I

-1 0 0 0 1 -1 0

1 -1 0 0 0 0 -1
BG=l0 1 -1 0 0 1 0

0 0 -1 0 0 1

0 0 1 -1 0 0

Abbildung 8.2: Adjazenz-, Inzidenz- und Gradmatrix eines gerichteten Graphen mit 5 Knoten und 7
Kanten.

Die Matrix A(G) hat also genau dann einen nicht verschwindenden Matrixeintrag in Zeile i und
Spalte j, wenn es eine Verbindung von Knoten j zu Knoten i gibt.

Adjazenzmatrix und die Anzahl der Pfade

Die Beschreibung des Graphen mit der Adjazenzmatrix A = A(G) nach (8.2)) ermdglicht bereits, eine
interessante Aufgabe zu 16sen.

Satz 8.3. Der gerichtete Graph G = ([n], E) werde beschrieben durch die Adjazenzmatrix A = A(G).
Dann gibt das Element in Zeile j und Spalte i von A" die Anzahl der Wege der Linge n an, die von
Knoten i zu Knoten | fiihren. Insbesondere kann man die Definition (8.2) formulieren als: In Zeile j
und Spalte i der Matrix steht die Anzahl der Pfade der Linge 1, die i mit j verbinden.

Beweis. Esist klar, dass A' die genannte Eigenschaft hat. Wir beweisen, dass A" Pfade der Linge n
zdhlt, mit Hilfe von vollstindiger Induktion. Zur Unterscheidung schreiben wir AW fiir die Matrix,
die in Zeile j und Spalte i die Anzahl der Pfade der Linge n von i nach j enhilt. Die zugehorigen
Matrixelemente schreiben wir a;?i bzw. a;'i’ ). Wir haben also zu zeigen, dass A" = AW,

Wir nehmen daher an, dass bereits bewiesen ist, dass das Element in Zeile j und Spalte i von A"~
die Anzahl der Pfade der Linge n — 1 zihlt, dass also A"~! = AV, Dies ist die Induktionsannahme.

Wir bilden jetzt alle Pfade der Linge n von i nach k. Ein Pfad der Linge besteht aus einem Pfad
der Liange n — 1, der von i zu einem beliebigen Knoten j fiihrt, gefolgt von einer einzelnen Kante,
die von j nach £ fiihrt. Ob es eine solche Kante gibt, zeigt das Matrixelement a;; an. Das Element in
Zeile jund Spalte i der Matrix A" gibt die Anzahl der Wege von i nach j an. Es gibt also ay; 'ag,:’_l)
Wege der Linge n, die von i nach k fiihren, aber als zweitletzten Knoten iiber den Knoten j fithren.
Die Gesamtzahl der Wege der Léange n von i nach k ist daher

In Matrixschreibweise bedeutet dies
AW =A-A"D =A AT = A"

Beim zweiten Gleichheitszeichen haben wir die Induktionsannahme verwendet. O
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Abbildung 8.3: Peterson-Graph mit zehn Knoten.

Der Satz [8.3]ermoglicht auch, einen Algorithmus fiir den sogenannten Durchmesser eines Gra-
phen zu formulieren.

Definition 8.4. Der Durchmesser eines Graphen ist die kiirzeste Linge d derart, dass es zwischen
zwei beliebigen Knoten einen Pfad der Linge < d gibt.

Der Durchmesser d eines Graphen ist der kleinste Exponent derart, dass A? keine ausserdiago-
nalen Eintrige 0 hat. Die Diagonalelemente von A" zdhlen die Anzahl der geschlossenen Pfade der
Linge n, die durch einen Knoten fiihren. Diese konnen fiir den Durchmesser ignoriert werden. Man
kann also Potenzen A" berechnen bis keine Eintrdge O mehr vorhanden sind.

Beispiel. Der Peterson-Graph hat die Adjazenzmatrix

0011 01O0O0O0O0
0001 T1O01O0O0O0
1 0001O0O01TO0O0
1 1.0 0 0O0O0O0T1TO0
G_0110000001
“{t o 000O0T1O0O0°1
01 00O0T1TO0T1TUO0F®O
001 00O0OT1O0T1O0
0001 O0O0O0OT1O0°1
000O0OT1T1O0O0T10O0

Durch Nachrechnen kann man bestitigen, dass G* keine Ausserdiagonalelemente 0 enthilt:

0255252222
2025 525222
5202522522
5520222252
G3_2 5520222235
5222205225
2522250522
225222505 2
2 225222505
2 222552250
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Daraus kann man jetzt ablesen, dass der Durchmesser des Petersongraphen d = 5 ist. Man kann aber
auch mehr ablesen:

o Es gibt keine geschlossenen Pfade der Linge < 3.

e Zwischen benachbarten Knoten gibt es jeweils 5 Pfade der Léange 3, zwischen nicht benach-
barten Knoten gibt es genau 2 Pfade der Linge 3. O

Das Beispiel illustriert, wie sich Zdhlaufgaben von Pfaden leicht mit dem Matrizenprodukt erle-
digen lassen. Trotzdem ist der Algorithmus nicht unbedingt effizient, da der Aufwand zur Berech-
nung des Matrizenproduktes relativ gross sein kann. Fiir den Peterson-Graphen konnen die gefunde-
nen Aussagen iiber die Anzahl von Pfaden durch Ausniitzung der Symmetrien des Graphen leichter
direkt gefunden werden.

Beschriftete Graphen

Bei der Beschreibung eines elektrischen Netzwerkes mit Hilfe eines ungerichteten Graphen muss
jeder Kante zusitzlich ein Widerstandswert zugeordnet werden. Dies ist, was eine Beschriftung einer
Kante bewerkstelligt.

Definition 8.5. Eine Beschriftung mit Elementen der Menge L eines gerichteten oder ungerichteten
Graphen G = (V, E) ist eine Abbildung |: E — L.

8.1.2 Inzidenzmatrix

Die Adjazenzmatrix kann zusitzliche Information, die moglicherweise mit den Kanten verbunden
ist, nicht mehr darstellen. Dies tritt zum Beispiel in der Informatik bei der Beschreibung endlicher
Automaten auf, wo zu jeder gerichteten Kante auch noch Buchstaben gehoren, fiir die der Ubergang
entlang dieser Kante moglich ist.

Die Inzidenzmatrix 16st dieses Problem. Dazu werden zunichst die Kanten numeriert 1,...,m
numeriert. Die Matrixeintrige

1 Kbnoten i ist ein Endpunkt von Kante j
ajj =
Y 0 sonst

stellen die Beziehung zwischen Kanten und Knoten her.

Beschriftete Graphen

Die Inzidenzmatrix kann auch einen erweiterten Graphenbegriff abbilden, in dem zwischen zwei
Kanten mehrere Verbindungen moglich sind. Graphen mit beschrifteten Kanten gehoren dazu.

Definition 8.6. Ein gerichteter Graph mit beschrifteten Kanten ist eine Menge V von Knoten und
eine Menge von beschrifteten Kanten der Form

E{(a,b,]) € V2 x L | Eine Kante mit Beschriftung l fiihrt von a nach b}.

Die Menge L enthdlt die moglichen Beschriftungen der Kanten.

Fiir einen gerichteten Graphen wird in der Inzidenzmatrix fiir den Anfangspunkt einer Kante —1
eingetragen und fiir den Endpunkt +1.
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Inzidenzmatrix und Adjazenzmatrix

Sei B(G) die Inzidenzmatrix eines Graphen G. Die Spalten von B(G) sind mit den Kanten des Gra-
phen indiziert. Die Matrix B(G)B(G)' ist eine quadratische Matrix, deren Zeilen und Spalten mit den
Knoten des Graphen indiziert sind. In dieser Matrix geht die Informatione iiber die individuellen
Kanten wieder verloren. Sie hat fiir i # j die Eintrige

(BGBG) )y = bubj

k Kante
= Anzahl der Kanten, die i mit j verbinden

= ajj

Die Adjazenzmatrix eines Graphen ldsst sich also aus der Inzidenzmatrix berechnen.

Gradmatrix
Die Diagonale von B(G)B(G)' enthiilt die Werte
(B(G)B(G));; = Z bl-zk = Anzahl Kanten, die im Knoten i enden
k Kante

Der Grad eines Knoten eines Graphen ist die Anzahl der Kanten, die in diesem Knoten enden. Die
Diagonalmatrix die aus den Graden der Knoten besteht, heisst die Gradmatrix D(G) des Graphen.
Es gilt daher B(G)B(G)' = A(G) + D(G).

Gerichtete Graphen

Fiir einen gerichteten Graphen #ndert sich an der Diagonalen der Matrix B(G)B(G)' nichts. Da es in
einem gerichteten Graphen nur eine einzige Kante k gibt, die zwei Knoten i und j verbinden kann,
muss das zugehorige Ausserdiagonalelement

aij = bibj = -1
sein. Fiir einen gerichteten Graphen sind daher alle Ausserdiagonalelemente negativ und es gilt
B(G)B(G)' = D(G) — A(G).
Anwendung: Netlist

Eine natiirliche Anwendung eines gerichteten und beschrifteten Graphen ist eine eletronische Schal-
tung. Die Knoten des Graphen sind untereinander verbundene Leiter, sie werden auch nets genannt.
Die beschrifteten Kanten sind die elektronischen Bauteile, die solche Nets miteinander verbinden.
Die Inzidenzmatrix beschreibt, welche Anschliisse eines Bauteils mit welchen Nets verbunden wer-
den miissen. Die Informationen in der Inzidenzmatrix werden also in einer Applikation zum Schal-
tungsentwurf in ganz natiirlicher Weise erhoben.

8.1.3 Die Adjazenzmatrix und Laplace-Matrix

Die Beschreibung mit der Matrix (8:2) “vergisst” den “Namen” der Kante, die eine Verbindung
zwischen zwei Knoten herstellt. Damit ist sie keine geeignete Grundlage, um beschriftete Graphen
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einer Matrixbeschreibung zuzufiihren. Eine solche muss eine Matrix verwenden, die nicht nur das
Vorhandensein einer Verbindung wiedergibt, sondern ausdriickt, welche Kante welche beiden Kno-
ten miteinander verbindet. Dies fiihrt zur sogenannten Adjazenzmatrix.

Definition 8.7. Ist G = (V,E) ein gerichteter Graph mit n = |G| Vertizes und m = |E| Kanten,
dann ist die zugehorige Adjazenzmatrix A = A(G) eine n X m-Matrix. In der Spalte k wird der
Anfangspunkt der Kante k mit —1, der Endpunkt mit +1 angezeigt, die iibrigen Eintriige sind 0. A
hat also die Matrixelemente

-1 i =a(k)
aip ={+1 i = e(k) (8.3)
0 sonst

Der wesentliche Unterschied dieser Definition von der Matrix G liegt in der Bedeutung der Ein-
trige. Fiir G driickt ein nicht verschwindendes Matrixelement das Vorhandensein einer Kante aus, in
A ist es die Tatsache, dass in diesem Knoten eine Kante beginnt oder endet.

Es ist natiirlich moglich, aus der Adjazenzmatrix auch die Link-Matrix zu rekonstruieren. Dazu
muss fiir jedes Paar (j, /) von Knoten festgestellt werden, ob die Adjazenzmatrix eine entsprechende
Verbindung enthilt, also ob der Vektor

k ji = e —e j

als Spaltenvektor vorkommt, wobei die e; die n-dimensionalen Standardbasisvektoren sind.

8.2 Spektrale Graphentheorie
8.3 Wavelets auf Graphen

Graphen werden oft verwendet um geometrische Objekte zu approximieren. Funktionen auf einem
Graphen konnen dann Approximationen von physikalischen Grossen wie zum Beispiel der Tempe-
ratur auf dem geometrischen Objekt interpretiert werden. Verschiedene Basen fiir die Beschreibung
solcher Funktionen sind im Laufe der Zeit verwendet worden, doch Wavelets auf einem Graphen
sind eine neuere Idee, mit der man aus der Laplace-Matrix Basen gewinnen kann, die die Idee von
langsam sich ausbreitenden Storungen besonders gut wiederzugeben in der Lage sind.
In diesem Abschnitt werden erst Funktionen auf einem Graphen genauer definiert. In Abschnitt[8.3.2]

wird die Eigenbasis mit dem Laplace-Operator konstruiert und mit der Standarbasis verglichen.
Schliesslich werden in Abschnitt[8.3.3] verschiedene Wavelet-Basen konstruiert.

8.3.1 Funktionen auf einem Graphen und die Laplace-Matrix

Sei G ein Graph mit der Knotenmenge V. Eine Funktion f auf einem Graphen ist eine Funktion
f: V — R. Funktionen auf G sind also Vektoren, die mit den Knoten V indiziert sind.

Es gibt auch ein Skalarprodukt fiir Funktionen auf dem Graphen. Sind f und g zwei Funktionen
auf G, dann ist das Skalarprodukt definiert durch

1 _
(1.8 = 17 2 T W)

veV

Dies ist das bekannte Skalarprodukt der Vektoren mit Komponenten f(v).

142



Graphen Wavelets auf Graphen

2 -1 0 0 0 -1
-1 2 -l 0 0
0 -1 2 -1 0 0

L= 0o o - 0 0
0 0 0 0 -1
-1 0 0 0 -1

Abbildung 8.4: Beispiel Graph zur Illustration der verschiedenen Basen auf einem Graphen.

Beispiel. Wir illustrieren die im folgenden entwickelte Theorie an dem Beispielgraphen von Abbil-
dung[8.4] Besonders interessant sind die folgenden Funktionen:

Sm(k) = sin 2rmk

n _ 2mimk/n _ .
Dk = eunk)=¢ = cp(k) + i, (k).

cm(k) = cos

Das Skalarprodukt dieser Funktionen ist
n 1 n

A .
§ j 2mikm’ [n E 22 (! —m)k
<em, em’) = ;l @27”km/"€ / = — en ( ) — 6mm'

k=1 n k=1

Die Funktionen bilden daher eine Orthonormalbasis des Raums der Funktionen auf G. Wegen e, =
e_p, folgt, dass fiir gerade n die Funktionen

C0,C1,51,C2,82,... C%—ls C%—ls C%
eine orthonormierte Basis. O

Die Laplace-Matrix kann mit der folgenden Definition zu einer linearen Abbildung auf Funktio-
nen auf dem Graphen gemacht werden. Sei f: V — R und L die Laplace-Matrix mit Matrixelemen-
ten [,,» wobei v,V € V ist. Dann definieren wir die Funktion Lf durch

LAY = Y L FO).

VeV

8.3.2 Standardbasis und Eigenbasis

Die einfachste Basis, aus der siche Funktionen auf dem Graphen linear kombinieren lassen, ist die
Standardbasis. Sie hat fiir jeden Knoten v des Graphen eine Basisfunktion mit den Werten

1 v=V

e,: V—>R:v’o—>{
0 sonst.
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8.3.3 Wavelet-Basen
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Kapitel 9

Wahrscheinlichkeitsmatrizen

Matrizen beschreiben lineare Abbildungen, also einen Prozess, der jedem Vektor einen neuen Vektor
zuordnet. Es ist daher nicht abwegig zu erwarten, dass sich die Zeitentwicklung eines vom Zufall
beeinflussten Systems, welches sich in mehreren verschiedenen Zustinden befinden kann, ebenfalls
mit Hilfe von Matrizen beschreiben lédsst. Eine solche Beschreiben ermdoglicht leicht Verteilungen,
Erwartungswerte und stationére Zustinde zu ermitteln.

Im Abschnitt[9.T]wird an Hand der Google Matrix bezeigt, wie ein anschauliches Beispiel in na-
tiirlicher Weise auf eine Matrix fiihrt. Abschnitt[9.2] stellt dann die abstrakte mathematische Theorie
der Markov-Ketten dar und behandelt einige wichtige Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmatri-
zen. Es stellt sich heraus, dass thermodynamische Quantensysteme sehr gut mit solchen Matrizen
beschrieben werden konnen, zum Beispiel kann man einfache Formen von Laser auf diese Art behan-
deln. Aus einem solchen System hat Parrondo ein System abgeleitet, welches ziemlich unerwartetes
Verhalten an den Tag gelegt hat, welches mit Hilfe von Matrizen leicht zu analysieren ist. Dies wird
in Abschnitt[9.4]dargestellt.

9.1 Google-Matrix

Das Internet besteht aus einer grossen Zahl von Websites, etwa 400 Millionen aktiven Websites, jede
besteht aus vielen einzelnen Seiten. Es ist daher angemessen von N ~ 10° verschiedenen Seiten aus-
zugehen. Eine natiirliche Sprache umfasst dagegen nur einige 100000 bis Millionen von Wortern.
Ein durchschnittlicher Sprecher englischer Muttersprache verwendet nur etwa 50000 Worter. Die
Zahl der Worter, die auf den N Seiten vorkommen konnen, ist also viel kleiner als die Zahl der zur
Verfiigung stehenden Worter. Ein einzelnes Wort wird daher notwendigerweise auf einer grossen
Zahl von Seiten vorkommen. Eine Suche nach einem bestimmten Wort wird also in der iiberwie-
genden Zahl der Fille derart viele Treffer zuriickgeben, dass das Suchresultat nur dann niitzlich sein
kann, wenn eine zusitzliche Informationsquelle ermoglicht, die Treffer in eine sinnvolle Ordnung zu
bringem.

Genau dieses Problem stellte sich den vielen traditionellen Suchmaschienen in der ersten grossen
Boomphase des Internets. Traditionelle Informatione-Retrieval-Systeme operieren auf einem relativ
kleinen Dokumentbestand und gehen davon aus, dass bereits wenige, spezifische Worter nur in ei-
nem kleinen Teil des Dokumentbestandes vorkommen und damit eine iibersichtliche Treffermenge
ergeben. Die Einengung der Treffermenge dank der Suche nach spezifischer Menge bedeutet aber
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Abbildung 9.1: Modell-Internet als Beispiel fiir die Link-Matrix und die Google-Matrix.

auch, dass nach Synonymen oder alternative Formen eines Wortes separat gesucht werden muss, was
die Ubersichtlichkeit wieder zerstort.

9.1.1 Ein Modell fiir Webseitenbesucher

Das kombinierte Vorkommen von Wortern oder Begriffen alleine kann also nicht ausreichen, um
die Seiten zum Beispiel einem Fachgebiet zuzuordnen. Dazu muss eine externe Informationsquelle
angezapft werden. Bei traditionellen Dokumenten liefert der Kontext, in dem ein Dokument erfasst
wurde, solche ergénzenden Informationen. Eine Publikation in einem Fachjournal ordnet einen Text
einem Fachgebiet zu. Im World-Wide-Web liefert die Link-Struktur diesen Kontext. Dokumente zu
dhnlichen Themen werden bevorzugt untereinander verlinkt sein.

Gesucht ist jetzt also ein Modell, welches objektiv die Linkstruktur bewertet und daraus eine
Rangordnung der passenden Worter ableitet. Die Linkstruktur kann natiirlich als gerichteter Graph
betrachtet und mit Hilfe der Matrix (8:2) beschrieben werden. Dies triagt jedoch der Anzahl der
Wahlmoéglichkeiten nicht Rechnung. Eine Website mit nur einem Link auf die Seite j hat mehr Ge-
wicht als eine Seite mit vielen Links, unter denen der Link auf die Seite j einer von vielen ist. Im
Beispiel-Inter der Abbildung[9.1|signalisiert die Seite # mit nur einem Link auf die Seite 8 viel deutli-
cher, dass 8 eine wichtige Seite ist, also die die Seite 5 tut, die auch noch zwei andere Links enthlt.
Wir konnen diesen Unterschied beriicksichtigen, indem wir zu einem Wahrscheinlichkeitsmodell
iibergehen, was wir im folgenden Abschnitt tun werden.

9.1.2 Wahrscheinlichkeitsinterpretation

Ein Internetbesucher kann eine grosse Zahl von Seiten besuchen. In diesem Abschnitt soll ein Modell
entwickelt werden, welches die Wahrscheinlichkeit zu ermitteln gestattet, dass der Besucher auf
einer bestimmten Seite landet.

Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

Wir bezeichnen mit S; das Ereignis, dass sich der Besucher auf der Seite mit der Nummer i befindet,
wobei i = 1,...,N. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(S;). Ohne weitere Information miissten
wir davon ausgehen, dass jede Seite etwa gleich wahrscheinlich ist, dass also P(S;) = 1/N.

Wir wissen jedoch mehr. Wir wissen, dass der Besucher die verschiedenen Seiten zu einem
guten Teil dadurch findet, dass er Links folgt. Die Wahrscheinlichkeit P(S;) verdndert sich also,
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wenn die Zahl der Links ansteigt, die auf die Seite i verweisen. Zur Beschreibung dieses Phinomens
brauchen wir die zusitzliche Ereignisse S, die mit Wahrscheinlichkeit P(S?) eintreten, wenn sich
der Besucher nach Navigation entlang eines Links auf der Seite i befindet.

Wir nehmen jetzt zusitzlich an, dass eine grosse Zahl von Besuchern iiber lange Zeit ungefihr
nach den gleichen Dingen suchen und sich daher auf die gleiche Weise auf den verschiedenen Seiten
verteilen und dass insbesondere die Verteilung stationdr ist, dass also P(S;) = P(S}) gilt. Such-
maschinen wie Google gehen davon aus, dass alle Besucher ungefihr die gleichen Suchpriorititen
haben, so dass es sich lohnt, die Suchresultate nach der Wahrscheinlichkeit P(S ;) zu ordnen und dem
Suchenden die wahrscheinlichsten Dokumente als erste zu zeigen.

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Um einen Zusammenhang zwischen P(S;) und P(S’) herzustellen, muss die Navigation entlang
der Links modelliert werden. Die naheliegende Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit P(S ;.|S ;) dass der Besucher auf der Seite j landet, nachdem er auf der Seite i
die Linknavigation verwendet hat. Wenn es keinen Link zwischen den Seiten i und j gibt, dann ist
diese Navigation natiirlich nicht moéglich und es folgt P(S;ISi) = 0. Falls es einen Link gibt, ist
P(S ;.IS i) =0.

A priori wissen wir nicht, wie wahrscheinlich es ist, dass der Besucher dem Link auf die Seite j
folgt, normalerweise werden nicht alle Links mit gleicher Wahrscheinlichkeit verwendet. Wir neh-
men daher zusitzlich an, dass alle Links gleich wahrscheinlich sind. Die Seite i enthilt n; Links, also
ist die Wahrscheinlichkeit, auf einer von i aus verlinkten Seite j zu landen P(S }IS D) =1/n;.

Totale Wahrscheinlichkeit

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ermoglicht, einen Zusammenhang zwischen P(S ;.) und
P(S;) herzustellen. Es gilt

P(S%) = P(S"jISOP(S1) + P(S'jIS2)P(S2) + -+ + P(S" IS NP(S n). 9.1

Dies kann in Matrix- und Vektorform iibersichtlicher geschrieben werden. Dazu fassen wir die Wahr-
scheinlichkeiten p;. = P(S }) und p; = P(S;) also Vektoren

P(S1) P(SY)

P(S») P(S?)
p= : und p = :

P(Sw) P(S})

zusammen. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten 4 j; = P(S;IS ;) sind mit zwei Indizes beschrieben,
sie bilden daher in natiirlicher Weise eine Matrix '

P(S1IS1)  P(SYIS2) ... P(SYISw)
| PSS PS3IS2) . PSHISN)
PSHIS)  PSYIS2) ... PSHISN)

Die Formel (9.1 wird dann zur Formel fiir das Produkt Matrix mal Vektor:
N N
(Hp)i= Y hipi= Y PSISOPSH=p; =  Hp=p'.
i=1 i=1
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Die Matrix H modelliert also die Wahrscheinlichkeit der Navigation entlang eines Links.

Beispiel. Fiir das Beispiel-Internet von Abbildung[9.1]ist die zugehorige Matrix

000 00O0O0T1 o0
104 10000
0000000
01000000
H‘oo%%oooo ©-2)
1
000 3z %+ 00 1
0000+ 00 3
00001110
O

9.1.3 “Freier Wille”

Das Modell in Abschnitt beschriebene Modell geht unter anderem davon aus, dass der Be-
nutzer ausschliesslich die Navigation entlang der Links verwendet. Natiirlich gibt es viele weitere
Wege, auf denen ein Besucher auf einer bestimmten Seite landen kann. Er kann zum Beispiel einen
Link auf eine Seite per Email zugesandt erhalten haben. Ein solcher Link ist nicht enthalten in einer
offentlich zuginglichen Seite des Internets und wird daher auch von der Matrix H nicht erfasst. Eine
weitere wichtige Quelle von Links sind dynamisch erzeugte Links wie zum Beispiel die Suchre-
sultate einer Suchmaschine. Hier entsteht die Moglichkeit, dass die erfolgreiche Suchmaschine, die
ihre Suchresultate unter Zuhilfenahme der Matrix H sortiert, ihr eigenes Modell, auf dem ihr Erfolg
basiert, torpediert.

Erweiterung der Link-Matrix

Wir bezeichnen das Ereignis, dass der Benutzer nicht die Link-Navigation verwendet mit F fiir
“freier Wille”, obwohl es so etwas natiirlich nicht gibt. Die Wahrscheinlichkeit, auf der Seite S ; zu
landen, setzt sich jetzt aus den zwei Fillen F und F zusammen, fiir die erneut der Satz von der
totalen Wahrscheinlichkeit den Zusammenhang

P(S%) = P(S{IF)P(F) + P(S}|F)P(F)

Die Wahrscheinlichkeit @ = P(F), mit der der Benutzer den “freiene Willen” bemiiht, kann experi-
mentell durch Studien ermittelt werden, die das Benutzerverhalten beobachten.

Die Wahrscheinlichkeit P(S ’<|F) entsteht dadurch, dass der Benutzer der Linknavigation folgt,
sie entspricht also der frither berechnenten Wahrscheinlichkeit

N
P(SIF) = )" P(SIISHP(S)).
i=1

oder in Vektorform _
(P(S4F))j-1.... = Hp.

Uber die spontane Besuchswahrscheinlichkeit P(S’|F) wissen wir nichts. Eine erste Annahme
konnte sein, dass jede Seite gleich wahrscheinlich ist, dass also P(S ;.|F ) = 1/N. Alternativ kdnnte
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man auch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung g; = P(S ;lF ) experimentell zu ermitteln versuchen.

Unter der Annahme, dass alle Seitenbesuche im Falle F auf Grund eines Sucheresultats einer Such-

maschine erfolgen, konnte die Suchmaschine den Vektor ¢ aus ihrer eigenen Suchstatistik ermitteln.
Das erweiterte Modell kann also durch

N
P(S) =) aPS)SHPSH+(1-a)g; =  p =aHp+(l-a)y 9.3)
i=1

beschrieben werden.

Die Google-Matrix

Die Formel (9.1.3) erlaubt, die Wahrscheinlichkeit p” aus p und g zu berechnen. Fiir die Ermittlung
der der stationdren Verteilung war jedoch die Form p = H p besonders niitzlich, weil sie das Problem
in ein Eigenwertproblem mit einem bekanntem Eigenwert verwandelt. Wir streben daher an, die
Formel (9.1.3) ebenfalls in die Form p = Gp mit einer neuen Matrix G zu bringen.

Die Matrixform von zeigt, dass sich die gesuchte Matrix G zusammensetzt aus dem Summanden
aH und einem weiteren Summanden A mit der Eigenschaft, dass Ap = ¢ fiir jeden beliebigen
Wabhrscheinlichkeitsvektor p. Da sich die Wahrscheinlichkeiten im Vektor p zu 1 summieren, gilt

P(S1)
P(S»)

(11 .. D 7 [=PE)+PE)++PSy) = 1.
—_——— .
= U P(Sy)

Man erhilt also die Wirkung der gewiinschte Matrix A, indem man p erst mit dem Zeilenvektor U’
und das Resultat mit ¢ multipliziert. Es gilt daher

Ap =qU'p = A=qU".

Ausmultipliziert ist dies die Matrix

q1 qi q1
Q2 qz 42
A= . . .|
qN qN qN
Im Fall ¢ = 3 U kann dies zu
1 |
1 11 1 1
A=_UU=—|. .
N N :
1 1 1

vereinfacht werden.
Definition 9.1 (Google-Matrix). Die Matrix

1—
G=aH+ @

vy’ oder G =aH + (1 -—a)qU' (9.4)

heisst die Google-Matrix.
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Die Google-Matrix wurde von Sergei Brin und Larry Page in dem Artikel [BRIN1998107] als
Basis der Suchmaschine Google beschrieben. Sie war die Basis fiir den Erfolg von Google und wird
dem Prinzip nach auch heute noch zur Rangierung der Suchresultate verwendet. Dazu muss natiirlich
die Gleichung p = Gp gelost werden, was weiter unten in Abschnitt[9.1.4] diskutiert wird.

Natiirlich ist die heutzutage verwendete Matrix mit Sicherheit komplizierter. In der vorgestellten
Form unterstiitzt sie zum Beispiel auch das folgende Geschiftsmodell, welches in der Anfangszeit
von Google eine Zeitlang erfolgreich war. Ein Anbieter betreibt zu diesem Zweck eine grosse Zahl
von Websites, deren Seiten im Wesentlichen aus Suchbegriffen und Links untereinander und auf die
Website des Kunden verweisen. Dadurch entsteht fiir die Google-Matrix der “Eindruck”, dass sehr
viele Websites gibt, die die Kundenwebsite als relevant fiir die Suchbegriffe ansehen. Die Kunden-
website wird daher in den Suchresultaten weiter oben gezeigt. Das Problem riihrt natiirlich daher,
dass alle Links als gleichermassen aussagekriftig betrachtet werden.

Die aktuell verwendete Variante der Google-Matrix ist natiirlich ein Betriebsgeheimnis der Firma
Google.

9.1.4 Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die Google-Matrix G selbst interessiert weniger als die Wahrscheinlichkeitsverteilung p. Ziel dieses
Abschnittes, ist den Vektor p zu berechnen.

Stationére Verteilung

Die Eintrdge P(S ;) des Vektors p geben die Wahrscheinlichkeit an, mit der sich ein Benutzer auf der
Seite i befindet. Wir interpretieren diese Wahrscheinlichkeit auch als ein Mass fiir die Relevanz einer
Seite.

Wir nehmen an, dass sich diese Wahscheinlichkeit nur langsam #ndert. Diese Annahme trifft
nicht zu fiir neue Nachrichten, die durchaus eine hohe Relevanz haben, fiir es aber noch nicht viele
Links geben kann, die die Relevanz in der Google-Matrix erkennbar machen. Die Annahme bedeutet,
dass sich die Verteilung p sehr viel langsamer dndert als der Navigationsprozess entlang der Links
erfolgt. In erster Niherung ist es daher zuldssig, nach einem Vektor p zu suchen, der sich unter
Navigation nicht @ndert, also nach einer stationdren Losung.

Fiir eine stationdre Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt p’ = p. Der Vektor p erfiillt daher die
Gleichung

p ist also ein Eigenvektor der Matrix G zum Eigenwert 1.

Fiir ein sehr kleines Netzwerk wie im oben dargestellten Beispiel ist es einfach, mit verbreiteten
numerischen Algorithmen alle Eigenwerte und Eigenvektoren zu finden. Benétigt wird allerdings
nur der Eigenvektor zum Eigenwert 1.

Beispiel. Ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 der Matrix G, die aus der Matrix H von (9.2) und dem
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Vektor g = %u und o = 0.9 gebildet wurde, ist

0.20100 0.080595

0.25440 0.102004

0.12163 0.048769

0.26014 1 0.104305

Po=10.16394 = P PO T 0065735 |

0.45543 0.182609

0.37739 0.151320

0.66007 0.264664
Der Vektor pg ist ein Einheitsvektor in der euklidischen Norm. Er kann daher nicht eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung sein, da sich die Elemente nicht zu 1 summieren. Die L'-Norm || - ||, eines
Vektors ist die Summe der Betrige aller Elemente eines Vektors. Indem man py durch die Summe
aller Eintrige von py teilt, erhélt man die Wahrscheinlichkeitsverteilung p. O
Potenzverfahren

Die iiblichen Algorithmen wie der Francis-Algorithmus zur Bestimmung von Eigenwerten und Ei-
genvektoren ist fiir grosse Matrizen nicht praktikabel. Da aber 1 der betragsgrosste Eigenwert ist,
kann sehr oft ein zugehoriger Eigenvektor mit der nachfolgend beschriebenen Potenzmethode ge-
funden werden.

Sei A eine n X n-Matrix, der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Eigenwerte 1; > A, >
.-+ > A, absteigend geordnet sind, und dass vy, .. ., v, zugehorige linear unabhingige Eigenvektoren
sind. Ein beliebiger Vektor v ldsst sich in der Eigenbasis von A als

v=avy +---+a,v,
ausdriicken. Wendet man darauf die Matrix A k-mal an, erhilt man
Ay = al/llfvl + az/lgvz +eet a,,/lgvn.

Da 1; der betragsmissig grosste Eigenwert ist, wird der Vektor A*v ungefihr mit der k-ten Potenz
anwachsen. Indem man durch /1’{ teilt, erhilt man

1 D\ A\
—Aky = apvy + az(ﬂ—z) Vot 4 a"(/l_) V.

/l’l‘ 1 1
Da alle Briiche Betrag < 1 haben, konvergiert die rechte Seite fiir k — oo gegeben den ersten
Summanden. Durch wiederholte Anwendung von A/A; auf einen (fast) belieibigen Startvektor v
erhilt man also eine Folge von Vektoren, die gegen eine Eigenvektor zum Eigenwert A; konvergiert.
Numerische Ungenauigkeiten konnen bewirken, dass die Iteration mit der Matrix A/A; trotzdem
nicht konvergiert. Man kann dies komponsieren, indem man nach jeder Iteration normiert. Da der
gesuchte Eigenvektor eine Wahrscheinlichkeitsverteilung sein muss, muss die L'-Norm 1 sein. Statt
mit der euklidischen L2-Norm zu normieren, normiert man daher besser mit der L'-Norm. Damit er-
gibt sich das folgende Verfahren zur Bestimmung der Pagerank-Verteilung p fiir die Google-Matrix.

Satz 9.2. Fiir die Google-Matrix p konvergiert die Folge

k
(k+1) _ G»

) _
- GO

p p

gegen die stationdre Verteilung p mit Gp = p.
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9.2 Diskrete Markov-Ketten und Wahrscheinlichkeitsmatrizen

Die einfithrend im Abschnitt[9.1]vorgestellte Google-Matrix ist nur ein Beispiel fiir ein Modell eines
stochastischen Prozesses, der mit Hilfe von Matrizen modelliert werden kann. In diesem Abschnitt
soll diese Art von Prozessen etwas formalisiert werden.

9.2.1 Markov-Eigenschaft

Ein stochastischer Prozess ist eine Familie von Zustandsvariablen X; mit Werten in einer Menge S
von Zustinden. Der Parameter ¢ wird tiblicherweise als die Zeit interpretiert, er kann beliebige reelle
Werte oder diskrete Werte annahmen, im letzten Fall spricht man von einem Prozess mit diskreter
Zeit.

Das Ereignis {X; = x} wird gelesen als “zur Zeit ¢ befindet sich der Prozess im Zustand x”.
Mit P(X, = x) wir die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass sich der Prozess zur Zeit t im Zustand x
befindet. Die Funktion # — X, beschreiben also den zeitlichen Ablauf der vom Prozess durchlaufenen
Zustande. Dies ermoglicht, Fragen nach dem Einfluss fritherer Zustinde, also des Eintretens eines
Ereignisses {X,, = x} auf das Eintreten eines Zustands s € S zu einem spéteren Zeitpunkt #; > #o zu
studieren. Das Ereignis {X;, = x} kann man sich als abhiingig von der Vorgeschichte vorstellen. Die
Vorgeschichte besteht dabei aus dem Eintreten gewisser Ereignisse

{Xo = xoh, {X1 = x1},{X2 = %2}, ..., {Xy = X}
zu fritheren Zeiten 7y < #; < --- < f,, < t. Die bedingte Wahrscheinlichkeit
PX;=xX;, =x, ANXs , =Xt Ao A Xy = X1 A Xy = X0) (9.6)

ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Prozess zur Zeit t den Zustand x erreicht, wenn er zu den
Zeitpunkten ty, t1, . .., t, die Zustidnde xy, xi, . .., X, durchlaufen hat.

Gedichtnislosigkeit

In vielen Fillen ist nur der letzte durchlaufene Zustand wichtig. Die Zusténde in den Zeitpunkten
tg < --- < t,—1 haben dann keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit. Auf die bedingte Wahrschein-
lichkeit (9.6) sollten also die Ereignisse {X;, = xo} bis {X;,_, = x,-1} keinen Einfluss haben.

Definition 9.3. Ein stochastischer Prozess erfiillt die Markov-Eigenschaft, wenn fiir jede Folge von
fritheren Zeitpunkten ty < t; < --- < t, < t und Zustdinden x,...,x,,x € S die Wahrscheinlich-
keit (9.6) nicht von der Vorgeschichte abhéingt, also

PX; =xIX;, =xa A Xy, =Xt Ao A Xy = X1 A Xy = X0) = P(X; = xIX;, = xp).

Die Wahrscheinlichkeiten P(X, = x|X; = y) mit £ > s bestimmen das zeitliche Verhalten der
Wabhrscheinlichkeiten vollstindig. Wir schreiben daher auch

Dxy(t,8) = P(X; = x1X; = y)

fiir die sogenannte transiente Ubergangswahrscheinlichkeit. Fiir eine endliche Menge von Zustin-
den, konnen die transienten Ubergangswahrscheinlichkeiten auch als zeitabhingige quadratische
Matrix P(s, t) geschrieben werden, deren Eintrige

(P(s, t))xy = ny(t, s)

mit den Zusténden x, y € S indiziert sind.
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Die Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Man beachte, dass in der Definition der Markov-Eigenschaft keine Voraussetzungen dariiber ge-
macht werden, wie nahe am Zeitpunkt ¢ der letzte Zeitpunkt #, der Vorgeschichte liegt. Die transien-
ten Ubergangswahrscheinlichkeiten p,,(s, ) werden aber im allgemeinen davon abhéingen, wie weit
in der Vergangenheit der Zeitpunkt s < ¢ liegt. Fiir eine ndheren Zeitpunkt 7 mit s < 7 < # muss
es daher einen Zusammenhang zwischen den transienten Ubergangswahrscheinlichkeiten Diy($,T),
Pxy(t, 1) und p,,(s,t) geben.
Satz 9.4 (Chapman-Kolmogorov). Hat der Prozess die Markov-Eigenschaft und ist s < T < t, dann
gilt
Pry(t,8) = Z Pre(t, D)oy (T, 8),
ze8
was in Matrixform auch als
P(1,5) = P(1,T)P(7, 5)
geschrieben werden kann.

Auch hier spielt es keine Rolle, wie nahe an ¢ der Zwischenzeitpunkt 7 liegt. Die Formel von
Chapman-Kolmogoroff kann natiirlich fiir zusitzliche Zwischenpunkte s < t; < f, < -+ < t, <t
formuliert werden. In Matrix-Notation gilt

P(t,s) = P(t,t,)P(t,, t,-1) ... P(t2, 1)) P(11, $),

was ausgeschrieben zu

ny(f, S) = Z pxx,,([v tn)px,,x,,_| (tn’ [n—]) co e Dxoxy (t23 tl)pxly(tl 5 S)

wird. Jeder Summand auf der rechten Seite beschreibt einen Weg des Prozesses derart, dass er zu
den Zwischenzeitpunkten bestimmte Zwischenzustidnde durchlduft.

Definition 9.5. Die Wahrscheinlichkeit, dass der stochastische Prozess zwischen Zeitpunkten ty und
t, die Zwischenzustdnde x; zu Zeiten t; durchliiuft ist das Produkt

n
Z Pxpi1xa (tn+1’ tn)px,,xn,l (tm tn—l) «o o Pxox (IZ’ fl)lexo(Il» S) = 1—[ p.x,+1xi(ti+lti)

X seenXn €S i=0

heisst die Pfadwahrscheinlichkeit fiir genannten Pfad.

9.2.2 Diskrete Markov-Kette

Die Markov-Eigenschaft besagt, dass man keine Information verliert, wenn man die Vorgeschichte
eines Zeitpunktes ignoriert. Insbesondere kann man eine Menge von geeigneten diskreten Zeitpunk-
ten wihlen, ohne viel Information iiber den Prozess zu verlieren. Eine diskrete Markov-Kette ist
eine stochastischer Prozess, fiir den die Menge der Zeitpunkte ¢ diskret ist. Es ist iiblich, fiir die
Zeitpunkte ganze oder natiirliche Zahlen zu verwenden.

Definition 9.6. Eine diskrete Markov-Kette ist ein stochastischer Prozess (X;)en mit Werten in S,
der die Markov-Eigenschaft

P(Xyi1 = Xp411X = x50 AL Xo = X0) = P(Xpp1 = X0411X = X)

hat.
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Abbildung 9.2: Diskrete Markovkette mit Zustdnden S = {1,2,3,...,s} und Ubergangsmatrizen
T+ 1,n).

Die transienten Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen aufeinanderfolgenden Zeitpunkten stel-
len jetzt die vollstindige Information iiber die zeitliche Entwicklung dar (Abbildung [9.2). Aus der
Matrix

pum+1,n) ... pi(n+1,n)
T(n+1,n) = ,
pun+1,n) ... pis(n+1,n)
auch die 1-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit genannt, kann man jetzt auch die Matrix der Uber-
ganswahrscheinlichkeiten fiir mehrere Schritte

Tn+mn)=Tm+mn+m—-DTn+m-1,n+m-2)...T(n+1,n)

mit der Chapman-Komogorov-Formel bestimmen. Die Markov-Eigenschaft stellt also sicher, dass
man nur die 1-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten kennen muss.

Eine Matrix T kann als Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten verwendet werden, wenn sie
zwei Bedingungen erfiillt:

1. Die Eintrage von T miissen als Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden konnen, sie miissen
also alle zwischen O und 1 sein: 0 < #;; < 1 fiiri, j€ S

2. Die Matrix muss alle moglichen Fille erfassen. Dazu ist notwendig, dass sich die Wahrschein-
lichkeiten aller Ubergiinge aus einem Zustand j zu 1 summieren, also

Zpij =1

Die Summe der Elemente einer Spalte
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Beispiel. Die Permutationsmatrix einer Permutation o= € §,, (Abschnitt ) ist eine Matrix mit Ein-
tragen O und 1, so dass die erste Bedingung erfiillt ist. In jeder Zeile oder Spalte kommt genau
eine 1 vor, so dass auch die zweite Bedingung erfiillt ist. Eine Permutationsmatrix beschreibt einen
stochastischen Prozess, dessen Ubergiinge deterministisch sind. O

Zustandswahrscheinlichkeiten

Die Wahrscheinlichkeit, mit der sich der Prozess zum Zeitpunkt n im Zustand i € S befindet, wird
pi(n) = P(X; = n)

geschrieben, die auch in einem Vektor p(n) zusammengefasst werden konnen. Die Matrix der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten erlaubt, die Verteilung p(n + 1) aus der Verteilung p(n) zu berechnen.
Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ist ndmlich

Pyt = %)= ) Py = X, =))P(X, =y)  oder  p"™ =T(n+1,mp®
yeS

in Matrixform. Die Zeitentwicklung kann also durch Multiplikation mit der Ubergangsmatrix be-
rechnet werden.

Zeitunabhiingige Ubergangswahrscheinlichkeiten

Besonderes einfach wird die Situation, wenn die Ubergangsmatrix T(n + 1,n) nicht von der Zeit
abhingt. In diesem Fall ist 7(n + 1,n) = T fiir alle n. Eine solche Markov-Kette heisst homogen. Die
Mehrschritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten sind dann gegeben durch die Matrix-Potenzen T'(n +
m,n) = T™. Im Folgenden gehen wir immer von einer homogenen Markov-Kette aus.

Stationére Verteilung

Im Beispiel der Google-Matrix erwarten wir intuitiv, dass sich mit der Zeit eine Verteilung einstellt,
die sich iiber die Zeit nicht mehr idndert. Ein solche Verteilung heisst stationdr.

Definition 9.7. Eine Verteilungsvektor p heisst stationdr fiir die homogene Markov-Kette mit Uber-
gangsmatrix T, wenn Tp = p.

Eine stationdre Verteilung ist offenbar ein Eigenvektor der Matrix 7 zum Eigenwert 1. Gefunden
werden kann er als Losung des Gleichungssystems 7 p = p. Dazu muss die Matrix T — E singulér
sein. Die Summe einer Spalte von T ist aber immer ein, da E in jeder Spalte genau eine 1 enthilt,
ist die Summe der Eintrédge einer Spalte von T — E folglich 0. Die Summe aller Zeilen von T — E
ist also 0, die Matrix T — E ist singulir. Dies garantiert aber noch nicht, dass alle Eintrdge in diesem
Eigenvektor auch tatsichlich nichtnegativ sind. Die Perron-Frobienus-Theorie von Abschnitt [9.3]
beweist, dass sich immer ein Eigenvektor mit nichtnegativen Eintréigen finden lésst.

Es ist aber nicht garantiert, dass eine stationdre Verteilung auch eindeutig bestimmt ist. Dieser
Fall tritt immer ein, wenn die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 1 grosser ist als 1. In Ab-
schnitt[9.3.T werden Bedingungen an eine Matrix 7 untersucht, die garantieren, dass der Eigenraum
zum Eigenvektor 1 einedeutig bestimmt ist.

Beispiel. Als Beispiel dafiir betrachten wir eine Permutation o € S, und die zugehorige Permu-
tationsmatrix P, wie sie in Abschnitt beschrieben worden ist. Wir verwenden die Zyklenzerlegung
(Abschnitt[6.1.2)) [n] = {Z,, Zs, ... } der Permutation o, ist ist also 0°(Z;) = Z; fiir alle Zyklen.
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Jede Verteilung p, die auf jedem Zyklus konstant ist, ist eine stationdre Verteilung. Ist nimlich
i € Zy, dann ist natiirlich auch o(i) € Z;, und damit ist p,;, = p;.

Fiir jede Wahl von nichtnegativen Zahlen z; fiir i = 1,. .., k mit der Eigenschaftz; +---+z. =1
kann man eine stationére Verteilung p(z) konstruieren, indem man

Zi

wenn i€ Z,
1Z/|

pi(z) =
setzt. Die Konstruktion stellt sicher, dass sich die Komponenten zu 1 summieren. Wir kénnen aus
dem Beispiel auch ableiten, dass die geometrische Vielfachheit des Eigenvektors 1 mindestens so
gross ist wie die Anzahl der Zyklen der Permutation o-. O

Irreduzible Markov-Ketten

Die Zyklen-Zerlegung einer Permutation bilden voneinander isolierte Mengen von Zusténden, es
gibt keine Moglichkeit eines Ubergangs zu einem anderen Zyklus. Die Zyklen konnen daher unab-
hingig voneinander studiert werden. Diese Idee kann auf allgemeine Markov-Ketten verallgemeinert
werden.

Definition 9.8. Zwei Zustinde i, j € S kommunizieren, wenn die Ubergangswahrscheinlichkeiten
T;j(n) # 0 und T;j(n) # 0 sind fiir n gross genug.

Die Zustinde, die zu verschiedenen Zyklen einer Permutation gehdren, kommunizieren nicht.
Gerade deshalb waren auch die verschiedenen stationdren Verteilungen moglich. Eine eindeutige
stationére Verteilung konnen wir also nur erwarten, wenn alle Zustéinde miteinander kommunizieren.

Definition 9.9. Eine homogene Markov-Kette heisst irreduzibel, alle Zustinde miteinander kommu-
nizieren.

Die Bedingung der Irreduzibilitit ist gleichbedeutend damit, dass fiir geniigend grosses n alle
Matrixelemente von 7" positiv sind. Solche Matrizen nennt man positiv, in Abschnitt [9.3] wird ge-
zeigt, dass positive Matrizen immer eine eindeutige stationdre Verteilung haben. In Abbildung [9.3]
ist eine reduzible Markov-Kette dargestellt, die Zustandsmenge zerfillt in zwei Teilmengen von Zu-
standen, die nicht miteinander kommunizieren. Ein irreduzible Markov-Kette liegt vor, wenn sich
dhnlich wie in Abbildung[9.2]jeder Zustand von jedem anderen aus erreichen ldsst.

Wenn sich der Vektorraum R” in zwei unter T invariante Unterrdme zerlegen ldsst, dann hat nach
Wahl von Basen in den Unterrdumen die Matrix T die Form

(o7 )

Insbesondere kann man stationire Verteilungen von 7'; und 7, unabhéngig voneinander suchen. Ist
pi eine stationdre Verteilung von T;, dann ist

T
T(gum )z(& 1P1 )z(glpl ) fiir g, € .
8202 82T2p> 8202

Durch Wahl der Gewichte g; > 0 mit g; + g» = 1 lassen sich so die stationiren Verteilungen fiir 7
aus den stationdren Verteilungen der 7; ermitteln. Das Problem, die stationédren Verteilungen von T’
zu finden, ist auf die Untermatrizen 7; reduziert worden.
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Abbildung 9.3: Diese Markov-Kette zerfillt in verschiedene irreduzible Markov-Ketten, dere Zu-
standsmengen nicht miteinander kommunizieren. Solche Markov-Ketten kénnen unabhingig von-

einander studiert werden.
P,
P, q
B
2
o P
, 7
0]

Abbildung 9.4: Die Konvexe Kombination von Vektoren fji,..., 7, ist eine Summe der Form
Y, t;P; wobei die t; > 0 sind mit }}7 ,#; = 1. Fiir zwei Punkte bilden die konvexen Kombina-
tionen die Verbindungsstrecke zwischen den Punkten, fiir drei Punkte in drei Dimensionen spannen
die konvexen Kombinationen ein Dreieck auf.

t@a+(1-0b

0]
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Die konvexe Menge der stationéren Verteilungen

Die stationdren Verteilungen
Stat(T) ={p € R} | Tp = pund |Ipll, = 1}

bilden was man eine konvexe Menge nennt. Sind ndmlich p und g stationire Verteilungen, dann gilt
zundchst Tp = pund Tq = q. Wegen der Linearitit gilt aber auch T(tp+(1-1)q) = tTp+(1-0)Tq =
tp + (1 — t)g. Jede Verteilung auf der “Verbindungsstrecke” zwischen den beiden Verteilungen ist
auch wieder stationdr.

Definition 9.10. Eine konvexe Kombination von Vektoren vy, ..., vy € R ist ein Vektor der Form
V=Vt e+ v mit t;>0undt; +---+1t,=1.

Eine Teilmenge M C R”" heisst konvex, wenn zu zwei Vektoren x,y € M auch jede konvexe Kombina-
tion von x und y wieder in M ist.

Die konvexen Kombinationen der Vektoren sind Linearkombination mit nichtnegativen Koeffi-
zienten. Sie bilden im Allgemeinen einen (k — 1)-Simplex in R”. Fiir zwei Punkte x und y bilden die
konvexen Kombination 7x + (1 — )y fiir 7 € [0, 1] die Verbindungsstrecke der beiden Vektoren. Eine
Menge ist also konvex, wenn sie mit zwei Punkten immer auch ihre Verbindungsstrecke enthilt

Grenzverteilung

Im Beispiel der Google-Matrix wurde ein iterativer Algorithmus zur Berechnung des Pagerank ver-
wendet. Es stellt sich daher die Frage, ob diese Methode fiir andere homogene Markov-Ketten auch
funkioniert. Man beginnt also mit einer beliebigen Verteilung p(0) und wendet die Ubergangsmatrix
T wiederholt an. Es entsteht somit eine Folge p(n) = T" p(0).

Definition 9.11. Falls die Folge p(n) = T" p(0) konvergiert, heisst der Grenzwert
p(e0) = lim p(n)
eine Grenzverteilung von T.

Falls eine Grenzverteilung existiert, dann ist sie eine stationdre Verteilung. Fiir eine stationdre
Verteilung p(0) ist die Folge p(n) eine konstante Folge, sie konvergiert also gegen p(0). Stationére
Verteilungen sind also automatisch Grenzverteilungen. Falls der Raum der stationdren Verteilungen
mehrdimensional sind, dann ist auch die Grenzverteilung nicht eindeutig bestimmt, selbst wenn
sie existiert. Aber nicht einmal die Existenz einer Grenzverteilung ist garantiert, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel. Sei T die Permutationsmatrix der zyklischen Verteilung von drei Elementen in S 3, also die
Matrix

0 0 1
T=|1 0 0].
010

Die konstante Verteilung %U ist offensichtlich eine stationére Verteilung. In Abschnitt wird ge-
zeigt, dass es die einzige ist. Sei jetzt p(0) eine beliebiger Vektor in R mit nichtnegativen Eintriigen,
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die sich zu 1 summieren. Dann bilden die Vektoren p(n) = T"p(0) einen Dreierzyklus

p1(0)
p2(0)
p3(0)

P2(0)
p3(0)
p1(0)
p3(0)
p1(0) .
p2(0)

pO) = p(3) = p(6) =+

p() =p@)=p(T)=--

p2)=p®5)=p®) =---

Die Folge p(n) kann also nur dann konvergieren, wenn die drei Komponenten gleich sind. O

Erwartungswert und Varianz

Wenn sich im Laufe der Zeit eine Grenzverteilung einstellen soll, dann muss es auch méglich sein,
Erwartungswert und Varianz dieser Verteilung zu berechnen. Dazu muss jedem Zustand ein Zah-
lenwert zugeordnet werden. Sei also ¢ : & — R eine Funktion, die einem Zustand eine reelle
Zahl zuordnet. Aus der Zufallsvariable X,, des Zustands zur Zeit n wird daraus die Zufallsvariable
Y, = g(X,) des Wertes zur Zeit n. Die Abbildung g kann auch als Vektor mit der Komponenten g;
fiir i € S betrachtet werden, wir verwenden fiir diesen Vektor wieder die Schreibweise g.

Fiir die Verteilung p(n) kann man jetzt auch Erwartungswert und Varianz berechnen. Der Erwar-
tungswert ist

E(Y) = &ipin) = g'p(n).
ieS

Fiir die Varianz muss g; durch gi2 ersetzt werden. Dies kann am einfachsten mit dem Hadamard-
Produkt geschrieben werden:

E(Y?) = ) gipin) = (2© 8)'p(n)

€S
E(Y*) = (g% p(n),
wobei wir die Hadamard-Potenz A einer Matrix A rekursiv durch

A®=E und A% =A0A%D

definieren.

Erwartungswert von Werten auf Ubergiingen

In Abschnitt H wird ein Spiel vorgestellt, in dem der Gewinn davon abhiingt, welcher Ubergang
stattfindet, nicht welcher Zustand erreicht wird. Es git daher eine Matrix G von Gewinnen, der Ein-
trag g;; ist der Gewinn, der bei einem Ubergang von Zustand j in den Zustand i ausgezahlt wird. Mit
dieser Matrix lassen sich jetzt viele verschiedene Fragen beantworten:

Frage 9.12. Mit welchem Gewinn kann man in Runde n des Spiels rechnen, wenn p(n — 1) die
Verteilung zur Zeit n — 1 ist?
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Der Erwartungswert ist
E(Y)= )" gjt;ipin—1)
i,jeS
oder in Matrixform
=UGoT)pn-1).
Frage 9.13. Mit welchen Gewinnen kann man rechnen, wenn der Prozess sich zu Beginn einer
Spielrunde im Zustand i befindet?

Dies ist der Spezialfall der Frage [0.12] fiir die Verteilung p;(n — 1) = ¢;;. Der Erwartungswert
ist die Summe der Spalte j der Matrix G © T. Man kann das Produkt U'(G © T') also auch als eine
Zeilenvektor von Gewinnerwartungen unter der Vorbedingung X,,—; = j betrachten.

@wqun.“Ewquwzw@@n

Indem man G durch G®¥ ersetzt, kann man beliebige hohere Momente berechnen.

9.2.3 Absorbierende Zustinde

Eine Grenzverteilung beschreibt die relative Haufigkeit, mit der der Prozess in den verschiedenen
Zustdanden vorbeikommt. In einem Spiel, in dem der Spieler ruiniert werden kann, gibt es aus dem
Ruin-Zustand keinen Weg zuriick. Der Spieler bleibt in diesem Zustand.

Definition 9.14. Ein Zustand i einer homogenen Markov-Kette mit Ubergangsmatrix T heisst absor-
bierend, wenn T; = 1 ist. Eine Markov-Kette mit mindestens einem absorbierenden Zustand heisst
absorbierende Markov-Kette. Nicht absorbierende Zustdnde heissen transient

Eine Markov-Kette kann mehrere absorbierende Zustinde haben, wie in Abbildung [9.3] darge-
stellt. Indem man die absorbierenden Zustinde zuerst auflistet, bekommt die Ubergangsmatrix die

Form
E | R
= (%W)

Die Matrix R beschreibt die Wahrscheinlichkeiten, mit denen man ausgehend von einem transienten
Zustand in einem bestimmten absorbierenden Zustand landet. Die Matrix Q beschreibt die Ubergin-
ge, bevor dies passiert. Die Potenzen von T sind

k-1
> [ E|R+RQ s [ E|R+RQ+RQ? « | EIRY O
po(EIRRO ) (ElRRGRG | E R

Da man friiher oder spiter in einem absorbierenden Zustand landet, muss lim;_,., Q% = 0 sein. Die
Summe in der rechten oberen Teilmatrix kann man als geometrische Reihe summieren, man erhlt

die Matrix
k-1

0'=E-0NE-0Y,
=0
die fiir k — co gegen
= hmZQ =(E-Q)"

konvergiert. Die Matrix N heisst die F' undamentalmamx der absorbierenden Markov-Kette.
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Abbildung 9.5: Markov-Kette mit absorbierenden Zustinden (blau hinterlegt). Erreicht die Markov-
Kette einen absorbierenden Zustand, dann verbleibt sie fiir alle zukiinftigen Zustidnde in diesem
Zustand.

Absorbtionszeit

Wie lange dauert es im Mittel, bis der Prozess in einem Absorptionszustand i stecken bleibt? Die
Fundamentalmatrix N der Markov-Kette beantwortet diese Frage. Wenn der Prozess genau im Schritt
k zum ersten Mal Zustand i ankommt, dann ist E(k) die mittlere Wartezeit. Der Prozess verbringt also
zunichst k — 1 Schritte in transienten Zustinden, bevor er in einen absorbierenden Zustand wechselt.

Wir brauchen die Wahrscheinlichkeit fiir einen Entwicklung des Zustandes ausgehend vom Zu-
stand j, die nach k — 1 Schritten im Zustand / landet, von wo er in den absorbierenden Zustand
wechselt. Diese Wahrscheinlichkeit ist

PXi=inNXio1=INXg=j)= Z TitqQli 2 Dicairs - - - Dinir 4 j

i1 ensik—2

Von den Pfaden, die zur Zeit k — 1 im Zustand / ankommen gibt es aber auch einige, die nicht absor-
biert werden. Fiir die Berechnung der Wartezeit mochten wir nur die Wahrscheinlichkeit innerhalb
der Menge der Pfade, die auch tatsichlich absorbiert werden, das ist die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(Xk = i/\Xk_l =l/\X0 =])
PX;, =1)
= Z Qlix 2 Dirair3 - - - 9ii 4iy j-

i1 ensik—2

P(szi/\Xk_l=l/\X0=j|Xk:i)=

9.7

Auf der rechten Seite steht das Matrixelement (I, j) von Q%!
Fiir die Berechnung der erwarteten Zeit ist miissen wir die Wahrscheinlichkeit mit £ multiplizie-
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ren und summieren:

E(k) = ) kg - g™
k=0

o (e+ (g — g + kT =g+ (9.8)

lj
— (k=1) _ (k)
_.-.+qu +..._quj‘
k

In zwei benachbarten Termen in heben sich die Summanden kqgf) weg, man spricht von einer
teleskopischen Reihe. Die verbleibenden Terme sind genau die Matrixelemente der Fundamentalma-
trix N. Die Fundamentalmatrix enthélt also im Eintrag (/, j) die Wartezeit bis zur Absorption iiber
den Zustand /.

Wartezeit

Die mittlere Wartezeit bis zum Erreichen eines Zustands kann mit der Theorie zur Berechnung der
Absorptionszeit berechnet werden. Dazu modifiziert man den Prozess dahingehend, dass der Ziel-
zustand ein absorbierender Zustand wird. Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass der
Zustand 1 der Zielzustand ist. Wir ersetzen die Ubergangsmatrix T durch die Matrix

1|ty ... ty
5 0|tn ... ty
T =

0|ty ... tm

T hat den Zustand 1 als absorbierenden Zustand. Die Q und R sind

fy ... Iy
R=(t12 tln)’ Q=
two .. L

Die Wartezeit bis zum Erreichen des Zustands i ausgehend von einem Zustand »n kann jetzt aus der
Absorbtionszeit der Markov-Kette im Zustand 1 mit Hilfe der Fundamentalmatrix

N=(E-0Q)"

berechnet werden.

9.3 Positive Vektoren und Matrizen

Die Google-Matrix und die Matrizen, die wir in Markov-Ketten angetroffen haben, zeichnen sich da-
durch aus, dass alle ihre Eintrége positiv oder mindestens nicht negativ sind. Die Perron-Frobenius-
Theorie, die in diesem Abschnitt entwickelt werden soll, zeigt, dass Positivitét einer Matrix niitzliche
Konsequenzen fiir Eigenwerte und Eigenvektoren hat. Das wichtigste Resultat ist die Tatsache, dass
postive Matrizen immer einen einzigen einfachen Eigenwert mit Betrag o(A) haben, was zum Bei-
spiel die Konvergenz des Pagerank-Algorithmus garantiert. Dies wird im Satz von Perron-Frobenius
in Abschnitt erklart.
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9.3.1 Elementare Eigenschaften

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschliesslich reelle Vektoren und Matrizen. Die Komponen-
ten sind somit immer mit miteinander vergleichbar, daraus lésst sich auch eine Vergleichsrelation
zwischen Vektoren ableiten.

Definition 9.15. Ein Vektor v € R" heisst positiv, geschrieben v > 0, wenn alle seine Komponenten
positiv sind: v; > OVi. Ein Vektor v € R" heisst nichtnegativ, in Formeln v > 0, wenn alle seine
Komponenten nicht negativ sind: v; > OVi.

Geometrisch kann man sich die Menge der positven Vektoren in zwei Dimensionen als die Punk-
te des ersten Quadranten oder in drei Dimensionen als die Vektoren im ersten Oktanten vorstellen.

Aus der Positivitit eines Vektors ldsst sich jetzt eine Vergleichsrelation fiir beliebige Vektoren
ableiten. Mit der folgenden Definition wird erreicht, das mit Ungleichungen fiir Vektoren auf die
gleiche Art und Weise gerechnet werden kann, wie man sich dies von Ungleichungen zwischen
Zahlen gewohnt ist.

Definition 9.16. Fiir zwei Vektoren u,v € R”" ist genau dann u > v, wenn u — v > 0 ist. Ebenso ist
u > v genau dann, wenn u —v > Q.

Ungleichungen zwischen Vektoren kann man daher auch so interpretieren, dass sie fiir jede Kom-
ponente einzeln gelten miissen. Die Definition funktionieren analog auch fiir Matrizen:

Definition 9.17. Eine Matrix A € M,,x,(R) heisst positiv, wenn alle ihre Eintriige a;; positiv sind:
a;j > OVi, j. Eine Matrix A € M,;»,(R) heisst nichtnegativ, wenn alle ihre Eintriige a;; nichtnegativ
sind: a;; > OYi, j. Man schreibt A > Bbzw. A > Bwenn A— B> 0bzw. A-B > 0.

Die Permutationsmatrizen sind Beispiele von nichtnegativen Matrizen, deren Produkte wieder
nichtnegativ sind. Dies ist aber ein sehr spezieller Fall, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel. Wir betrachten die Matrix

09 0.1
0.1 0.8 0.1
0.1 0.8 0.1
A= 0.1 08 0.1 ©-9)
0.1 0.8 0.1
0.1 09

Die Multiplikation eines Vektors mit dieser Matrix bewirkt, dass die Komponenten des Vektors auf
benachbarte Komponenten “verschmiert” werden. Wendet man A wiederholt auf den ersten Stan-
dardbasisvektor v; = e; an, erhilt man nacheinander die Vektoren v, = Avy, v, = Av,_;. In Ab-
bildung 9.6] sind die Komponenten als Sdulen dargestellt. Man kann erkennen, dass fiir geniigend
grosse n alle Komponenten der Vektoren positiv werden.

Man kann auch direkt die Potenzen A" ausrechen und sehen, dass

0.65658 0.27690 0.05925 0.00685 0.00041 0.00001
0.27690 0.43893 0.22450 0.05281 0.00645 0.00041
0.05925 0.22450 0.43249 0.22410 0.05281 0.00685
0.00685 0.05281 0.22410 0.43249 0.22450 0.05925
0.00041 0.00645 0.05281 0.22450 0.43893 0.27690
0.00001 0.00041 0.00685 0.05925 0.27690 0.65658

und dass daher fiir alle n > 5 die Matrix A" positiv ist. O
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Abbildung 9.6: Die sechs Komponenten fiir k = 1 bis k = 6 der Vektoren A" e, fiir die Matrix A
in (9.9) sind als Séulen dargestellt. Sie zeigen, dass fiir geniigend grosses n, alle Komponenten des
Vektors A"~'e; positiv werden.

Die Eigenschaft der Matrix A von (9.9), dass A" > 0 fiir geniigend grosses n ist bei Permuta-
tionsmatrizen nicht vorhanden. Die Zyklen-Zerlegung einer Permutationsmatrix zeigt, welche Un-
terrdume von R” die iterierten Bilder eines Standardbasisvektors aufspannen. Diese sind invariante
Unterrdume der Matrix. Das im Beispiel illustrierte Phiinomen findet dann nur in invarianten Unter-
raumen statt.

Beispiel. Die Matrix

09 0.1
0.1 08 0.1
0.1 09
A= 09 0.1 ©.10)
0.1 08 0.1
0.1 09

besteht aus zwei 3 X 3-Blocken. Die beiden Unterrdume V| = (e, e2,e3) und Vo = (e4, e5, ¢¢) sind
daher invariante Unterrdume von A und damit auch von A”. Die Potenzen haben daher auch die
gleich Blockstruktur. Insbesondere sind zwar die Blocke von A” fiir n > 1 positive Teilmatrizen,
aber die Matrix A" ist fiir alle n nicht positiv. O

Definition 9.18. Eine nichtnegative Matrix mit der Eigenschaft, dass A" > 0 fiir ein geniigend
grosses n, heisst primitiv.

Die Matrix A von ist also primitiv, Permutationsmatrizen sind niemals primitiv. Die Matrix
A von (O:10) ist nicht primitiv, aber die einzelnen Blocke sind primitiv. Viele der Ausssagen iiber
positive Matrizen lassen sich auf primitive nichtnegative Matrizen verallgemeinern.
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X2

Abbildung 9.7: Die Vektoren w < u liegen im grauen Rechteck. Zwei nichtnegative Vektoren u und
v mit u > v haben keine gleichen Komponenten. Daher kann man v mit einer Zahl 4 = 1 + £ > 1
strecken, so dass der gestreckte Vektor (1 + &)v gerade noch im grauen Rechteck liegt: u > (1 + &)v.
Streckung mit einem grosseren Faktor fiihrt dagegen aus dem Rechteck hinaus.

Das Beispiel zeigt auch, dass der Begrift der primitiven Matrix eng mit der Idee verkniipft ist,
die Problemstellung in invariante Unterrdume aufzuteilen, in denen eine primitive Matrix vorliegt.
Primitive Matrizen werden damit zu naheliegenden Bausteinen fiir die Problemldsung fiir nicht pri-
mitive Matrizen.

Eine interessante Eigenschaft positiver Vektoren oder Matrizen ist, dass die Positivitit sich
manchmal “upgraden” lisst, wie im folgenden Satz. Er zeigt, dass ein Vektor, der grosser ist als ein
anderer, auch um einen definierten Faktor > 1 grosser ist. Dies wird geometrisch in Abbildung
illustriert.

Satz 9.19 (Trenntrick). Sind u und v nichtnegative Vektoren und u > v, dann gibt es eine positive
Zahl € > 0 derart, dass u > (1 + &)v. Ausserdem kann & so gewdhlt werden, dass u # (1 + v fiir
u>e.

Beweis. Wir betrachten die Zahl

Wegen u > v sind die Quotienten auf der rechten Seite alle > 0. Da nur endlich viele Quotienten
miteinander verglichen werden, ist daher auch ¢ > 1. Es folgt u > ¢¥v. Wegen 3 > liste =9—-1>0
und u > (1 + e)v. m]

Der Satz besagt also, dass es eine Komponente v; # 0 gibt derart, dass u; = (1 + &)v;. Diese
Komponenten limitiert also, wie stark man v strecken kann, so dass er immer noch < u ist. Natiirlich
folgt aus den der Voraussetzung u > v auch, dass u ein positiver Vektor ist (Abbildung [9.7).

Satz 9.20 (Vergleichstrick). Sei A eine positive Matrix und seinen u und v Vektoren mit u > v und
u # v, dann ist Au > Av (siehe auch Abbildung [9.5).

Beweis. Wir schreiben d = u—v, nach Voraussetzung ist d # 0. Der Satz besagt dann, dass aus d > 0
folgt, dass Ad > 0, dies miissen wir beweisen.
Die Ungleichung Ad > 0 besagt, dass alle Komponenten von Ad positiv sind. Um dies nachzu-

weisen, berechnen wir
n

(Ad) = aijd;. (9.11)
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X1

Abbildung 9.8: Eine positive Matrix A bildet nichtnegative Vektoren in positive Vektoren ab (Korol-
larm. Zwei verschiedene Vektoren auf einer Seitenflache erfiillen u > v, aber nicht u > v, da sie
sich in der Koordinaten x, nicht unterscheiden. Die Bilder unter A unterscheiden sich dann auch in
X2, €s gilt Au > Av (siche auch Satz

Alle Terme a;; > 0, weil A positiv ist, und mindestens eine der Komponenten d; > 0, weil d # 0.
Insbesondere sind alle Terme der Summe > 0, woraus wir bereits schliessen konnen, dass (Ad); > 0
sein muss. Die Komponente d; > 0 liefert einen positiven Beitrag a;;jd; > 0 zur Summe (9-TT)), also
ist (Ad); > 0. |

Der folgende Spezialfall folgt unmittelbar aus dem Satz
Korollar 9.21. Ist A eine positive Matrix und u > 0 mit u # 0, dann ist Au > 0.

Eine positive Matrix macht also aus nicht verschwindenden und nicht negativen Vektoren posi-
tive Vektoren.

9.3.2 Die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

Die Dreiecksungleichung besagt, dass fiir beliebige Vektoren u,v € R gilt
|+ v < |ul + V|
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Abbildung 9.9: Die verallgemeinerte Dreiecksungleichung von Satz besagt, dass die Lénge ei-
ner Summe von Vektoren (blau) hochstens so gross ist wie die Summe der Lingen, mit Gleichheit
genau dann, wenn alle Vektoren die gleiche Richtung haben (rot). Hier dargestellt am Beispiel von
Zahlen in der komplexen Zahlenebene. In dieser Form wird die verallgemeinerte Dreiecksunglei-

chung in Satz[9.23|

mit Gleichheit genau dann, wenn u und v linear abhiingig sind. Wenn beide von 0 verschieden sind,
dann gibt es eine positive Zahl ¢ mit u = fv. Wir brauchen eine Verallgemeinerung fiir eine grossere
Zahl von Summanden.

Satz 9.22 (Verallgemeinerte Dreiecksungleichung). Fiir n Vektoren v; # 0 gilt
liy + -+ s < uag| + -+ o]

mit Gleichheit genau dann, wenn alle Vektoren nichtnegative Vielfache eines gemeinsamen Einheits-
vektors ¢ sind: u; = |u;|c (siehe auch Abbildung[9.9).

Beweis. Die Aussage kann mit vollstindiger Induktion bewiesen werden. Die Induktionsveranke-
rung ist der Fall n = 2 gegeben durch die gewohnliche Dreiecksungleichung.

Wir nehmen daher jetzt an, die Aussage sei fiir n bereits bewiesen, wir miissen sie dann fiir  + 1
beweisen. Die Summe von n + 1 Vektoren kann man u = u; + - - - + u, und v = u,,, aufteilen. Es gilt
dann

e +v| = |ug + -+ upy + Uy

und
g + - up| = Jug] + -+ |uy)
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Aus der Induktionsannahme folgt dann, dass die Vektoren u;, ..., u, positive Vielfache eines Ein-
heitsvektors u sind, u; = |u;|c. Es ist dann

n
u=u1+---+un=(2|u,~|).
i=1

Aus der gewohnlichen Dreiecksungleichung, angewendet auf u und v folgt jetzt, dass v ebenfalls ein
nichtnegatives Vielfaches von c ist. Damit ist der Induktionsschritt vollzogen. O

Satz 9.23. Seien ay, ..., a, positive Zahlen und u; € C derart, dass

n n

Z a;u;| = Z ailuil,

i=1 i=1

dann gibt es eine komplexe Zahl c und einen nichtnegativen Vektor v derart, dass u = cv.

Der Satz besagt, dass die komplexen Komponenten u; alle das gleiche Argument haben. Die
motiviert den nachstehenden geometrischen Beweis des Satzes.

Beweis. Wer stellen uns die komplexen Zahlen u; als Vektoren in der zweidimensionalen Gaus-
sschen Ebene vor. Dann ist die Aussage nichts anderes als ein Spezialfall von Satz [9.22] fiir den
zweidimensionalen reellen Vektorraum C. O

9.3.3 Der Satz von Perron-Frobenius

Wir sind an den Eigenwerten und Eigenvektoren einer positiven oder primitiven Matrix interessiert.
Nach Definition des Spektralradius o(A) muss es einen Eigenvektor zu einem Eigenwert A mit Betrag
|4] = o(A) geben, aber a priori wissen wir nicht, ob es einen reellen Eigenwert vom Betrag o(A) gibt,
und ob der Eigenvektor dazu reell ist.

In Abbildung[9.8]kann man sehen, dass eine positive Abbildung den positiven Oktanten in einen
etwas engeren Kegel hinein abbildet. Iteriert man dies (Abbildung[9.10), wird die Bildmenge immer
enger, bis sie nur ein sehr enger Kegel um die Richtung des Eigenvektors ist. Tatsdchlich kann man
aus dieser Idee auch einen topologischen Beweis des untenstehenden Satzes von Perron-Frobenius
konstruieren. Er beruht darauf, dass eine Abbildung, die Distanzen verkleinert, einen Fixpunkt hat.
Die Konstruktion einer geeigneten Metrik ist allerdings eher kompliziert, weshalb wir im Beweise
der nachstehenden Aussagen den konventionellen Weg wihlen.

Wir beginnen damit zu zeigen, dass fiir positive Matrizen A, nichtnegative Eigenvektoren zu
Eigenwerten A # 0 automatisch positiv sind. Ausserdem miissen die zugehorigen Eigenwerte sogar
positiv sein.

Satz 9.24. Sei A eine positive Matrix und u ein nichtnegativer Eigenvektor zum Eigenwert 1 # 0.
Dann ist u ein positiver Vektor und A > 0.

Beweis. Nach dem Korollar[9.21]folgt, dass Au > 0 ein positiver Vektor ist, es sind also alle Kompo-
nenten positiv. Der Vektor u ist aber auch ein Eigenvektor, es gilt also Au = Au. Da alle Komponenten
von Au positiv sind, miissen auch alle Komponenten von Au positiv sein. Das ist nur moglich, wenn

1> 0. O
Satz 9.25. Sei A eine positive Matrix und v ein Eigenvektor von A zu einem Eigenwert A mit Be-
trag |A| = o(A), dann ist der Vektor u mit den Komponenten u; = |v;| ein positiver Eigenvektor zu
Eigenwert o(A).
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0"

Abbildung 9.10: Die Iteration einer positiven Matrix bildet den positiven Oktanten in immer enger
werdende Kegel ab, die die Richtung des gesuchten Eigenvektors gemeinsam haben.

Beweis. Es gilt natiirlich auch, dass

n
(Au); = Zaijuj = Z Ia,-jvjl >
=1

J=1

n

E Cl,’jVj

J=1

= |[(Av)il = |Avil = o(A)|vi| = o(A)ui,

oder Au > p(A)u. Wir miissen zeigen, dass sogar Au = o(A)u gilt. Wir nehmen daher an, dass
Au # o(A)u ist, und fiihren dies zu einem Widerspruch.

Da o(A)u ein nichtnegativer Vektor ist, konnen wir den Vergleichstrick Satz[9.20] auf die beiden
Vektoren Au und o(A)u anwenden. Wir schliessen A%u > o(A)Au.

Mit dem Trenntrick Satz[9.19konnen wir jetzt eine Zahl ¢ > 1 finden derart, dass
A%u > 90(A)Au
ist. Durch weitere Anwendung von A findet man

Au > (90(A))*Au

ARy > (90(A)) Au
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Daraus kann man jetzt die Norm abschétzen:

AUl > IA Ul > (oA AUl = 1AM > (Wo(A))
= A1 > 9o(A)
= lim IAKIE > do(A)
= 0(A) > Bo(A)

Wegen ¢+ > 1 ist dies aber gar nicht moglich. Dieser Widerspruch zeigt, dass # = v sein muss,
insbesondere ist v ein nichtnegativer Eigenvektor. O

Satz 9.26. Sei A eine positive Matrix und v ein Eigenvektor zu einem Eigenwert A mit Betrag |A| =
©0(A). Dann ist 1 = o(A).

Beweis. Nach Satz @] ist der Vektor # mit den Komponenten u; = |v;| ein positiver Eigenvektor
zum Eigenwert o(A). Aus der Eigenvektorgleichung fiir « folgt

n

Au=oAu = 3 aylvil = oAl (9.12)

=1
Anderseits ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert A, also gilt

n

E ajv; = /lv,-.

=1

Der Betrag davon ist
n

aijvj| = il = o(A)lvil = olvil. (9.13)
j=1

Die beiden Gleichungen (9.12) und (9.13)) zusammen ergeben die Gleichung

n n

Za,-jvj = Zaijlvjl.

J=1 J=1

Nach der verallgemeinerten Dreiecksungleichung Satz[0.3.2]folgt jetzt, dass es eine komplexe Zahl
¢ vom Betrag 1 gibt derart, dass v; = |[v;lc = ujc. Insbesondere ist v = cu und damit ist

Av = Av = Acu = cAu = co(A)u = p(A)v,
woraus A = p(A) folgt. O

Satz 9.27. Der Eigenraum einer positiven Matrix A zum Eigenwert o(A) ist eindimensional.

Beweis. Sei u der bereits gefundene Eigenvektor von A zum Eigenwert o(A) und sei v ein weiterer,
linear unabhéngiger Eigenvektor zum gleichen Eigenwert. Da A und o(A) reell sind, sind auch die
Vektoren Rv und Jv aus den Realteilen Rv; oder den Imaginirteilen Jv; Eigenvektoren. Beide
Vektoren sind reelle Vektoren und mindestens einer davon ist mit u linear unabhéngig. Wir diirfen
daher annehmen, dass v ein linear unabhéngiger Eigenvektor zum Eigenwert o(A) ist.
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Weil wir wissen, dass u ein positiver Vektor ist, gibt es einen grosstméglichen Faktor ¢ > 0
derart, dass u > cv oder u > cv. Insbesondere verschwindet mindestens eine Komponente von u — cv.
Da u und v Eigenvektoren zum Eigenwert o(A) sind, ist

A(u —cv) = o(A)(u — cv).

Der Vektor auf der rechten Seite hat mindestens eine verschwindende Komponente. Der Vektor auf
der linken Seite ist nach Vergleichstrick Satz[9.20]

Alu—cv) >0,

alle seine Komponenten sind > 0. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme, es gibe einen von
u linear unabhingigen Eigenvektor zum Eigenwert o(A) nicht haltbar ist. O

Satz 9.28. Der verallgemeinerte Eigenraum zum Eigenwert o(A) einer positiven Matrix A ist eindi-
mensional. Ist u der Eigenvektor von A zum Eigenwert o(A) nach Satz und p' der entsprechende
Eigenvektor A, dann ist

R'=u)ed{xeR"| px=0}=(uydkerp
eine Zerlegung in invariante Unterrdume von A.

Beweis. Die beiden Vektoren x und p sind beide positiv, daher ist das Produkt pu # 0. Insbesondere
istu ¢ ker p

Es ist klar, dass A{u) = (Au) = (u) ein invarianter Unterraum ist. Fiir einen Vektor x € R" mit
px = 0 erfiillt das Bild Ax

P(Ax) = (pA)x = (A'p")'x = o(A)(p")'x = o(A)px = 0,

somit ist A ker p C ker p. Beide Rdume sind also invariante Unterdume.

ker p ist (n — 1)-dimensional, (u) ist eindimensional und u ist nicht in ker p enthalten. Folglich
spannen {u) und ker p den ganzen Raum auf.

Giibe es einen weitern linear unabhiéingigen Vektor im verallgemeinerten Eigenraum von Sy,
dann miisste es auch einen solchen Vektor in ker p geben. Da ker p invariant ist, miisste es also auch
einen weiteren Eigenvektor u, zum Eigenwert o(A) in ker p geben. Die beiden Vektoren u und u;
sind dann beide Eigenvektoren, was nach Satz nicht moglich ist. O

Die in den Sitzen[9.25|bis[9.28] gefundenen Resultate konnen wir folgt zusammengefasst werden:

Satz 9.29 (Perron-Frobenius). Sei A eine positive Matrix mit Spektralradius 0(A). Dann gibt es einen
positiven Eigenvektor zum Eigenwert o(A), mit geometrischer und algebraischer Vielfachheit 1.

Beispiel. In der Google-Matrix mit freiem Willen nach enthilt den Term ((1 — @)/N)UU". Die
Matrix UU" ist eine Matrix aus lauter Einsen, der Term ist also fiir @ < 1 eine positive Matrix. Die
Google-Matrix ist daher eine positive Matrix. Nach dem Satz von Perron-Frobenius ist die Grenz-
verteilung eindeutig bestimmt. O

Der Satz[9.29] von Perron-Frobenius kann auf primitive Matrizen verallgemeinert werden.

Satz 9.30. Sei A ein primitive, nichtnegative Matrix. Dann ist o(A) der einzige Eigenwert vom Betrag
©(A) und er hat geometrische und algebraische Vielfachheit 1.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein n derart, dass A" > 0. Fiir A" gelten die Resultate von
Satz[0.291
XXX TODO O
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9.4 Das Paradoxon von Parrondo

Das Paradoxon von Parrondo ist ein der Intuition widersprechendes Beispiel fiir eine Kombination
von Spielen mit negativer Gewinnerwartung, deren Kombination zu einem Spiel mit positiver Ge-
winnerwartung fiihrt. Die Theorie der Markov-Ketten und der zugehorigen Matrizen ermoglicht eine
sehr einfache Analyse.

9.4.1 Die beiden Teilspiele
Das Spiel A

Das Spiel A besteht darin, eine Miinze zu werfen. Je nach Ausgang gewinnt oder verliert der Spieler
eine Einheit. Sei X die Zufallsvariable, die den gewonnen Betrag beschreibt. Fiir eine faire Miinze
ist die Gewinnerwartung in diesem Spiel natiirlich E(X) = 0. Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Gewinn 1 + e ist, dann muss die Wahrscheinlichkeit fiir einen Verlust 1 — e sein, und die
Gewinnerwartung ist E(X) = 1 - PX = 1)+ (-1) - PX = -1) =1 +e+ (—1)(1 —e) = 2e. Die
Gewinnerwartung ist also genau dann negativ, wenn e < 0 ist.

Das Spiel B

Das zweite Spiel B ist etwas komplizierter, da der Spielablauf vom aktuellen Kapital K des Spielers
abhingt. Wieder gewinnt oder verliert der Spieler eine Einheit, die Gewinnwahrscheinlichkeit hingt
aber vom Dreierrest des Kapitals ab. Sei Y die Zufallsvariable, die den Gewinn beschreibt. Ist K

durch drei teilbar, ist die Gewinnwahrscheinlichkeit %, andernfalls ist sie ;31. Formell ist

P(Y = 1|K durch 3 teilbar) =
(9.14)
P(Y = 1|K nicht durch 3 teilbar) =

e

Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Gewinn in zwei der Fille recht gross, in einem
Fall aber sehr klein.

Ubergangsmatrix im Spiel B

Fiir den Verlauf des Spiels spielt nur der Dreierrest des Kapitals eine Rolle. Es gibt daher drei mog-

liche Zustinde 0, 1 und 2. In einem Spielzug finde ein Ubergang in einen anderen Zustand statt, der
Eintrag b;; ist die Wahrscheinlichkeit

b,‘j = P(K = l|K = ]),

dass ein Ubergang vom Zustand j in den Zustand i stattfindet. Die Matrix ist

J

Rl O RI=
ENENNN
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Abbildung 9.11: Zustandsdiagramm fiir das Spiel B, Zusténde sind die Dreierreste des Kapitals.

Gewinnerwartung in einem Einzelspiel B

Die Gewinnerwartung einer einzelnen Runde des Spiels B hingt natiirlich ebenfalls vom Ausgangs-
kapital ab. Mit den Wahrscheinlichkeiten von (9.14) findet man die Gewinnerwartung

E(Y|\K durch3teilbar) =1-P(Y =1|IK=0 mod3)+(-1)-P(Y =-1lK=0 mod 3)

1 9 8
10 10 10
E(Y|K nicht durch 3 teilbar) = 1-P(Y =1|IK#0 mod 3)+(-1)-P(Y = -1|K #0 mod 3)
3 1 1
T4 42

(9.15)
Falls K durch drei teilbar ist, muss der Spieler also mit einem grossen Verlust rechnen, andernfalls
mit einem moderaten Gewinn.
Ohne weiteres Wissen iiber das Anfangskapital ist es zuldssig anzunehmen, dass die drei mogli-
chen Reste die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Die Gewinnerwartung in diesem Fall ist dann

1 2
E(Y) = E(Y|K durch 3 teilbar) - 3 + E(Y|K nicht durch 3 teilbar) - 3

8 1 1 2 8 10 2 1
= = =-—+

_— —_ = = _— = — = —, 1
10 3+2 3 30 30 30 15 ©-16)

Unter der Annahme, dass alle Reste die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, ist das Spiel also ein
Gewinnspiel.

Die Berechnung der Gewinnerwartung in einem Einzelspiel kann man wie folgt formalisieren.
Die Matrix B gibt die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen verschiedenen Zustinden. Die Ma-

trix
0 -1 1
G:[ 1 0 —1]
-1 1 0

gibt die Gewinne an, die bei einem Ubergang anfallen. Die Matrixelemente g; b;; des Hadamard-
Produktes G © B von G mit B enthélt in den Spalten die Gewinnerwartungen fiir die einzelnen
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Ubergiinge aus einem Zustand. Die Summe der Elemente der Spalte j enthilt die Gewinnerwartung
2
E(YIK = ) = ) giby
i=0

fiir einen Ubergang aus dem Zustand j. Man kann dies auch als einen Zeilenvektor schreiben, der
durch Multiplikation der Matrix G © B mit dem Zeilenvektor U’ = (1 1 1) entsteht:

(E(YlK =0) EYIK=1) EYIK= 2)) =U'GoB.

Die Gewinnerwartung ist dann das Produkt

2
E(Y) = Z E(Y|K = i)p; = U(G @ B)p.

i=0
Tatsdchlich ist
o -1 3
i 1
G@Bz[l—lo 0 -i| wd UGeB=(-5% } 1)
5o

Dies stimmt mit den Erwartungswerten in (9.19) iiberein. Die gesamte Geinnerwartung ist dann

11,8 1 1y 1 2 1
_(_s 1 oLl _ o8 1 oLy 12 1
(GQB)( ]"( 02 2)3U"3( 10+2+2)"3 1015 ©17)

dies stimmt mit (9.16) iiberrein.

G| | =) =

Das wiederholte Spiel B

Natiirlich spielt man das Spiel nicht nur einmal, sondern man wiederholt es. Es ist verlockend anzu-
nehmen, dass die Dreierreste 0, 1 und 2 des Kapitals immer noch gleich wahrscheinlich sind. Dies
braucht jedoch nicht so zu sein. Wir priifen die Hypothese daher, indem wir die Wahrscheinlichkeit
fiir die verschiedenen Dreierreste des Kapitals in einem interierten Spiels ausrechnen.

Das Spiel kennt die Dreierreste als die drei fiir das Spiel ausschlaggebenden Zusténden. Das Zu-
standsdiagramm zeigt die moglichen Uberginge und ihre Wahrscheinlichkeiten, die zugehorige
Matrix ist

1 3

0 1
S VA
v 31 0

Die Matrix B ist nicht negativ und man kann nachrechnen, dass B? > 0 ist. Damit ist die Perron-
Frobenius-Theorie von Abschnitt[0.3] anwendbar.
Ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 kann mit Hilfe des Gauss-Algorithmus gefunden werden:

1 3 _I _3 _I_3 _3
R - St S N e B B N I
10 -1 1 - _6_0 @ -0 1 -3 -] 0 1 -3
9 3 3 3 Y
Z 3 o ¥ -I 0 0 0 0.0 0
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Daraus liest man einen moglichen Losungsvektor mit den Komponenten 5, 2 und 6 ab. Wir suchen
aber einen Eigenvektor, der als Wahrscheinlichkeitsverteilung dienen kann. Dazu miissen sich die
Komponente zu 1 summieren, was man durch normieren in der / I_Norm erreichen kann:

P(K = 0) L5 (5] (03846
=Pk == ——|2|=2|2|~|0.1538]. (9.18)
pk=2) +t2*0(g] 1lg) lo4els

Die Hypothese, dass die drei Reste gleich wahrscheinlich sind, ist also nicht zutreffend.

Die Perron-Frobenius-Theorie sagt, dass sich die Verteilung[0.18| nach einiger Zeit einstellt. Wir
konnen jetzt auch die Gewinnerwartung in einer einzelnen Runde des Spiels ausgehend von dieser
Verteilung der Reste des Kapitals berechnen. Dazu brauchen wir zunichst die Wahrscheinlichkeiten
fiir Gewinn oder Verlust, die wir mit dem Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit nach

PY=+1)=P¥ =+1IK=0)-PK=0)+P(Y=+1[K=1)-P(K=1)+P(Y = +1[K=2)- P(K = 2)
15,32 .36

10 13 4 13" 4 13
1/1 3 9, 13 1
( )=2% =3

“1B\2T272)7 %7

PY=-1)=PY=-1K=0)-P(K=0)+PX¥=-1K=1)-PK=1)+P(Y=-1K=2)- P(K=2)

9 5 N 1 2 N 1 6
10 13 4 13 4 13
1 (9 N 1 N 3) 1
13\2 "2 2/ 2
berechnen konnen. Gewinn und Verlust sind also gleich wahrscheinlich, das Spiel B ist also ebenfalls
fair.

Auch diese Gewinnwahrscheinlichkeit kann etwas formeller mit dem Hadamard-Produkt berech-
net werden:

5
1 8 5 1 2 1 6 1
UGoB 8 1 1 -
( ) (10 2 5) [2] . 2 1372 13 26(8 2+6)=9,

wie erwartet.

Das modifizierte Spiel B

Wir modifizieren jetzt das Spiel B derart, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir Gewinn um ¢ verringert
werden und die Wahrscheinlichkeiten fiir Verlust um & vergrossert werden. Die Ubergangsmatrix
des modifzierten Spiels B ist

0 i+e %—s 0 1 -1
B=|Lt-¢ 0 +e|=B+¢|-1 O 1

4

S5+e 3-¢ 0 1 -1 0
N————
F

Wir wissen bereits, dass der Vektor p von (9.18)) als stationére Verteilung Eigenvektor zum Eigenwert
B ist, wir versuchen jetzt in erster Nidherung die modifizierte stationdre Verteilung p. = p + €p; des
modifizierten Spiels zu bestimmen.

175



Wabhrscheinlichkeitsmatrizen Das Paradoxon von Parrondo

1
Z+8

Abbildung 9.12: Zustandsdiagramm fiir das modifizerte Spiel B, Zustinde sind die Dreierreste des
Kapitals. Gegeniiber dem Spiel B (Abbildung [0.1T)) sind die Wahrscheinlichkeiten fiir Verlust um &
vergrossert und die Wahrscheinlichkeiten fiir Gewinn um & verkleinert worden.

Gewinnerwartung im modifizierten Einzelspiel

Die Gewinnerwartung aus den verschiedenen Ausgangszustinden kann mit Hilfe des Hadamard-
Produktes berechnet werden. Wir berechnen dazu zunéchst

0 1 1
GOB=GoB+eF)=GOB+cGOF mit G@F:{l 0 1].
1 1 0

Nach der friiher dafiir gefundenen Formel ist

(E(YIk=0) E(YIK=1) E(YIK=2)=U"GoB)
=U(GOB)+eU(GOF)
=(-5 1 i)+2eU

:(—%+25 %+2£ %+28).

Unter der Annahme gleicher Wahrscheinlichkeiten fiir die Ausgangszustinde, erhélt man die Ge-
winnerwartung

E(Y)=U'(Go B) [

0] | =0 | —

1 1
U'GoB);U +eUGoF)3U

1
= — 42
15+8

unter Verwendung der in berechneten Gewinnerwartung fiir das Spiel B.
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Iteration des modifizierten Spiels

Der Gaussalgorithmus liefert nach einiger Rechnung, die man am besten mit einem Computeralge-
brasystem durchfiihrt,

— 65-40£+80

T 3
1 1 1te 3 & 1 0 %2*{%”%885
- —& -1 st+e |— _ 26+126+380e°
190 3 4 0 0 78+126+80&2 [
10 + & i £ -1 0 0

woraus man die Losung

26 + 12& + 80&?
78 + 12¢ + 80&>

ablesen kann. Allerdings ist dies keine Wahrscheinlichkeitsverteilung, wir miissen dazu wieder nor-
mieren. Die Summe der Komponenten ist

lipll = 169 — 16¢ + 240¢>.

65 — 40& + 80&>
p =

Damit bekommen wir fiir die Losung bis zur ersten Ordnung

| 65 — 40¢ + 80&? L (5 o (440
De 26+ 12 + 806? | = — | 2|+ ——| 188 |+ O(&?).

= _ 2 =
169 — 16¢ + 240¢ 78 + 126 + 802 13 6 2197 252

Man beachte, dass der konstante Vektor der urspriingliche Vektor p fiir das Spiel B ist. Der lineare
Term ist ein Vektor, dessen Komponenten sich zu 1 summieren, in erster Ordnung ist also die -
Norm des Vektors wieder ||p.|l; = 0 + 0(&Y).

Mit den bekannten Wahrscheinlichkeiten kann man jetzt die Gewinnerwartung in einem einzeln
Spiel ausgehend von der Verteilung p. berechnen. Dazu braucht man das Hadamard-Produkt

0o -1 1 0 %+s %—8 0 —i—s %—s
GoB=G=]|1 0 —l@ll—o—e 0 1te|= 1—10—8 0 —%—8
-1 1 0 %+8 %—8 0 —1%—5 %—8 0

Wie friiher ist der erwartete Gewinn
E(Y)=U"GoB)p.

:(—13—0—28 %—28 %—Ze)pg
294 — 485 + 480> 294 5
= 69— T6e 12402~ 169° T O

Insbesondere ist also die Gewinnerwartung negativ fiir nicht zu grosse € > 0. Das Spiel ist also ein
Verlustspiel.

9.4.2 Kombination der Spiele

Jetzt werden die beiden Spiele A und B zu einem neuen Spiel kombiniert. Fiir das Spiel A haben wir
bis jetzt keine Ubergansmatrix aufgestellt, da das Kapital darin keine Rolle spielt. Um die beiden
Spiele kombinieren zu konnen brauchen wir aber die Ubergansmatrix fiir die drei Zustinde K =

0,1,2. Sie ist
A_—[ ]
0

D=9 —

[SIE S )
DI—= O NI=
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Das Spiel C

In jeder Durchfithrung des Spiels wird mit einem Miinzwurf entschieden, ob Spiel A oder Spiel
B gespielt werden soll. Mit je Wahrscheinlichkeit % werden also die Ubergansmatrizen A oder B

verwendet:

ool O ool

O oolwoln
N——

SRS RS

1
P(K = iK = j) = A - PMiinzwurf Kopf) + B - P(Miinzwurf Kopf) = E(A +B) = [

Die Gewinnerwartung in einem Einzelspiel ist

EY)=UGoC)=U
0

3
-2 .
=U'l3 0 -2|-U
s 8]3
8

10
L
10

4;_
INE
N

- (-2
5
Das Einzelspiel ist also ein Verlustspiel.

Das iterierte Spiel C

Fiir das iterierte Spiel muss man wieder den Eigenvektor von C zum Eigenwert 1 finden, die Rech-
nung mit dem Gauss-Algorithmus liefert
1 245
= —|180].
P= 700

84
Damit kann man jetzt die Gewinnwahrscheinlichkeit im iterierten Spiel berechnen, es ist
EY)=UGoO)p
Lo o 1 245
(-3 & 9 709 [1820]

—2-49+45+71 18
709 ~ 709’

Das iteriert Spiel B ist also ein Gewinnspiel! Obwohl die Spiele A und B fiir sich alleine in der
iterierten Form keine Gewinnspiele sind, ist das kombinierte Spiel, wo man zufillig die beiden Spiel

verbindet immer ein Gewinnspiel.
Man kann statt des Spiels B auch das modifizierte Spiel B verwenden, welches fiir kleine & > 0
ein Verlustspiel ist. Die Analyse lésst sich in der gleichen Weise durchfiihren und liefert wieder, dass

fiir nicht zu grosses € das kombinierte Spiel ein Gewinnspiel ist.
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Kapitel 10

Anwendungen in Kryptographie und
Codierungstheorie

Die algebraische Theorie der endlichen Korper hat sich als besonders niitzliche herausgestellt in
der Krypographie. Die Eigenschaften dieser Korper sind reichhaltig genug, um kryptographsch wi-
derstandsfiahige Algorithmen zu liefern, die auch in ihrer Stirke beliebig skaliert werden konnen.
Gleichzeitig liefert die Algebra auch eine effiziente Implementierung. In diesem Abschnitt soll dies
an einigen Beispielen gezeigt werden.

10.1 Arithmetik fiir die Kryptographie

10.1.1 Potenzieren
10.1.2 Rechenoperationen in I,

10.1.3 Rechenoperationen in F,
10.2 Kryptographie und endliche Korper

10.2.1 Potenzen in F, und diskreter Logarithmus

Fiir kryptographische Anwendungen wird eine einfach zu berechnende Funktion benétigt, die ohne
zusitzliches Wissen, iiblicherweise der Schliissel genannt, nicht ohne weiteres umkehrbar ist. Die
arithmetischen Operationen in einem endlichen Kérper sind mit geringem Aufwand durchfiihrbar.
Fiir die “schwierigste” Operation, die Division, steht der euklidische Algorithmus zur Verfiigung.

Die nichstschwierigere Operation ist die Potenzfunktion. Fiir g € k und a € N ist die Potenz
g% € k natiirlich durch die wiederholte Multiplikation definiert. In der Praxis werden aber g und a
Zahlen mit vielen Binérstellen sein, die die wiederholte Multiplikation ist daher sicher nicht effizient,
das Kriterium der einfachen Berechenbarkeit scheint also nicht erfiillt. Der folgende Algorithmus
berechnet die Potenz in O(log, a Multiplikationen.

Algorithmus 10.1 (Divide-and-conquer). Sei a = ag+ a;2' + a;2* + - - - + a;2* die Bindirdarstellung
der Zahl a.
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1. setzef=gx=11i=0
2. solange i > k ist, fiihre aus
(a) falls a; = 1 setze x = x- f
(b) i=i+lundf=f-f
Die Potenz x = g kann so in O(log, a) Multiplikationen berechnet werden.

Beweis. Die Initalisierung in Schritt |1/ stellt sicher, dass x den Wert g° hat. Schritt 2b| stellt sicher,
dass die Variable f immer den Wert g hat. Im Schrittwird zu x die Potenz g%? hinzumultipliziert.
Am Ende des Algorithmus hat daher x den Wert

x= ga020 . ga]Zl . gu222 e 2ak2k — guo+a12+a222+~~~+ak2k — ga'

Die Schleife wird | 1 +1og, ab] mal durchlaufen. In jedem Fall wird auf jeden Fall die Multiplikation
in Schritt 2b] durchgefiihrt und im schlimmsten Fall auch noch die Multiplikation in Schritt 2a] Es
werden also nicht mehr als 2|1 + log, a] = O(log, a) Multiplikationen durchgefiihrt. O

Beispiel. Man berechne die Potenz 72021 ipn F,. Die Bindrdarstellung von 2021 ist 202119 = 11111100101,.
Wir stellen die nétigen Operationen des Algorithmus [I0.1]in der folgenden Tabelle

i f | a X
0 711 7
1 49 | 0 7
211110 | 1 24
3 486 | O 24
411234 | 0 24
5 667 | 1 | 516
6 785 | 1 | 977
7 418 | 1 | 430
8 439 | 1 | 284
9 362 | 1 | 819
10 653 | 1| 333
Daraus liest man ab, dass 729! = 333 € Fy9;. O

Die Tabelle suggeriert, dass die Potenzen von g “wild”, also scheinbar ohne System in F, her-
umspringen. Dies deutet an, dass die Umkehrung der Exponentialfunktion in F, schwierig ist. Die
Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, die Umkehrfunktion von x — g* in F,, heisst der diskrete
Logarithmus. Tatsdchlich ist der diskrete Logarithmus dhnlich schwierig zu bestimmen wie das Fak-
torisieren von Zahlen, die das Produkt grosser Primafaktoren dhnlicher Grossenordnung wie p sind.
Die Funktion x — g* ist die gesuchte, schwierig zu invertierende Funktion.

Auf dern ersten Blick scheint der Algorithmus @] den Nachteil zu haben, dass erst die Binir-
darstellung der Zahl a ermittelt werden muss. In einem Computer ist dies aber normalerweise kein
Problem, da a im Computer ohnehin binér dargestellt ist. Die Binérziffern werden in der Reihenfolge
vom niederwertigsten zum hochstwertigen Bit benotigt. Die folgende Modifikation des Algorithmus
ermittelt laufend auch die Binérstellen von a. Die dazu notwendigen Operationen sind im Binérsys-
tem besonders effizient implementierbar, die Division durch 2 ist ein Bitshift, der Rest ist einfach
das niederwertigste Bit der Zahl.
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Algorithmus 10.2. 1. Setze f=g,x=1,i=0
2. Solange a > 0 ist, fiihre aus

(a) Verwende den euklidischen Algorithmus um r und b zu bestimmen mita = 2b + r
(b) Fallsr =1setzex =x- f
(c)i=i+l,a=bundf=f-f

Die Potenz x = g kann so in O(log, a) Multiplikationen berechnet werden.

10.2.2 Diflie-Hellman-Schliisseltausch

Eine Grundaufgabe der Verschliisselung im Internet ist, dass zwei Kommunikationspartner einen
gemeinsamen Schliissel fiir die Verschliisselung der Daten aushandeln konnen miissen. Es muss
davon ausgegangen werden, dass die Kommunikation abgehort wird. Trotzdem soll es fiir einen
Lauscher nicht moglich sein, den ausgehandelten Schliissel zu ermitteln.

Die beiden Partner A und B einigen sich zunichst auf eine Zahl g, die 6ffentlich bekannt sein
darf. Weiter erzeugen sie eine zufillige Zahl a und b, die sie geheim halten. Das Verfahren soll aus
diesen beiden Zahlen einen Schliissel erzeugen, den beide Partner berechnen konnen, ohne dass sie
a oder b iibermitteln miissen. Die beiden Zahlen werden daher auch die privaten Schliissel genannt.

Die Idee von Diffie und Hellman ist jetzt, die Werte x = g% und y = g’ zu iibertragen. In R
wiirden dadurch natiirlich dem Lauscher auch a offenbart, er konnte einfach a = logg x berechnen.
Ebenso kann auch b als b = log, y erhalten werden, die beiden privaten Schliissel wiren also nicht
mehr privat. Statt der Potenzfunktion in R muss also eine Funktion verwendet werden, die nicht
so leicht umgekehrt werden kann. Die Potenzfunktion in F, erfiillt genau diese Eigenschaft. Die
Kommunikationspartner einigen sich also auch noch auf die (grosse) Primzahl p und iibermitteln
x=g"€F,undy =g’ €F,.

Aus x und y muss jetzt der gemeinsame Schliissel abgeleitet werden. A kennt y = g” und a,
B kennt x = g“ und b. Beide konnen die Zahl s = g“b € F, berechnen. A macht das, indem er
¥ = (g")* = g rechnet, B rechnet ¥’ = (g%)? = g, beide natiirlich in F,. Der Lauscher kann
aber g’ nicht ermitteln, dazu miisste er a oder b ermitteln konnen. Die Zahl s = g% kann also als
gemeinsamer Schliissel verwendet werden.

10.2.3 Elliptische Kurven

Das Diffie-Hellman-Verfahren basiert auf der Schwierigkeit, in einem Korper F,, die Gleichung a* =
b nach x aufzuldsen. Die Addition in F, wird dazu nicht bendtigt. Es reicht, eine Menge mit einer
Multiplikation zu haben, in der das die Gleichung a* = b schwierig zu 16sen ist. Ein Gruppe wére
also durchaus ausreichend.

Ein Kandidat fiir eine solche Gruppe konnte der Einheitskreis S! = {z € C | |z] = 1} in der
komplexen Ebene sein. Wihlt man eine Zahl g = ¢, wobei a ein irrationales Vielfaches von 7
ist, dann sind alle Potenzen g” fiir natiirliche Exponenten voneinander verschieden. Wire ndmlich
g" = g™, dann wire ¢ ) = | und somit miisste @ = 2kx/(n; — n») sein. Damit wire aber a
ein rationales Vielfaches von 7, im Widerspruch zur Voraussetzung. Die Abbildung n + g" € S ist
auf den ersten Blick etwa dhnlich undurchschaubar wie die Abbildung n — g" € F,. Es gibt zwar
die komplexe Logarithmusfunktion, mit der man » bestimmen kann, dazu muss man aber den Wert
von g" mit beliebiger Genauigkeit kennen, denn die Werte von g" kdnnen beliebig nahe beieinander
liegen.
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privat p € N, g € F, aushandeln privat
(@) (5)
a auswihlen offentliches Netzwerk b auswihlen
x = g* € F, auswihlen y = g® € F, auswihlen
¢ 3
s = g = y* € F, ausrechnen s = g"» = x» € F,, ausrechnen
Y Y

[A und B haben den gemeinsamen Schliissel s]

Abbildung 10.1: Schliisselaustausch nach Diffie-Hellman. Die Kommunikationspartner A und B ei-
nigen sich offentlich auf p € N und g € F,. A wiihlt dann einen privaten Schliissel ¢ € N und B
wihlt b € N, sie tauschen dann x = g% und y = g” aus. A erhiilt den gemeinsamen Schliissel aus y*,

B erhilt ihn aus x°.

Der Einheitskreis ist die Losungsmenge der Gleichung x> + y* = 1 fiir reelle Koordinaten x
und y, doch Rundungsunsicherheiten verunmoglichen den Einsatz in einem Verfahren dhnlich dem
Diffie-Hellman-Verfahren. Dieses Problem kann gelost werden, indem fiir die Variablen Werte aus
einem endlichen Korper verwendet werden. Gesucht ist also eine Gleichung in zwei Variablen, deren
Losungsmenge in einem endlichen Korper eine Gruppenstruktur trigt. Die Losungsmenge ist eine
“Kurve” von Punkten mit Koordinaten in einem endlichen Korper.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass sogenannte elliptische Kurven iiber endlichen Korpern
genau die verlangen Eigenschaften haben.

Elliptische Kurven

Elliptische Kurven sind Losungen einer Gleichung der Form
Y’+XY =X +aX+b (10.1)

mit Werten von X und Y in einem geeigneten Korper. Die Koeffizienten a und b miissen so gewéhlt
werden, dass die Gleichung (T0.1)) geniigend viele Losungen hat. Uber den komplexen Zahlen hat
die Gleichung natiirlich fiir jede Wahl von X drei Losungen. Fiir einen endlichen Korper konnen
wir dies im allgemeinen nicht erwarten, aber wenn wir gentigend viele Wurzeln zu F hinzufiigen
konnen wir mindestens erreichen, dass die Losungsmenge so viele Elemente hat, dass ein Versuch,
die Gleichung g* = b mittels Durchprobierens zu 16sen, zum Scheitern verurteil ist.

Definition 10.3. Die elliptische Kurve E, ;(k) tiber dem Korper k ist die Menge

E.p(k) = {(X.Y) e K* | Y? + XY = X° + aX + b},
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fiira,b e k.

Um die Anschauung zu vereinfachen, werden wir elliptische Kurven iiber dem Korper R visua-
lisieren. Die daraus gewonnenen geometrischen Einsichten werden wir anschliessend algebraisch
umsetzen. In den reellen Zahlen kann man die Gleichung (10.1)) noch etwas vereinfachen. Indem
man in (T0.I)) quadratisch ergénzt, bekommt man

1 1
Y2+XY+ZX2:X3+ZX2+aX+b
1
= Vv =X3+ZX2+aX+b, (10.2)

indemmanv = Y + %X setzt. Man beachte, dass man diese Substition nur machen kann, wenn %
definiert ist. In R ist dies kein Problem, aber genau iiber den Korpern mit Charakteristik 2, die wir
fiir die Computer-Implementation bevorzugen, ist dies nicht moglich. Es geht hier aber nur um die
Visualisierung.

Auch die Form ldsst sich noch etwas vereinfachen. Setzt man X = u— ]—12, dann verschwin-
det nach einiger Rechnung, die wir hier nicht durchfithren wollen, der quadratische Term auf der
rechten Seite. Die interessierenden Punkte sind Losungen der einfacheren Gleichung

1 a 1
2 _ 3 3
=w+la-—=ju+b-—=+-— =uw +Au+B. 10.3
’ ”(“ 48)“ 12 gea T (103
In dieser Form ist mit (u#, v) immer auch (u, —v) eine Losung, die Kurve ist symmetrisch beziiglich der
u-Achse. Ebenso kann man ablesen, dass nur diejenigen u-Werte moglich sind, fiir die das kubische
Polynom u* + Au + B auf der rechten Seite von (T0.3) nicht negativ ist.

Sind uy, up und u3 die Nullstellen des kubischen Polynoms auf der rechten Seite von (T0.3)), folgt

V= (u—u)(u—u)(u—uz)= uw - (uy + up + u3)u2 + (uuy + ugus + uslz)u — Ut U3.

Durch Koeffizientenvergleich sieht man, dass u; + u, + u3 = 0 sein muss. Abbildung[10.2]zeigt eine
elliptische Kurve in der Ebene.

Geometrische Definition der Gruppenoperation

In der speziellen Form [I0.3]ist die elliptische Kurve symmetrisch unter Spiegelung an der u-Achse.
Die Spiegelung ist eine Involution, zweimalige Ausfiihrung fiihrt auf den urspriinglichen Punkt zu-
riick. Die Inverse in einer Gruppe hat diese Eigenschaft auch, es ist daher naheliegend, den gespie-
gelten Punkt als die Inverse eines Elementes zu nehmen.

Eine Gerade durch zwei Punkte der in Abbildung[10.2]dargestellten Kurve schneidet die Kurve
ein drittes Mal. Die Gruppenoperation wird so definiert, dass drei Punkte der Kurve auf einer Gera-
den das Gruppenprodukt e haben. Da aus g;g,g3 = e folgt g3 = (g1g2)”" oder g1 g2 = g;l, erhélt man
das Gruppenprodukt zweier Elemente auf der elliptischen Kurve indem erst den dritten Schnittpunkt
ermittelt und diesen dann an der u-Achse spiegelt.

Die geometrische Konstruktion schldgt fehl, wenn g; = g, ist. In diesem Fall kann man die
Tangente im Punkt g; an die Kurve verwenden. Dieser Fall tritt zum Beispiel auch in den drei
Punkten (i1, 0), (12, 0) und (u3, 0) ein.

Um das neutrale Element der Gruppe zu finden, konnen wir zwei Punkte g und g~! miteinander
verkniipfen. Die Gerade durch g und g~! schneidet aber die Kurve kein drittes Mal. Ausserdem sind
alle Geraden durch g und g™ fiir verschiedene g parallel. Das neutrale Element entspricht also einem
unendlich weit entfernten Punkt. Das neutrale Element entsteht immer dann als Produkt, wenn zwei
Punkte die gleiche u-Koordinaten haben.
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83

uy u us u

81

8182 =85

Abbildung 10.2: Elliptische Kurve in R in der Form v = 3 + Au + B mit Nullstellen u;, u, und
u3 des kubischen Polynoms auf der rechten Seite. Die blauen Punkte und Geraden illustrieren die
Definition der Gruppenoperation in der elliptischen Kurve.

Gruppenoperation, algebraische Konstruktion

Nach den geometrischen Vorarbeiten zur Definition der Gruppenoperation kann konnen wir die Kon-
struktion jetzt algebraisch umsetzen.

Zunichst iiberlegen wir uns wieder eine Involution, welche als Inverse dienen kann. Dazu be-
achten wir, dass die linke Seite der definierenden Gleichung

Y?+ XY =X’ —aX +b. (10.4)
auch als Y(Y + X) geschrieben werden kann. Die Abbildung Y — —X — Y macht daraus
(X-V(-X-Y+X)=(X+Y)Y,
dies ist also die gesuchte Involution.
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Seien also g, = (x1,y1) und g» = (x2,y,) zwei verschiedene Losungen der Gleichung (10.4)) Als
erstes brauchen wir eine Gleichung fiir die Gerade durch die beiden Punkte. Sei also /(X, Y) eine
Linearform derart, dass /(g;) = d und I(g>) = d fiir ein geeignetes d € k. Dann gilt auch fiir die
Punkte

g =181+ (1 -0g = lg) =1(g) + (1 -Dl(gz) =tc+ (1 —c=@+1-nc=c,

jeder Punkt der Geraden durch g; und g, lésst sich in dieser Form schreiben.

Setzt man jetzt g(f) in die Gleichung ein, erhélt man eine kubische Gleichung in ¢, von der
wir bereits zwei Nullstellen kennen, ndmlich 0 und 1. Die kubische Gleichung muss also durch
t und (¢ — 1) teilbar sein. Diese Berechnung kann man einfach in einem Computeralgebrasystem
durchfiihren. Das Polynom ist

p@) =
Nach Division durch #(¢ — 1) erhélt man als den Quotienten

g = 2= y1)* + (2 = y)(x2 = x1) + 12 — x1)° = 2x3 + 3x105 — X

und den Rest
r(t) = t(y% + x1y1 — x? —ax; —b)+(1- t)(y% + Xy — xg —axp — b).

Die Klammerausdriicke verschwinden, da die sie gleichbedeutend damit sind, dass die Punkte Lo-

sungen von (10.4) sind.
Fiir den dritten Punkt auf der Geraden muss ¢ so gewihlt werden, dass ¢(7) = 0 ist. Dies ist aber

eine lineare Gleichung mit der Losung

C 01 =32’ + 02 =y = x1) = 225 + 3305 - x)

(x2 — x1)?

Setzt man dies g(¢) ein, erhélt man fiir die Koordinaten des dritten Punktes g3 die Werte

2=y’ = x) + (2 =y = x1)7 — (5 + x])

N (x2 —x1)3

ys = 2 = y1)° + (2 = x)(y2 = y1)* = (2 = x)> (2 = y1) — (2 = x)*(xX1y2 — x291)
’ (x2 = x1)?

X (10.5)

(10.6)

Die Gleichungen (10.3) und (T0.6) erméglichen also, das Element g1g,' zu berechnen. Interessant
daran ist, dass in den Formeln die Konstanten a und b gar nicht vorkommen.

Es bleibt noch der wichtige Fall des Quadrierens in der Gruppe zu behandeln, also den Fall
g1 = . In diese Fall sind die Formeln und ganz offensichtlich nicht anwendbar. Die
geometrische Anschauung hat nahegelegt, die Tangent an die Kurve im Punkt g; zu nehmen. In R
wiirde man dafiir einen Grenziibergang g» — g; machen, aber in einem endlichen Korper ist dies
natiirlich nicht moglich.

Wir schreiben die Gerade als Parameterdarstellung in der Form ¢ — g(¢) = (x1 + ut, y; + vt) fiir
beliebige Parameter in k. Die Werte u; und u, miissen so gewihlt werden, dass g(¢) eine Tangente
wird. Setzt man g() in die Gleichung (T0.4) ein, entsteht ein kubische Gleichung, die genau dann
eine doppelte Nullstelle bei O hat, wenn u, v die Tangentenrichtung beschreiben. Einsetzen von g(¢)
in (T0.4) ergibt die Gleichung

0=-u’F+ (—3u2x1 7+ Mv)l2 + vy + uy, — 3ux% +vx; —au)t + (y% + x1y1 — x? —ax; —b)
(10.7)
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Damit bei ¢ = 0 eine doppelte Nullstelle mussen die letzten beiden Koeffizienten verschwinden, dies
fithrt auf die Gleichungen

y% + X1y = x? +ax;+b (10.8)
2y1 +x)v+ (1 = 3x} —a)u =0 (10.9)

Die erste Gleichung (T0.8) driickt aus, dass g; ein Punkt der Kurve ist, sie ist automatisch erfiillt.
Die zweite Gleichung (10.2.3) legt das Verhiltnis von u und v, also die Tangentenrichtung fest.
Eine mogliche Losung ist

u=x +2
e (10.10)
v=—y +3x] +a.

Der Quotient ist ein lineares Polynom in ¢, die Nullstelle parametrisiert den Punkt, der (gl)‘2
entspricht. Der zugehorige Wert von ¢ ist

2 2
r= —3'““—;‘”. (10.11)
u
Setzt man und (I0.10) in g(¢) ein, erhélt man sehr komplizierte Ausdriicke fiir den dritten Punkt.
Wir verzichten darauf, diese Ausdriicke hier aufzuschreiben. In der Praxis wird man in einem Korper
der Charakteristik 2 arbeiten. In diesem Korper werden alle geraden Koeffizienten zu 0, alle unge-
raden Koeffizienten werden unabhiingig vom Vorzeichen zu 1. Damit bekommt man die folgenden,

sehr viel iibersichtlicheren Ausdriicke fiir den dritten Punkt:

2 4 3 2
__y1+x1y1+x1+xl+ax1—a
- 2

X

0 (10.12)

¥+ (2 +x +a)y? + (x +aPy + 18+ ax]

3
1

+ax) +a’x; +d’x + @’

X

Damit haben wir einen vollstindigen Formelsatz fiir die Berechnung der Gruppenoperation in der
elliptischen Kurve mindestens fiir den praktisch relevanten Fall einer Kurve iiber einem Korper der
Charakteristik 2.

Satz 10.4. Die elliptische Kurve
E.pF,) ={(X.Y)€F, | Y*+ XY = X’ — aX - b}
tragt eine Gruppenstruktur, die wie folgt definiert ist:
1. Der Punkt (0,0) entspricht dem neutralen Element.

2. Das inverse Element von (x,y) ist (—x,—y — X).

3. Fiir zwei verschiedene Punkte g, und g, kann g3 = (g18>)~" mit Hilfe der Formeln (10.3)) und
(10.6) gefunden werden.

4. Fiir einen Punkt g\ kann g3 = gl’2 in Charakteristik 2 mit Hilfe der Formeln (10.12)) gefunden
werden.

Diese Operationen machen E,;,(F ;) zu einer endlichen abelschen Gruppe.
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Beispiele

TODO: elliptische Kurven in IPsec: Oakley Gruppen

Diffie-Hellman in einer elliptischen Kurve

TODO: g* in einer elliptischen Kurve

10.3 Advanced Encryption Standard — AES

Eine wichtige Forderung bei der Konzeption des damals neuen Advanced Encryption Standard war,
dass darin keine “willkiirlich” erscheinenden Operationen geben darf, bei denen der Verdacht ent-
stehen konnte, dass sich dahinter noch offengelegtes Wissen iiber einen moglichen Angriff auf den
Verschliisselungsalgorithmus verbergen konnte. Dies war eine Schwiche des vor AES tiblichen DES
Verschliisselungsalgorithmus. In seiner Definition kommt eine Reihe von Konstanten vor, tiber deren
Herkunft nichts bekannt war. Die Geriichtekiiche wollte wissen, dass die NSA die Konstanten aus
dem urspriinglichen Vorschlag abgeédndert habe, und dass dies geschehen sei, um den Algorithmus
durch die NSA angreifbar zu machen.

Eine weiter Forderung war, dass die Sicherheit des neuen Verschliisselungsstandards “skalier-
bar” sein soll, dass man also die Schliissellinge mit der Zeit von 128 Bit auf 196 oder sogar 256 Bit
steigern kann. Der Standard wird dadurch langlebiger und gleichzeitig entsteht die Moglichkeit,
Sicherheit gegen Rechenleistung einzutauschen. Weniger leistungsfihige Systeme konnen den Al-
gorithmus immer noch nutzen, entweder mit geringerer Verschliisselungsrate oder geringerer Sicher-
heit.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werde, wie sich die AES spezifizierten Operationen als mit der
Arithmetik der endlichen K&rper beschreiben lassen.

10.4 Fehlerkorrigierende Codes nach Reed-Solomon

Jede Art von Dateniibertragung muss sich mit dem Problem der Fehler befassen, die auf dem Uber-
tragungskanal entstehen konnen. Die einfachste Losung dieses Problem versucht, Fehler zu erkennen
und dann eine erneute Ubermittelung zu veranlassen. Dies ist zum Beispiel bei der Dateniibertragung
von einer Raumsonde wie Voyager 1 nicht moglich, die Signallaufzeit von der Sonde und wieder zu-
riick ist iiber 40 Stunden. Es ist auch nicht sinnvoll beim Lesen eines optischen Mediums wie einer
CD oder DVD, wenn ein Fehler durch eine Beschiddigung der Oberfliche des Mediums verursacht
wird. Erneutes Lesen wiirde das Resultat auch nicht dndern. Es wird also eine Moglichkeit gesucht,
die Daten so zu codieren, dass ein Fehler nicht nur erkannt sondern auch korrigiert werden kann.

In diesem Abschnitt werden die algebraisch besonders interessanten Reed-Solmon-Codes be-
schrieben. Thren ersten Einsatz hatten Sie bei den Voyager-Raumsonden, die 1977 gestartet wurden.
Sie befinden sich im Moment in einer Entfernung von Zum ersten mal kommerziell verwendet wur-
den sie fiir die optischen Medien CD und DVD.
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Ubungsaufgaben

10.4.1 Was ist ein Code?
10.4.2 Reed-Solomon-Code
10.4.3 Decodierung

Ubungsaufgaben

10.1. A und B einigen sich darauf, das Diffie-Hellman-Verfahren fiir p = 2027 durchzufiihren und
mit g = 3 zu arbeiten. A verwenden a = 49 als privaten Schliissel und erhélt von B den 6ffentlichen

Schliissel y = 1772. Welchen gemeinsamen Schliissel verwenden A und B?

Losung. Der zu verwendende gemeinsame Schliissel ist g’ = (g”)* = y* € F,027. Diese Potenz
kann man mit dem Divide-and-Conquer-Algorithmus effizient berechnen. Die Binirdarstellung des
privaten Schliissels von A ist a = 49,9 = 110001,. Der Algorithmus verlduft wie folgt:

i g% | a X
0 311 3
1 910 3
2 81 1 0 3
3 480 | O 3
411349 | 1 | 2020
5] 1582 | 1 | 1088

Der gemeinsame Schliissel ist daher s = 1088.
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Homologie

Mit der Inzidenzmatrix war es moglich, einen Graphen zu beschreiben und verschiedene interessante
Eigenschaften desselben zu berechnen. Damit konnen aber nur eindimensionale Strukturen analy-
siert werden: Es ist zum Beispiel nicht moglich, ein Dreieck vom Rand eines Dreiecks zu unter-
scheiden [TT.1] Die Randkurve ist in einem Dreieck zusammenziehbar, aber sobald man das innere
des Dreiecks entfernt, ist die Randkurve nicht mehr zusammenziehbar. Dreieck und der Rand des
Dreiecks sind also grundsitzlich verschieden.

Die Inzidenzmatrix ordnet jeder Kante ihre beiden Endpunkte zu. Die Homologietheorie verall-
gemeinert diese Idee. Der sogenannte Randoperator ordnet jedem Dreieck, Tetraeder oder allgemein
jedem Simplex seinen Rand zu. Damit wird es moglich, das Dreieck vom Rand des Dreiecks zu
unterschieden.

11.1 Simplexe und simpliziale Komplexe

Die Idee, das Dreieck und seinen Rand zu unterscheiden verlangt, dass wir zunichst Dreiecke und
deren hoherdimensionale Verallgemeinerungen, die sogenannten Simplizes entwickeln miissen.

11.1.1 Simplexe und Rand
Rand eines Dreiecks

Die Inzidenz-Matrix eines Graphen hat einer Kante die beiden Endpunkte mit verschiedenen Vor-
zeichen zugeordnet. Dieses Idee soll jetzt verallgemeinert werden. Der Rand des Dreiecks A in Ab-
bildung@]besteht aus den Kanten PyP;, PP, und PyP,. Fiir eine algebraische Definition miissen
die Kanten offenbar eine Orientierung haben, die ist aber garantiert, da wir den Anfangs- und End-
punkten einer Kante verschiedene Vorzeichen gegeben haben. Dem Dreieck A werden dann die drei
Kanten ko, ko> und k;, zuogeordnet, aber mit zusétzlichen Vorzeichen, die die Orientierung festhal-
ten. Durchlduft man den Rand von A in der Reihenfolge PyP,P,, dann miissen die Kanten kj, und
ko ein negatives Vorzeichen erhalten.
Wir konnen diese Zuordnung wieder mit einer Matrix ausdriicken.

k()ll 1
koo 0=|-1
klgi
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Py

P() PO

Abbildung 11.1: Ein Dreieck A (rechts) und der Rand des Dreicks (links) sind mit den Methoden der
Graphentheorie nicht unterschiedbar. Als topologische Rdume sind das Dreieck und sein Rand aber
ganz klar unterschiedbar: In einem Dreieck ist jeder geschlossene Pfad in einen Punkt zusammen-
ziehbar, aber die Randkurve ist nicht mehrzusammenziehbar, sobald man das innere des Dreiecks
entfernt.

Simplizes

Punkte, Kanten und Dreiecke sind die einfachsten Fille sogenannter Simplizes. Wir formulieren die
Definition dieser Objekte auf eine Weise, die uns ermdglichen soll, sie auf beliebige Dimension zu
verallgemeinern.
Die Strecke, die die Punkte P und Q miteinander verbindet, kann beschrieben werden durch eine

Parametrisierung der Form

Slll‘l—>tﬁ+(1—l‘)q):l‘0p—)+l1§, (11.1)
wobei die beiden positiven reellen Zahlen #y,#; € R die Bedingung #y + #; = 1 erfiillen. Fiir ein
eindimensionales Objekt brauchen wir also zwei Punkte und zwei positive Parameter, die sich zu 1
summieren. Die Mengen A} = {(ty, t1) |t; > 0, fo+#; = 1} kann also ganz allgemein als Parameterraum
zur Beschreibung eindimensionalen Objektes mit den Endpunkten dienen. Eine Strecke ist also eine
Abbildung der Form

si: A= RY (19, 10) = tof + 114, (11.2)

und der Rand besteht aus den Punkten s,(0) und s;(1), wobei der Anfangspunkt s;(0) mit einem
negativen Vorzeichen versehen wird.

Fiir hohere Dimensionen brauchen wir auf analoge Weise erst wieder einen geeigneten Parame-
terraum. Die Menge

A=ty .. . t) ER™ > 0,00 +1 + -+ 1, = 1}

beschreibt zum Beispiel fiir n = 2 ein Dreieck und fiir n = 3 ein Tetraeder.
Gegeben n + 1-Punkte Py, ..., P, mit Ortsvektoren py, . .., P, konnen wir eine Abbildung

Sut Ay = RN 2 (to, ... 1) o toPo + i1+ + 1y (11.3)
Eine solche Abbildung verallgemeinert also den Begriff einer Strecke auf hohere Dimensionen.

Definition 11.1. Ein n-dimensionales Simplex oder n-Simplex ist eine stetige Abbildung s,: A, —
X.

Die Ecken des n-Simplex A, sind die Standardbasisvektoren in R™! Mit e; bezeichnen wird die
Ecke, deren Koordinaten ¢; = O sind fiir k # i, ausser der Koordinaten #;, die den Wert #, = 1 hat.
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Rechnen mit Simplizes

Damit wir leichter mit Simplizes rechnen konnen, betrachten wir jedes Simplex als einen Basisvektor
eines abstrakten Vektorraumes. Zu einem n-Simplex gehoren Vektorrdume C; fiir jede Dimension
[ = 0 bis [ = n. Der Vektorraum Cj besteht aus Linearkombinationen

Co ={xoPo + -+ x, P, |x; €R},

Cy ist ein n-dimensionaler Raum. Der Vektorraum C; besteht aus Linearkombinationen der Kanten

C] = {Z xijk,-j

i<j

Xij € R},

wobei k;; die Kante von der Ecke i zur Ecke j ist.
In Dimension / bezeichnen wir mit C; den Vektorraum bestehend aus den Linearkombinationen

G ={ Z Xiy iy Siy )

i <--<i;

N € R},

wobei s;,_; das Simplex mit den Ecken iy, ..., i ist.
Fiir n = 1 gibt ist C ein eindimensionaler Vektorraum und Cy ist zweidimensional. Die Randab-
bildung, die einer Kante den Rand zuordnet, ist

0:Ci > Co: 501~ 1-50+(-1)- 5

und hat in den oben beschriebenden Basen die Matrix
1
o= (_ 1) .

Einem Simplex muss auch der Rand zugeordnet werden konnen. Setzt man in A, den Parameter
t; = 0, dann erhélt man die Kante, die der Ecke mit Nummer k gegeniiberliegt. Fiir jedes k gibt es
also eine Abbildung

Rand eines Simplex

ix: Dpoy = Dyt (o, .5 ) B (o, 11, 018, 1L 1),

in die Kante gegeniiber der Ecke ¢;. Dies ist auch die Art, wie Kanten des Dreiecks A in Abbil-
dung orientiert wurden.

Fiir den Rand des 2-Simplexes mussten die Kanten mit alternierenden Vorzeichen zugeordnet
werden. Damit wird erreicht, dass jeder Punkt sowohl Endpunkt einer Kante und ausserdem An-
fangspunkt der niachsten Kannte ist. Diese Eigenschaft soll auch in hoheren Dimensionen erhalten
bleiben. Die vier Dreiecke, die den Rand eines 3-Simplex ausmachen, miissen so orientiert werden,
dass jede Kante in beiden Richtungen durchlaufen wird.

Definition 11.2. Der Randoperator ordnet die Kanten eines n-Simplex mit alternierenden Vorzei-
chen zu, die Matrix ist
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11.1.2 Triangulation
11.2 Kettenkomplexe

11.2.1 Randoperator von Simplexen

11.2.2 Kettenkomplexe und Morphismen
11.3 Homologie

11.3.1 Homologie eines Kettenkomplexes
11.3.2 Induzierte Abbildung

11.3.3 Homologie eines simplizialen Komplexes

11.4 Exaktheit und die Mayer-Vietoris-Folge

Die Berechnung der Homologie-Gruppen ist zwar im Wesentlichen ein kombinatorisches Problem,
trotzdem ist eher aufwindig. Oft weiss man, wie sich toplogische Rdume aus einfacheren Riumen
zusammensetzen lassen. Eine Mannigkfaltigkeit zum Beispiel wird durch die Karten definiert, also
zusammenziehbare Teilmengen von R”, die die Mannigkfaltigkeit tiberdecken. Das Ziel dieses Ab-
schnittes ist, Regeln zusammenzustellen, mit denen man die Homologie eines solchen zusammen-
gesetzten Raumes aus der Homologie der einzelnen Teile und aus den “Verklebungsabbildungen”,
die die Teile verbinden, zu berechnen.

11.4.1 Kurze exakte Folgen von Kettenkomplexen

11.4.2 Schlangenlemma und lange exakte Folgen

11.4.3 Mayer-Vietoris-Folge
11.5 Fixpunkte

Zu jeder Abbildung f: X — X eines topologischen Raumes in sich selbst gehort die zugehdrige
lineare Abbildung f.: H.(X) — H.(X) der Homologiegruppen. Diese linearen Abbildungen sind
im Allgemeinen viel einfacher zu analysieren. Zum Beispiel soll in Abschnitt [T1.5.1] die Lefshetz-
Spurformel abgeleitet werden, die eine Aussagen dariiber ermoglicht, ob eine Abbildung einen Fix-
punkt haben kann. In Abschnitt[TT.5.2) wird gezeigt wie man damit den Browerschen Fixpunktsatz
beweisen kann, der besagt, dass jede Abbildung eines Einheitsballs in sich selbst immer einen Fix-
punkt hat.

11.5.1 Lefshetz-Spurformel
11.5.2 Brower-Fixpunktsatz
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Anwendungen und weiterfiihrende
Themen
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Ubersicht

Im zweiten Teil kommen die Teilnehmer des Seminars selbst zu Wort. Die im ersten Teil dargelegten
mathematischen Methoden und grundlegenden Modelle werden dabei verfeinert, verallgemeinert
und auch numerisch tiberpriift.
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Kapitel 12

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise fiir die korrekte Formatierung des Textes

e Absitze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfiigt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

e Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
16scht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

e Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit erméglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Anderungen in verschiedenen Sitzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

e Bilden Sie auch fiir Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Ubersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

12.1 Teil 0

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [verkehr:bibtex]. At vero eos et accusam
et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum
dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

122 Teil 1

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

b 1 b -3
2dx = | =3 = . 12.1
j;x v= 39| =75 (12.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

12.2.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

12.3 Teil 2

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

12.3.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

12.4 Teil 3

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

12.4.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 13

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise fiir die korrekte Formatierung des Textes

e Absitze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfiigt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

e Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
16scht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

e Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit erméglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Anderungen in verschiedenen Sitzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

e Bilden Sie auch fiir Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Ubersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

13.1 Teil 0

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt
ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [multiplikation:bibtex]. At vero eos
et accusam et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est
Lorem ipsum dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

13.2 Teil 1

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

b 1 b -3
2dx = | =3 = . 13.1
j;x v= 39| =75 (13.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

13.2.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

13.3 Teil 2

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

13.3.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

13.4 Teil 3

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

13.4.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 14

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise fiir die korrekte Formatierung des Textes

e Absitze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfiigt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

e Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
16scht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

e Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit erméglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Anderungen in verschiedenen Sitzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

e Bilden Sie auch fiir Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Ubersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

141 Teil 0

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt
ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [punktgruppen:bibtex]. At vero eos
et accusam et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est
Lorem ipsum dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

142 Teil 1

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

b 1 b -3
2dx = | =3 = . 14.1
j;x v= 39| =75 (14.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

14.2.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

14.3 Teil 2

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

14.3.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

144 Teil 3

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

14.4.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 15

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise fiir die korrekte Formatierung des Textes

e Absitze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfiigt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

e Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
16scht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

e Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit erméglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Anderungen in verschiedenen Sitzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

e Bilden Sie auch fiir Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Ubersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

15.1 Teil 0

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt
ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [reedsolomon:bibtex]. At vero eos et
accusam et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est
Lorem ipsum dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

15.2 Teil 1

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

b 1 b -3
2dx = | =3 = . 15.1
j;x v= 39| =75 (15.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

15.2.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

15.3 Teil 2

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

15.3.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

154 Teil 3

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

15.4.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 16

Iterierte Funktionsschemata

Alain Keller

16.1 Teil 0

Mit der Hilfe von Iterierten Funktionsschemata mit nur wenigen Funktionen, komplexe Bilder be-
schreiben. In der Regel sind diese Bilder Fraktale. Wie es dazu kommt, und wie man mit IFS auch
Bilder komprimieren kann, wollen wir im folgenden Kapitel untersuchen.

16.2 Fraktale

Bevor wir die IFS genauer ansehen, schauen wir uns Fraktale genauer an.

16.2.1 Was sind Fraktale?

Uber die genaue Definition von Fraktalen sind sich die Mathematiker noch nicht einig. In diesem
Kapitel orientieren wir uns an den Eigenschaften welche Kenneth Falconer in seinem Buch Fractal
Geometry [ifs:fractal-geometry] beschreibt. Von einem Fraktal F konnen wir folgende Eigenschaf-
ten erwarten:

1. F hat eine unendlich feine Struktur

2. F kann nicht mit der klassischen Geometrie beschrieben werden.

3. Oftmals haf F eine Form von Selbstihnlichkeit.

4. Die ’fraktale Dimension’ ist grosser als die Topologische Dimension

5. Viele Fraktale lassen sich einfach beschrieben
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Iterierte Funktionschemata und ihre Anwendungen Problemstellung

Abbildung 16.1: Koch Kurve

16.2.2 Koch Kurve

Diese Eigenschaften méchten wir nun anhand der Koch Kurve niher anschauen. In[T6.1] sehen wir
die Koch Kurve. Wie man schon erahnen kann, besteht sie aus lauter kleineren Kopien von sich
selber. Den Konstruktionsvorgang sehen wir in[T6.2] Gestartet wird mit einer einzelnen Strecke der
Linge a. Diese wird in ersten Schritt mit vier gleich langen Streckenabschnitte der Léinge £ ersetzt.
In[T6.2(b)]ist die Anordnung dieser vier Streckenabschnitte ersichtlich. Dieser Schritt wird nun fiir
jeden der resultierten Streckenabschnitten wiederholt. Die Kurve besteht also aus vier kleineren
Kopien von der ganzen Kurve, was auch unter Selbstdhnlichkeit bekannt ist.

Die resultierende Kurve hat ein paar interessante Eigenschaften. Die Lange der Kurve lasst sich
einfach berechnen.

4 4\? 4\" 4\"
lhb=a, L =a=, lgza(g), e lnza*(g) = lima(g) = 00

n—oo

In jedem Schritt wird die Lange um den Faktor ‘3—‘ verldangert. Somit divergiert die Linge gegen

Unendlich. Die Flache unter der Kurve lisst sich folgendermassen berechnen

z)zﬁz » V3

Ap=0, 4= >

2 %36
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o1
02 02

0
o1 01

0.1
0

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1

(2) (b) (©)

Abbildung 16.2: (a) Start (b) 1. Iteration (c) 2. Iteration

a2 V3 4
A2=A1+4(3—2)T=A1+§A1

2 3 4 4\?

Ay= A +A 42(3)—=A 24 +(2) 4
3 1 +A2+ 32) 4 1+9 1+ 9 1

Wir sehen, dass mit jedem Schritt die neu dazugekommene Fliache um g kleiner ist. Daraus resultiert
eine konvergierende Geometrische Reihe.

n—1 n n-1 n
4 3 4
SRS DI
i=0 =0
lim ,fﬁ T i ' £a2
n—oo 36 : 9 20

Wie wir sehen ist die Kochkurve ein Konstrukt mit endlicher Fldche, aber unendlichem Umfang. Zu
guter Letzt bestimmen wir die Dimension der Kurve. Es gibt viele verschiedene Arten die Dimension
zu definieren. Diese konnen dann auch unterschiedliche Resultate liefern. Vor allem im Zusammen-
hang mit Fraktalen findet man in der Literatur viele verschiedene Arten. In diesem Beispiel werden
wir die Ahnlichkeits-Dimension.

_ _log(N)
~ log(e)

Mit ihr kann man einfach die Dimension selbstdhnlicher Mengen bestimmen. Als Beispiel nehmen
wir ein gleichseitiges Dreieck. Dieses besteht aus N = 4 Kopien mit halber (¢ = 1/2) Kantenldnge.
Somit hat das Dreieck die Dimension D = 2. Die Koch Kurve besteht aus N = 4 Kopien mit
Kantenldnge € = 1/3.

_ log(N)  log(4)

=— ~ 1.261
log@ ~ log(1j3) - 0P

Wie wir nun sehen besitzt die Kochkurve alle oben beschriebenen Eigenschaften von Fraktalen. Dies
muss jedoch nicht bei allen Fraktalen der Fall. Sonst wire die Frage nach einer ‘richtigen’ Definition
einfach zu beantworten.
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Abbildung 16.3: Sierpinski-Dreieck

16.3 Fraktale mit IFS

Wollen wir nun eine bestimmte Art anschauen, wie man Fraktale machen kann. Zur Veranschauli-
chung dieser Methode nehmen wir das Sierpinski Dreieck. Wenn man das Dreieck genau anschaut,
erkennt man schnell, dass es aus drei kleineren Kopien seiner selbst besteht. Es ist also ein Selbst-
dhnliches Konstrukt. Diese Eigenschaft wollen wir uns zunutze machen.

Wir definieren das Dreieck mit Kantenldnge 1 als Menge X. Ausserdem bestimmen wir drei
Funktionen, welche die gesamte Menge auf eine ihrer kleineren Kopien abbildet

1 1 i 3
o= ) = 960 s0on-(6 0

fi bildet das Dreieck auf das Teilstiick unten links ab, f, auf das Teilstiick unten rechts und f; auf
das obere Teilstiick. Wendet man alle drei Funktionen auf das Sierpinski-Dreieck an, entsteht also
wieder ein Sierpinski-Dreieck.

3
x=Jsx
i=1

Man kann sogar noch einen Schritt weiter gehen, und sagen: Wenn wir die Funktionen auf eine
beliebige Startmenge anwenden, konvergiert die Menge gegen das Sierpinski-Dreieck. Im Beispiel
der Abbildung[16.4] sehen wir, wie das Bild nach jeder Iteration dem Sierpinski-Dreieck dhnlicher
wird. Der Abstand zum Original wird immer kleiner, und konvergiert bei unendlich Iterationen gegen
null.
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(©)

.T!!!T. .T?!!T.

(@

Abbildung 16.4: Konstruktion eines Sierpinski-Dreiecks mit einem Schwarzen Quadrat als Start
(a) 1. Iteration (b) 2. Iteration (c) 3. Iteration (d) 5. Iteration

16.3.1 Iterierte Funktionensysteme

In diesem Unterkapitel wollen wir die Erkenntnis, wie wir aus einer beliebigen Menge ein Sierpinski-
Dreieck generieren konnen, verallgemeinern. TODO TEXT
S1,...,5, sind Kontraktionen auf die Menge D c R". Es gilt

1Si(x) = Sl < cilx =yl (16.1)

fiir jedes 1 mit einem ¢; < 1. Dann existiert eine eindeutige kompakte Menge F fiir die gilt
F= OS,(F) (16.2)
Weiter definieren wir die Transformation S auf k;)mpakte Mengen ohne die leere Menge.
S(E) = O Si(E) (16.3)

Wird diese Transformation Iterativ ausgefiihrt, das heisst S%(E) = E, S¥(E) = S(S*'(E)), und fiir
jedesi S;(E) C E, gilt

F= ﬂ SK(E). (16.4)
In Worte gefasst bedeutet das, dass jede Gruppe von Kontraktionen iterativ ausgefiihrt, gegen eine

eindeutige Menge konvergiert. Dies fiir jede Startmenge, solange diese ihre Transformierten wieder
beinhaltet. Auf den Beweis wird verzichtet.
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16.3.2 Beispiel: Barnsley-Farn

Der Barnsley-Farn, Abbildung|[16.3] ist ein weiteres Fraktal, welches mit einem IFS generiert werden
kann. Wie man schnell erkennen kann, besteht der Farn aus Bléttern, welche eine grosse Ahnlichkeit
zum ganzen Farn haben.

0 0 085 004 0
Sl(x’y)z(o 0.16)(;)’ SZ(x’y):(—o.m 0.85)(;)+(1.6)

¢ (02 =026)(x) (0) _(-0.15 028\(x\ [ 0
=123 022 \y) Tlie) 54 =1026 024/|y)l0.44

In der Abbildung[16.6|sehen wir die vier Transformationen farblich dargestellt.

S erstellt den Stiel des Farnblattes (rot). Die Transformation bildet das Gesamte Blatt auf die
Y-Achse ab. §, (griin) erstellt den Hauptteil des Farnes. Sie verkleinert und dreht das gesamte Bild
und stellt es auf das Ende des Stiels aus ;. S5 bildet das gesamte Blatt auf das blaue Teilblatt unten
Links ab. S 4 Spiegelt das Blatt und bildet es auf das magentafarbene Teilblatt ab.

Wir fiihren im Zusammenhang mit dem Barnsley-Farn [ifs:barnsleyfern] noch eine weitere Me-
thode ein, um IFS auszufiihren. Bis jetzt wurde immer davon gesprochen, die Transformationen auf
die gesamte Menge anzuwenden. Bei komplizierteren IFS welche viele Iterationen brauchen, bis
man den Attraktor erkennen kann, ist diese Methode ziemlich rechenintensiv. Eine Alternative ist
das Chaosspiel [ifs:chaos]. Bei dieser Methode werden die Transformationen nicht auf die Menge
angewendet, sondern nur auf einen einzelnen Punkt. Der Startpunkt kann dabei ein beliebiger Punkt
in E sein. Es wird bei jedem Iterationsschritt nur eine Transformation, welche zufillig gewihlt wur-
de, angewendet. Da, wie wir beim Barnsley-Farn gut sehen, dass nicht jede Transformation gleich
viel des Bildes ausmacht, werden diese beim Chaosspiel gewichtet. Die Gewichtung erfolgt iiber
den Anteil der Gesamtmasse. Im Fall des Barnsley-Fern wird S in 1%, S, in 85% und S3&S4 in
7% der Iterationen ausgefiihrt.

16.4 Fraktale Bildkomprimierung

Mit dem Prinzip dieser IFS ist es auch moglich Bilder zu Komprimieren. Diese Idee hatte der Mathe-
matiker Michael Barnsley, welcher mit seinem Buch Fractals Everywhere einen wichtigen Beitrag
zum Verstdndnis von Fraktalen geliefert hat. Das Ziel ist es ein IFS zu finden, welches das Bild als
Attraktor hat. In diesem Unterkapitel wollen wir eine Methode dafiir anschauen.[ifs:Rousseau2012]

Bis jetzt wurde in Zusammenhang mit IFS immer erwéhnt, dass die Transformationen auf die
ganze Menge angewendet werden. Dies muss jedoch nicht so sein. Es gibt auch einen Attraktor,
wenn die Transformationen nur Teile der Menge auf die ganze Menge abbilden. Diese Eigenschaft
wollen wir uns in der Fraktalen Bildkompression zunutze machen. Sie ermdglicht uns Ahnlichkei-
ten zwischen kleineren Teilen des Bildes zunutze machen. Es ist wohl nicht falsch zu sagen, dass
Ahnlichkeiten zur gesamten Menge, wie wir sie zum Beispiel beim Barnsley Farn gesehen haben,
bei Bilder aus dem Alltag eher selten anzutreffen sind. Doch wie Finden wir die richtigen Affinen
Transformationen, welche als IFS das Bild als Attraktor haben?

16.4.1 das Kompressionsverfahren

In der Beschreibung des Verfahrens wird sich auf Graustufenbilder bezogen. Wie das Verfahren fiir
Farbbilder verwendet werden kann, wird spiter erlautert.
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Abbildung 16.5: Barnsley-Farn

Abbildung 16.6: Vier Transformationen des Barnsley-Farn
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In einem ersten Schritt teilen wir das Bild in disjunkte benachbarte b x b Pixel-Quadrate auf.
Diese Blocke nennen wir Range-Blocke der Menge R = {Ry, Ry, ...R,,,} Im ndchsten Schritt teilen wir
das Bild in alle moglichen 2b x 2b Pixel-Quadrate auf. Diese sind die Domain-Blocke der Menge
D = {Dy, Dy, ...D,}. Im dritten und letzten Schritt wird fiir jeden Range-Block R; ein Domain-Block
D; gesucht, welcher ihm am dhnlichsten ist.

Finden des édhnlichsten D;

Zuerst brauchen wir die Transformation um ein Element aus D auf ein Element von R Abzubilden.

a b 0)(x @
T(x,y,2)=|c d O||ly|+|B
0 0 s)lz g

Diese Transformation bildet den Pixel P auf Koordinate (x, y) und Graustufe z auf den Pixel P’ ab.

Da wir mit Pixeln arbeiten, sind die Transformationen in der Ebene Beschrinkt. Diese wird
durch die Parameter a, b, c und d bestimmt. Mogliche Transformationen sind auf folgende Liste
Beschrinkt:

e Identische Transformation, keine Andemng
e Drehung um 90, 180 oder 270 Grad.
e Spiegelung an der vertikalen, horizontalen und den Diagonalachsen.

a und B verschieben den Pixel an die richtige Stelle. Da wir ein 2bXx2b Feld auf ein bxb Feld abbilden
mdchten, miissen wir zuerst G; um 1/2 skalieren. Dies erreichen wir, indem wir alle disjunkten 2 x 2
px Blocke mit einem Pixel des Grautones deren Mittelwertes ersetzen. Skaliert und transformiert
erhalten wir D

Die Parameter s und g beschreiben die Anderung des Grautones. s verindert den Kontrast und g
verschiebt die Tone auf die richtige Helligkeit. s und g werden mit der linearen Regression ermittelt.

7=s7+g
f(D ;), Funktion um das Bild eins Blockes zu erhalten
_ cov(f(R), f(D)))
var(D i)
g = E(f(R) — sE(f(D)))
Mit diesen Parametern haben wir nun die Transformation vollstdndig bestimmt. Um zu beurteilen ob

der Domain-Block D; mit der gefundenen Transformation 7" dem Range-Block R; geniigend dhnlich
ist, berechnet man den quadratischen Abstand e.

e =d(f(R), f(T(D))))

Dieser Abstand sollte so klein wie mdglich sein. Die beste Kombination von D; und T; ist also diese,
welche den kleinsten Abstand zum Block R; hat, und somit am dhnlichsten ist.

Am Ende des Verfahrens haben wir also fiir jeden R; einen passenden D; mit der zugehorigen
Abbildung T; gefunden.
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Rekonstruktion des Bildes

Mit den Gefundenen Abbildungen ldsst sich das Bild generieren. Wir beginnen wie schon im letzten
Kapitel mit einer beliebigen Startmenge. In unserem Fall ist dieses ein Bild f; derselben Grosse. Nun
ersetzen wir jedes R; mit der Transformierten des zugehdrigen Domain-Blocks T(G;). Dies wird
verkiirzt als Operator W geschrieben. So erhalten wir ein neues Bild f; = W(f;). Dieses Vorgehen
fiihren wir iteriert aus bis wir von f, = W(f,-1) zu f,—; kaum mehr einen unterschied feststellen. Die
Iteration hat nun ihren Fixpunkt, das Bild, erreicht.

Farbbilder

Dieses Verfahren mit Graustufenbilder ldsst sich ganz einfach auf Farbbilder erweitern. Jeder Pixel
eines Farbbildes besteht aus einem Rot, Griin und Blauwert (RGB). Teilt man ein Bild in die drei
Farbkanile auf, das heisst, es wird nur noch ein Farbwert benutzt, erhilt man drei Bilder, welche wie
ein Graustufenbild sind. Nun wendet man auf jeden dieser Farbkanalbilder den Algorithmus an, und
fiigt nach der Rekonstruktion die Kanile wieder zusammen.

Performance des Verfahren

Dieser Grundalgorithmus der Fraktalen Bildkompression ist offensichtlich recht langsam und ska-
liert auch schlecht mit grosseren Bilder. Man kann die Laufzeit zwar verbessern indem man die
Domain-Blocke auch disjunkt macht, und fiir weniger detailreiche Bilder ein grosseres b wihlt, je-
doch wird er auch so nie so schnell wie zum Beispiel das jpeg verfahren.

16.4.2 Beispiel

Kommen wir nun zu einem Beispiel. Wir Verwenden dafiir den oben beschriebenen Algorithmus.
Die Range-Blocke wurden 4 X 4 gewihlt und die Dommain dementsprechend 8 x 8. Um etwas Zeit
bei der Komprimierung zu ersparen, wurden nur disjunkte Domain-Blocke gebraucht. Als erstes
Beispiel wihlen wir das 360x360px Bild von Rapperswil in Abbildung[T6.7] Der Algorithmus liefert
uns fiir jeden Range-Block die benétigten Parameter. Mit diesen lédsst sich das Bild im Anschluss
wieder Rekonstruieren.

Als Startbild wird ein mittelgraues 360x360px Bild gewihlt, Abbildung[T6.8] Nun lassen wir das
IFS laufen. Wie wir in Abbildung sehen, ist schon nach der ersten Iteration das Bild schon
erkennbar. Nach der fiinften Iteration , Abbildung gibt es fast keinen Unterschied mehr zur
letzten Iteration, wir konnen die Rekonstruktion beenden.
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Abbildung 16.7: Original Bild von Rapperswil

Abbildung 16.8: Startbild

(a) (b) (©

Abbildung 16.9: (a) 1. Iteration (b) 2. Iteration (c) 5. Iteration
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Kapitel 17

McEliece-Kryptosystem

Reto Fritsche

Ein paar Hinweise fiir die korrekte Formatierung des Textes

e Absitze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfiigt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

e Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
loscht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

e Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit erméglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Anderungen in verschiedenen Sitzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

e Bilden Sie auch fiir Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Ubersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

17.1 Teil 0

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [mceliece:bibtex]. At vero eos et accusam
et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum
dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

17.2 Teil 1

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

b 1 b -3
Zdx=|=x*| = ) 17.1
j;x v= 39| =75 (17.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

17.2.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

17.3 Teil 2

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

17.3.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

17.4 Teil 3

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

17.4.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 18

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise fiir die korrekte Formatierung des Textes

e Absitze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfiigt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

e Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
16scht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

e Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit erméglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Anderungen in verschiedenen Sitzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

e Bilden Sie auch fiir Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Ubersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

18.1 Teil 0

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [clifford:bibtex]. At vero eos et accusam
et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum
dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

18.2 Teil 1

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

b 1 b -3
2dx = | =3 = . 18.1
j;x v= 39| =75 (18.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

18.2.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

18.3 Teil 2

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

18.3.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

18.4 Teil 3

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

18.4.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 19

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise fiir die korrekte Formatierung des Textes

e Absitze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfiigt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

e Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
16scht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

e Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit erméglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Anderungen in verschiedenen Sitzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

e Bilden Sie auch fiir Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Ubersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

19.1 Teil 0

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [spannung:bibtex]. At vero eos et accusam
et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum
dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

19.2 Teil 1

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

b 1 b -3
2dx = | =3 = . 19.1
j;x v= 39| =75 (19.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

19.2.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

19.3 Teil 2

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

19.3.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis

232



Thema Teil 3

aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

19.4 Teil 3

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

19.4.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.
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Kapitel 20

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise fiir die korrekte Formatierung des Textes

e Absitze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfiigt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

e Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
16scht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

e Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit erméglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Anderungen in verschiedenen Sitzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

e Bilden Sie auch fiir Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Ubersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

20.1 Teil 0

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [erdbeben:bibtex]. At vero eos et accusam
et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum
dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

20.2 Teill

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

b 1 b -3
2dx = | =3 = . 20.1
j;x v= 39| =75 (20.1)

Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

20.2.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

20.3 Teil 2

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

20.3.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

20.4 Teil 3

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

20.4.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

237



Thema Teil 3

238



Kapitel 21

Thema

Hans Muster

Ein paar Hinweise fiir die korrekte Formatierung des Textes

e Absitze werden gebildet, indem man eine Leerzeile einfiigt. Die Verwendung von \\ ist nur
in Tabellen und Arrays gestattet.

e Die explizite Platzierung von Bildern ist nicht erlaubt, entsprechende Optionen werden ge-
16scht. Verwenden Sie Labels und Verweise, um auf Bilder hinzuweisen.

e Beginnen Sie jeden Satz auf einer neuen Zeile. Damit erméglichen Sie dem Versionsverwal-
tungssysteme, Anderungen in verschiedenen Sitzen von verschiedenen Autoren ohne Konflikt
anzuwenden.

e Bilden Sie auch fiir Formeln kurze Zeilen, einerseits der besseren Ubersicht wegen, aber auch
um GIT die Arbeit zu erleichtern.

21.1 Teil 0

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invidunt ut
labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua [munkres:bibtex]. At vero eos et accusam
et justo duo dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum
dolor sit amet.

Lorem ipsum dolor sit amet, consetetur sadipscing elitr, sed diam nonumy eirmod tempor invid-
unt ut labore et dolore magna aliquyam erat, sed diam voluptua. At vero eos et accusam et justo duo
dolores et ea rebum. Stet clita kasd gubergren, no sea takimata sanctus est Lorem ipsum dolor sit
amet.

21.2 Teill

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
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sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed quia
consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt

b 1 b -3
2dx = | =3 = . 21.1
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Neque porro quisquam est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed
quia non numquam eius modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat volupt-
atem.

Ut enim ad minima veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi
ut aliquid ex ea commodi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate
velit esse quam nihil molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla
pariatur?

21.2.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga
).

Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio ??. Nam libero tempore, cum soluta
nobis est eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus,
omnis voluptas assumenda est, omnis dolor repellendus ??. Temporibus autem quibusdam et aut
officiis debitis aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae
non recusandae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus
maiores alias consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

21.3 Teil 2

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

21.3.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
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aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

214 Teil 3

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

21.4.1 De finibus bonorum et malorum

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusan-
dae. Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias
consequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

241



Thema Teil 3

242



	I Grundlagen
	Einleitung
	Zahlen 
	Natürliche Zahlen 
	Ganze Zahlen 
	Rationale Zahlen 
	Reelle Zahlen 
	Komplexe Zahlen 

	Vektoren und Matrizen 
	Lineare Algebra 
	Vektoren 
	Matrizen 
	Gleichungssysteme 
	Lineare Abbildungen 

	Skalarprodukt 
	Bilinearformen und Skalarprodukte 
	Orthognormalbasis 
	Symmetrische und selbstadjungierte Abbilungen 
	Orthogonale und unitäre Matrizen 
	Orthogonale Unterräume 
	Andere Normen auf Vektorräumen 

	Algebraische Strukturen 
	Gruppen 
	Ringe und Moduln 
	Algebren 
	Körper 

	Hadamard-Algebra 
	Hadamard-Produkt 
	Hadamard-Produkt und Matrizenalgebra 
	Weitere Verknüpfungen 


	Polynome 
	Definitionen 
	Skalare 
	Der Polynomring 
	Grad 
	Teilbarkeit 
	Formale Potenzreihen 

	Polynome als Vektoren 
	Polynome beliebigen Grades 
	Multiplikative Struktur 

	Polynommultiplikation mit Matrizen 
	Minimalpolynom 

	Endliche Körper 
	Der euklidische Algorithmus 
	Ganze Zahlen
	Matrixschreibweise 
	Vereinfachte Durchführung 
	Polynome

	Galois-Körper 
	Arithmetik modulo p 
	Charakteristik 

	Wurzeln 
	Irreduzible Polynome 
	Körpererweiterungen 
	Zerfällungskörper 


	Eigenwerte und Eigenvektoren 
	Grundlagen 
	Kern und Bild von Matrixpotenzen 
	Invariante Unterräume 
	Nilpotente Matrizen 
	Eigenwerte und Eigenvektoren 
	Verallgemeinerte Eigenräume 
	Zerlegung in invariante Unterräume 
	Das charakteristische Polynom 

	Normalformen 
	Diagonalform
	Jordan-Normalform 
	Reelle Normalform 
	Obere Hessenberg-Form 

	Funktionen einer Matrix 
	Polynom-Funktionen 
	Approximation von f(A) 
	Potenzreihen 
	Gelfand-Radius und Eigenwerte 

	Numerische Verfahren zur Eigenwertbestimmung 
	Spektraltheorie 

	Permutationen 
	Permutationen einer endlichen Menge 
	Permutationen als 2n-Matrizen
	Zyklenzerlegung 
	Konjugierte Elemente in Sn

	Permutationen und Transpositionen 
	Zyklus und Permutationen aus Transpositionen
	Signum einer Permutation

	Permutationsmatrizen 
	Matrizen
	Transpositionen
	Determinante und Vorzeichen

	Determinante 

	Matrizengruppen 
	Symmetrien 
	Lie-Gruppen 
	Lie-Algebren 
	Homogene Räume 

	Graphen 
	Beschreibung von Graphen mit Matrizen 
	Definition von Graphen 
	Inzidenzmatrix
	Die Adjazenzmatrix und Laplace-Matrix 

	Spektrale Graphentheorie 
	Wavelets auf Graphen 
	Funktionen auf einem Graphen und die Laplace-Matrix
	Standardbasis und Eigenbasis 
	Wavelet-Basen 


	Wahrscheinlichkeitsmatrizen 
	Google-Matrix 
	Ein Modell für Webseitenbesucher 
	Wahrscheinlichkeitsinterpretation 
	``Freier Wille'' 
	Wahrscheinlichkeitsverteilung 

	Diskrete Markov-Ketten und Wahrscheinlichkeitsmatrizen 
	Markov-Eigenschaft
	Diskrete Markov-Kette
	Absorbierende Zustände

	Positive Vektoren und Matrizen 
	Elementare Eigenschaften 
	Die verallgemeinerte Dreiecksungleichung 
	Der Satz von Perron-Frobenius 

	Das Paradoxon von Parrondo 
	Die beiden Teilspiele 
	Kombination der Spiele 


	Anwendungen in Kryptographie und Codierungstheorie 
	Arithmetik für die Kryptographie 
	Potenzieren 
	Rechenoperationen in Fp 
	Rechenoperationen in F2l 

	Kryptographie und endliche Körper 
	Potenzen in Fp und diskreter Logarithmus 
	Diffie-Hellman-Schlüsseltausch 
	Elliptische Kurven 

	Advanced Encryption Standard – AES 
	Fehlerkorrigierende Codes nach Reed-Solomon 
	Was ist ein Code? 
	Reed-Solomon-Code 
	Decodierung 


	Homologie 
	Simplexe und simpliziale Komplexe 
	Simplexe und Rand 
	Triangulation 

	Kettenkomplexe 
	Randoperator von Simplexen 
	Kettenkomplexe und Morphismen 

	Homologie 
	Homologie eines Kettenkomplexes 
	Induzierte Abbildung 
	Homologie eines simplizialen Komplexes 

	Exaktheit und die Mayer-Vietoris-Folge 
	Kurze exakte Folgen von Kettenkomplexen 
	Schlangenlemma und lange exakte Folgen 
	Mayer-Vietoris-Folge 

	Fixpunkte 
	Lefshetz-Spurformel 
	Brower-Fixpunktsatz 



	II Anwendungen und weiterführende Themen
	Thema
	Teil 0
	Teil 1 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 2 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 3 
	De finibus bonorum et malorum 


	Thema
	Teil 0
	Teil 1 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 2 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 3 
	De finibus bonorum et malorum 


	Thema
	Teil 0
	Teil 1 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 2 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 3 
	De finibus bonorum et malorum 


	Thema
	Teil 0
	Teil 1 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 2 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 3 
	De finibus bonorum et malorum 


	Iterierte Funktionsschemata
	Teil 0
	Fraktale 
	Was sind Fraktale? 
	Koch Kurve 

	Fraktale mit IFS 
	Iterierte Funktionensysteme 
	Beispiel: Barnsley-Farn

	Fraktale Bildkomprimierung 
	das Kompressionsverfahren 
	Beispiel


	McEliece-Kryptosystem
	Teil 0
	Teil 1 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 2 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 3 
	De finibus bonorum et malorum 


	Thema
	Teil 0
	Teil 1 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 2 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 3 
	De finibus bonorum et malorum 


	Thema
	Teil 0
	Teil 1 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 2 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 3 
	De finibus bonorum et malorum 


	Thema
	Teil 0
	Teil 1 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 2 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 3 
	De finibus bonorum et malorum 


	Thema
	Teil 0
	Teil 1 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 2 
	De finibus bonorum et malorum 

	Teil 3 
	De finibus bonorum et malorum 




