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Einfiihrung

Reed-Solomon-Code:

¢ Fiir Ubertragung von Daten
® Ermoglicht Korrektur von Ubertragungsfehler
e Wird verwendet in: CD, QR-Codes, Voyager-Sonde, etc.
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e e 2. 1,5 versenden und auf 2 Fehler absichern
Ubertragen von f, =2, fi =1, fy = 5 als p(w) = 2w? + 1w + 5.
Polynom Versende (p(1), p(2),...,p(7)) = (8,50,37,41,60,83,110)
Ansatz A p(x)

100 -

Zahlen versenden, um 3 Zahlen gegen 2 Fehlern abzusichern.
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A Nutzlas Fehler Versenden
3 2 7 Werte eines Polynoms vom Grad 2
4 2 8 Werte eines Polynoms vom Grad 3
3 3 9 Werte eines Polynoms vom Grad 2
k t k 4 2t Werte eines Polynoms vom Grad k — 1

Ausserdem konnen bis zu 2t Fehler erkannt werden!
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Diskrete
Fourier Trans-
formation

® Fourier-transformieren
e Ubertragung

® Riicktransformieren

Idee
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® Diskrete Fourier-Transformation gegeben durch:

Diskrete

1 N-1 -
Fourier Trans- A — 2 . kn
formation Ck - N Z fn - e N
n=0

® Ersetzte .
T
w=e WK

® Wenn N konstant:

A

1
& = N(fowo + Aw! + Hw? + -+ fy_wh)
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b
Diskrete
g:i:trio'l:ansf a'l WO W0 W0 e W0 fO
& w wl w wh—1 i
& | — l w0 w? w? o w2(N-1) >
N

én I/I;O Wl(;v_l) WZ(N_I) W(N—]:)(N—l) O
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Diskrete
Fourier Trans-
formation

Wie wird der Fehler lokalisiert?
Indem in einem endlichen Korper gerechnet wird.
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® Warum endliche Koérper?
konkrete Zahlen — keine Rundungsfehler
digitale Fehlerkorrektur

Reed-Solomon
in Endlichen
Kérpern

® Nachricht = Nutzdaten + Fehlerkorrekturteil

® aus Fehlerkorrekturteil die Fehlerstellen finden
= gesucht ist ein Lokatorpolynom
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Joshua Bir Definition eines Beispiels
o
® endlicher Korper g = 11
ist eine Primzahl
beinhaltet die Zahlen Fy; = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
® Nachrichtenblock = Nutzlast + Fehlerkorrekturstellen
Reed-Sf)lomon n=gq-— 1= 10 Zahlen
in Endlichen
Kérpern

® Max. Fehler t =2
maximale Anzahl von Fehler, die wir noch korrigieren kénnen

® Nutzlast k = n— 2t = 6 Zahlen
Fehlerkorrkturstellen 2t = 4 Zahlen
Nachricht m =[0,0,0,0,4,7,2,5,8,1]
als Polynom m(X) = 4X% + 7X* +2X3 +5X? +8X + 1
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® Ansatz aus den komplexen Zahlen mit der diskreten Fouriertransformation
® Eulersche Zahl e existiert nicht in Fq;
e Wir suchen a so, dass a’ den gesamten Zahlenbereich von F1; abdecken
_f0 .1 2 3 4 .5 6 .7 .8 .9
le\{O}—{a 73 ,3 73 7a 73 73 ,3 7a aa }
Codierung . .
eines Beispiels o Wir Wahlen a=2=8

Za1\ {0} = {1,8,9,6,4,10,3,2,5,7}
8 ist eine primitive Einheitswurzel

e m8°)=4-1+7-1+2-1+5-1+8-1+1=5
= kénnen wir auch als Matrix schreiben
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e Ubertragungsvektor v

e v=A-m

g0 g0 g0 g% g0 g0 g0 g0 g0 g0
80 81 82 83 84 85 86 87 88 89
80 82 84 86 88 810 812 814 816 818
80 83 86 89 812 815 818 821 824 827
Codierung 80 84 88 812 816 820 824 828 832 836
e Btk V=1g0 g5 glo gl5 g20 g25 g30 g35 g40 g45
80 86 812 818 824 830 836 842 848 854
80 87 814 821 828 835 842 849 856 863
80 88 816 824 832 840 848 856 864 872
80 89 818 827 836 845 854 863 872 881

OO OO P~ NDN OO

e v=1[53,6,5210,2,7,10,4]
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® Der Empfanger erhilt den unveranderten Vektor v = [5,3,6,5,2,10,2,7,10, 4]

® Wir suchen die Inverse der Matrix A

Inverse der Fouriertransformation Inverse von a
> ; 1 1
F(w) :/ f(t)e “tdt 8 =38
— 00

Decodierung

sl (Rt Inverse finden wir tiber den
Eulkidischen Algorithmus

FUF(W) = F(t) = % /_O:O F(w)e“tduw
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Joshua Bar
und Michael
Steiner

Recap aus der Vorlesung:
. k bi | a| ¢ d
Gegeben a € Fp,, finde b = ale F, il P ] g Cl' 6
ab =1 modp o8 11/0]| 0 1
b_ab - 1+”p 1011 81| 1 0
o= 2(8 3|2|-1 1
313 21| 3 =2
ggT(ap) = 1 402 1]2|-4 3
=l YT 501 0| |11 s
no= -t —4.8+3-11 =

1
7-8+3-11 = 1
g1 = 7
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Decodierung
ohne Fehler

*m=1/10-At.v
e m=10-A"1.v

70 70
70 71
70 72
70 73
70 74
70 7
70 76
70 77
70 78
70 7°

714

Decodierung mit Inverser Matrix
e v=1536,5,210,2,7,10,4]

e m=[0,0,0,0,4,7,2,5,8,1]

735

742

749

756

N OO W ol

~N N

10
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Joshua Bir Decodierung mit Fehler - Ansatz
und Michael
Steiner Gesendet: v =[5, 3,6,5,2,10,2,7,10, 4]
Empfangen: w =[5, 3,6,8,2,10,2,7,1,4]
Ricktransformation: r = [5,7,4,10,5,4,5,7,6,7]
———
Fehlerinfo

Wie finden wir die Fehler?
° m(X)=4X5+7X*+2X3+5X24+8X +1
o r(X)=5X%+7X8+4XT +10X® + 5X° + 4X* +5X3 +7X? +6X +7
* e(X) = r(X) — m(X)

i 012 3 4 5 6 7 8 9
o Febler @ 5 3 6 8 2 10 2 7 1 4
m@a) 5 3 6 5 2 10 2 7 10 4
e(@d) 00030 0 00 2 0

e Alle Stellen, die nicht Null sind, sind Fehler
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Decodierung
mit Fehler

Satz von Fermat: f(X)

F(X)= X101

F(X) = (X
(X

e(X) = (X — &)(X — ah)(X - 2)

Nullstellen des Fehlerpolynoms finden

— a%)(X — at)(X

=X9"1-1=0

—a’)(X - 8)(X a%)

(X —a")

(X — 2% p(x)

=0  fir X €{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

a*)(X — a%)(X

- (X - )X - o)

(X — a*)(X — a®)(X — a%)-

ggT gibt uns eine Liste der Nullstellen, an denen es keine Fehler gegeben hat

geT(f(X),

e(X)) = (X—a°)

(X —aT)

(X—al)(X—a?)
(X - 2°)

(X —a*)(X—a%)(X—a%)
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Decodierung
mit Fehler

Nullstellen des Fehlerpolynoms finden
Satz von Fermat: f(X) = X971 —1=0

fF(X)=X0~-1=0 fir X =[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]

F(X) = (X = a%)(X — a)(X — &*)(X — 2%)(X — a*)(X — 2°)(X — a°)-
( —a')(X - 8)(X— 9)

e(X) = (X — a% (X — al)(X — a?) (X —a") (X — a%)(X — %)
(X —aT) (X —2%) - p(x)

kgV gibt uns eine Liste von aller Nullstellen, die wir in e und d zerlegen kénnen

QV(F(X), (X)) = (X—a0)(X —a)(X — 22)(X — &%) (X — a*)(X — &%) (X — a°)
(X —a")(X = 2°)(X —a%) - q(X)
= d(X) - e(X)

Lokatorpolynom d(X) = (X — a3)(X — a®)
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und Michael
Steiner
® ¢(X) ist unbekannt auf der Empfangerseite
® ¢(X)=r(X)—m(X) — m(X) ist unbekannt?
® mist nicht ganzlich unbekannt: m=10,0,0,0,7,7,7,72,7,7
In den bekannten Stellen liegt auch die Information, wo es Fehler gegeben hat

® Daraus folgt e(X) = 5X° + 7X® + 4X7 + 10X® + p(X)

Decodierung ° f(X) == X].O - 1 == X].O + 10

mit Fehler

e Jetzt kénnen wir den ggT von f(X) und e(X) berechnen
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Joshua Bir Der Euklidische Algorithmus (nochmal)
und Michael

Steiner ggT(f(X), e(X)) hat den Grad 8

x10 + 10 :5X% +7X® 4+ 4X7 410X + p(X)=9X +5
X104+ 8X9 4+ 3X8 + 2X7 + p(
3X% +8X% + 9X" + p(

3X% +2X8 +9X7 + p(

(

6X% +0X" + p

5X +7X8 + 4X7 +10X0 + p(X) :6XB+0XT =10X+3
5X° + 0X8 + p(X)
Decodierung 7X8 + p(X)

mit Fehler

ggT(f(X), e(X)) = 6X°

kgV durch den erweiterten Euklidischen Algorithmus bestimmen
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" Sreiner
k qi & fi
0 1
0| 9X+5 1 0
1]10X+3 9X +5 1
2 2X2+0X+5 10X +3

Somit erhalten wir den Faktor d(X)=2X?+5

Faktorisiert erhalten wir d(X) =2(X —5)(X —6)
Lokatorpolynom d(X) = (X —a')(X — &)
Decodierung
mit Fehler
a' =5 = i=3
a=6 = i=8
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d(X) = (X - a%)(X — %)
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Rekonstruktion der Nachricht

5 g0 g0 g9 g0 g0 g

3 g0 gl 8 g g+ 8 mo
6 80 g2 g* g° g8 glo my
2 80 84 88 812 816 820 my
10| 80 85 810 815 820 825 : ms
2 80 86 812 818 824 830 ma
7 80 87 814 821 828 835 ms
4 80 89 818 827 836 845

® Matrix in eine Quadratische Form bringen
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5 g0 8% g% g0 g0 go mo
3 g0 gl 8 g g+ 8 my
6| |8 82 8+ 85 88 80| |m,
2 ~ | g0 g4 g8 gl2 gl6 g20 ’ ms
10 80 85 810 815 820 825 my
2 80 86 812 818 824 830 ms

® Matrix Invertieren

Nachricht
Rekonstruieren
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5 1 11 1 1 1 mo
3 1 8 9 6 4 10 m
6 o 1 9 4 3 5 1 mo
21 |1 4 5 9 3 1| [ms
10 1 10 1 10 1 10 ma
2 1 3 9 5 4 1 ms
U
mo 6 4 4 6 2 1 5
my 2 7 10 3 4 7 3
m| |1 8 9 8 3 4 6
Rekoneiruieren my| |3 6 6 459 2
my 10 10 9 8 1 6 10
ms 1 9 6 476 2
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mo 6 4 4 6 2 1 5
m 2 7 10 3 4 7 3
m| |1 8 9 8 3 4 6
m| |3 6 6 459 2
my 10 10 9 8 1 6 10
ms 1 9 6 47 6 2

* m=1[4,7,2,5,8,1]

Nachricht
Rekonstruieren
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