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Reed-Solomon-Code:

• Für Übertragung von Daten
• Ermöglicht Korrektur von Übertragungsfehler
• Wird verwendet in: CD, QR-Codes, Voyager-Sonde, etc.
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Beispiel
• 2, 1, 5 versenden und auf 2 Fehler absichern

Übertragen von f2 = 2, f1 = 1, f0 = 5 als p(w) = 2w2 + 1w + 5.
Versende (p(1), p(2), . . . , p(7)) = (8, 50, 37, 41, 60, 83, 110)

x

p(x)

100

1
7 Zahlen versenden, um 3 Zahlen gegen 2 Fehlern abzusichern.
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Parameter

Nutzlas Fehler Versenden
3 2 7 Werte eines Polynoms vom Grad 2
4 2 8 Werte eines Polynoms vom Grad 3
3 3 9 Werte eines Polynoms vom Grad 2

k t k + 2t Werte eines Polynoms vom Grad k − 1

Ausserdem können bis zu 2t Fehler erkannt werden!
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Idee

• Fourier-transformieren
• Übertragung
• Rücktransformieren



Reed-
Solomon-Code

Joshua Bär
und Michael

Steiner

Einführung

Polynom
Ansatz

Diskrete
Fourier Trans-
formation

Reed-Solomon
in Endlichen
Körpern

Codierung
eines Beispiels

Decodierung
ohne Fehler

Decodierung
mit Fehler

Nachricht
Rekonstruieren



Reed-
Solomon-Code

Joshua Bär
und Michael

Steiner

Einführung

Polynom
Ansatz

Diskrete
Fourier Trans-
formation

Reed-Solomon
in Endlichen
Körpern

Codierung
eines Beispiels

Decodierung
ohne Fehler

Decodierung
mit Fehler

Nachricht
Rekonstruieren



Reed-
Solomon-Code

Joshua Bär
und Michael

Steiner

Einführung

Polynom
Ansatz

Diskrete
Fourier Trans-
formation

Reed-Solomon
in Endlichen
Körpern

Codierung
eines Beispiels

Decodierung
ohne Fehler

Decodierung
mit Fehler

Nachricht
Rekonstruieren



Reed-
Solomon-Code

Joshua Bär
und Michael

Steiner

Einführung

Polynom
Ansatz

Diskrete
Fourier Trans-
formation

Reed-Solomon
in Endlichen
Körpern

Codierung
eines Beispiels

Decodierung
ohne Fehler

Decodierung
mit Fehler

Nachricht
Rekonstruieren



Reed-
Solomon-Code

Joshua Bär
und Michael

Steiner

Einführung

Polynom
Ansatz

Diskrete
Fourier Trans-
formation

Reed-Solomon
in Endlichen
Körpern

Codierung
eines Beispiels

Decodierung
ohne Fehler

Decodierung
mit Fehler

Nachricht
Rekonstruieren



Reed-
Solomon-Code

Joshua Bär
und Michael

Steiner

Einführung

Polynom
Ansatz

Diskrete
Fourier Trans-
formation

Reed-Solomon
in Endlichen
Körpern

Codierung
eines Beispiels

Decodierung
ohne Fehler

Decodierung
mit Fehler

Nachricht
Rekonstruieren



Reed-
Solomon-Code

Joshua Bär
und Michael

Steiner

Einführung

Polynom
Ansatz

Diskrete
Fourier Trans-
formation

Reed-Solomon
in Endlichen
Körpern

Codierung
eines Beispiels

Decodierung
ohne Fehler

Decodierung
mit Fehler

Nachricht
Rekonstruieren



Reed-
Solomon-Code

Joshua Bär
und Michael

Steiner

Einführung

Polynom
Ansatz

Diskrete
Fourier Trans-
formation

Reed-Solomon
in Endlichen
Körpern

Codierung
eines Beispiels

Decodierung
ohne Fehler

Decodierung
mit Fehler

Nachricht
Rekonstruieren

Diskrete Fourier Transformation

• Diskrete Fourier-Transformation gegeben durch:

ĉk = 1
N

N−1∑
n=0

fn · e− 2πj
N ·kn

• Ersetzte
w = e− 2πj

N k

• Wenn N konstant:

ĉk = 1
N (f0w0 + f1w1 + f2w2 + · · · + fN−1wN)
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Diskrete Fourier Transformation


ĉ1
ĉ2
ĉ3
...

ĉn

 = 1
N


w0 w0 w0 . . . w0

w0 w1 w2 . . . wN−1

w0 w2 w4 . . . w2(N−1)

...
...

... . . . ...
w0 w1(N−1) w2(N−1) . . . w (N−1)(N−1)




f0
f1
f2
...
0
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Probleme und Fragen

Wie wird der Fehler lokalisiert?
Indem in einem endlichen Körper gerechnet wird.
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Reed-Solomon in Endlichen Körpern

• Warum endliche Körper?
konkrete Zahlen → keine Rundungsfehler
digitale Fehlerkorrektur

• Nachricht = Nutzdaten + Fehlerkorrekturteil

• aus Fehlerkorrekturteil die Fehlerstellen finden
⇒ gesucht ist ein Lokatorpolynom
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Definition eines Beispiels

• endlicher Körper q = 11
ist eine Primzahl
beinhaltet die Zahlen F11 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

• Nachrichtenblock = Nutzlast + Fehlerkorrekturstellen
n = q − 1 = 10 Zahlen

• Max. Fehler t = 2
maximale Anzahl von Fehler, die wir noch korrigieren können

• Nutzlast k = n − 2t = 6 Zahlen
Fehlerkorrkturstellen 2t = 4 Zahlen
Nachricht m = [0, 0, 0, 0, 4, 7, 2, 5, 8, 1]
als Polynom m(X ) = 4X 5 + 7X 4 + 2X 3 + 5X 2 + 8X + 1
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Codierung

• Ansatz aus den komplexen Zahlen mit der diskreten Fouriertransformation

• Eulersche Zahl e existiert nicht in F11

• Wir suchen a so, dass ai den gesamten Zahlenbereich von F11 abdecken
Z11 \ {0} = {a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9}

• Wir wählen a = 8
Z11 \ {0} = {1, 8, 9, 6, 4, 10, 3, 2, 5, 7}
8 ist eine primitive Einheitswurzel

• m(80) = 4 · 1 + 7 · 1 + 2 · 1 + 5 · 1 + 8 · 1 + 1 = 5
⇒ können wir auch als Matrix schreiben
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Codierung
• Übertragungsvektor v
• v = A · m

v =



80 80 80 80 80 80 80 80 80 80

80 81 82 83 84 85 86 87 88 89

80 82 84 86 88 810 812 814 816 818

80 83 86 89 812 815 818 821 824 827

80 84 88 812 816 820 824 828 832 836

80 85 810 815 820 825 830 835 840 845

80 86 812 818 824 830 836 842 848 854

80 87 814 821 828 835 842 849 856 863

80 88 816 824 832 840 848 856 864 872

80 89 818 827 836 845 854 863 872 881


·



1
8
5
2
7
4
0
0
0
0


• v = [5, 3, 6, 5, 2, 10, 2, 7, 10, 4]
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Decodierung ohne Fehler

• Der Empfänger erhält den unveränderten Vektor v = [5, 3, 6, 5, 2, 10, 2, 7, 10, 4]

• Wir suchen die Inverse der Matrix A

Inverse der Fouriertransformation

F (ω) =
∫ ∞

−∞
f (t)e−jωtdt

F−1(F (ω)) = f (t) = 1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)ejωtdω

Inverse von a

81 ⇒ 8−1

Inverse finden wir über den
Eulkidischen Algorithmus
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Der Euklidische Algorithmus

Recap aus der Vorlesung:
Gegeben a ∈ Fp, finde b = a−1 ∈ Fp

ab ≡ 1 mod p
ab = 1 + np

ab − np = 1

ggT(a, p) = 1
sa + tp = 1

b = s
n = −t

k ai bi qi ci di
1 0

0 8 11 0 0 1
1 11 8 1 1 0
2 8 3 2 −1 1
3 3 2 1 3 −2
4 2 1 2 −4 3
5 1 0 11 −8

−4 · 8 + 3 · 11 = 1
7 · 8 + 3 · 11 = 1

8−1 = 7
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Decodierung mit Inverser Matrix
• v = [5, 3, 6, 5, 2, 10, 2, 7, 10, 4]
• m = 1/10 · A−1 · v
• m = 10 · A−1 · v

m = 10 ·



70 70 70 70 70 70 70 70 70 70

70 71 72 73 74 75 76 77 78 79

70 72 74 76 78 710 712 714 716 718

70 73 76 79 712 715 718 721 724 727

70 74 78 712 716 720 724 728 732 736

70 75 710 715 720 725 730 735 740 745

70 76 712 718 724 730 736 742 748 754

70 77 714 721 728 735 742 749 756 763

70 78 716 724 732 740 748 756 764 772

70 79 718 727 736 745 754 763 772 781


·



5
3
6
5
2
10
2
7
10
4


• m = [0, 0, 0, 0, 4, 7, 2, 5, 8, 1]
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Decodierung mit Fehler - Ansatz
• Gesendet: v = [5, 3, 6, 5, 2, 10, 2, 7, 10, 4]
• Empfangen: w = [5, 3, 6, 8, 2, 10, 2, 7, 1, 4]
• Rücktransformation: r = [5, 7, 4, 10,︸ ︷︷ ︸

Fehlerinfo

5, 4, 5, 7, 6, 7]

Wie finden wir die Fehler?
• m(X ) = 4X 5 + 7X 4 + 2X 3 + 5X 2 + 8X + 1
• r(X ) = 5X 9 + 7X 8 + 4X 7 + 10X 6 + 5X 5 + 4X 4 + 5X 3 + 7X 2 + 6X + 7
• e(X ) = r(X ) − m(X )

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
r(ai) 5 3 6 8 2 10 2 7 1 4
m(ai) 5 3 6 5 2 10 2 7 10 4
e(ai) 0 0 0 3 0 0 0 0 2 0

• Alle Stellen, die nicht Null sind, sind Fehler
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Nullstellen des Fehlerpolynoms finden

• Satz von Fermat: f (X ) = Xq−1 − 1 = 0

• f (X ) = X 10 − 1 = 0 für X ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

• f (X ) = (X − a0)(X − a1)(X − a2)(X − a3)(X − a4)(X − a5)(X − a6)·
(X − a7)(X − a8)(X − a9)

• e(X ) = (X − a0)(X − a1)(X − a2) (X − a4)(X − a5)(X − a6)·
(X − a7) (X − a9) · p(x)

• ggT gibt uns eine Liste der Nullstellen, an denen es keine Fehler gegeben hat

ggT(f (X ), e(X )) = (X −a0)(X −a1)(X −a2) (X −a4)(X −a5)(X −a6)·
(X − a7) (X − a9)
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Nullstellen des Fehlerpolynoms finden
• Satz von Fermat: f (X ) = Xq−1 − 1 = 0

• f (X ) = X 10 − 1 = 0 für X = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]

• f (X ) = (X − a0)(X − a1)(X − a2)(X − a3)(X − a4)(X − a5)(X − a6)·
(X − a7)(X − a8)(X − a9)

• e(X ) = (X − a0)(X − a1)(X − a2) (X − a4)(X − a5)(X − a6)·
(X − a7) (X − a9) · p(x)

• kgV gibt uns eine Liste von aller Nullstellen, die wir in e und d zerlegen können

kgV(f (X ), e(X )) = (X −a0)(X −a1)(X −a2)(X −a3)(X −a4)(X −a5)(X −a6)·
(X − a7)(X − a8)(X − a9) · q(X )

= d(X ) · e(X )

• Lokatorpolynom d(X ) = (X − a3)(X − a8)
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Kennen wir e(X )?

• e(X ) ist unbekannt auf der Empfängerseite

• e(X ) = r(X ) − m(X ) → m(X ) ist unbekannt?

• m ist nicht gänzlich unbekannt: m = [0, 0, 0, 0, ?, ?, ?, ?, ?, ?]
In den bekannten Stellen liegt auch die Information, wo es Fehler gegeben hat

• Daraus folgt e(X ) = 5X 9 + 7X 8 + 4X 7 + 10X 6 + p(X )

• f (X ) = X 10 − 1 = X 10 + 10

• Jetzt können wir den ggT von f (X ) und e(X ) berechnen
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Der Euklidische Algorithmus (nochmal)
ggT(f (X ), e(X )) hat den Grad 8

X 10 + 10 : 5X 9 + 7X 8 + 4X 7 + 10X 6 + p(X ) = 9X + 5
X 10 + 8X 9 + 3X 8 + 2X 7 + p(X )

3X 9 + 8X 8 + 9X 7 + p(X )
3X 9 + 2X 8 + 9X 7 + p(X )

6X 8 + 0X 7 + p(X )

5X 9 + 7X 8 + 4X 7 + 10X 6 + p(X ) : 6X 8 + 0X 7 = 10X + 3
5X 9 + 0X 8 + p(X )

7X 8 + p(X )

ggT(f (X ), e(X )) = 6X 8

kgV durch den erweiterten Euklidischen Algorithmus bestimmen
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Der Erweiterte Euklidische Algorithmus

k qi ei fi
0 1

0 9X + 5 1 0
1 10X + 3 9X + 5 1
2 2X 2 + 0X + 5 10X + 3

Somit erhalten wir den Faktor d(X ) = 2X 2 + 5
Faktorisiert erhalten wir d(X ) = 2(X − 5)(X − 6)
Lokatorpolynom d(X ) = (X − ai)(X − ai)

ai = 5 ⇒ i = 3
ai = 6 ⇒ i = 8

d(X ) = (X − a3)(X − a8)
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Rekonstruktion der Nachricht
• w = [5, 3, 6, 8, 2, 10, 2, 7, 1, 4]
• d(X ) = (X − a3)(X − a8)



a0

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

a8

a9





5
3
6
8
2
10
2
7
1
4


=



80 80 80 80 80 80 80 80 80 80

80 81 82 83 84 85 86 87 88 89

80 82 84 86 88 810 812 814 816 818

80 83 86 89 812 815 818 821 824 827

80 84 88 812 816 820 824 828 832 836

80 85 810 815 820 825 830 835 840 845

80 86 812 818 824 830 836 842 848 854

80 87 814 821 828 835 842 849 856 863

80 88 816 824 832 840 848 856 864 872

80 89 818 827 836 845 854 863 872 881


·



m0
m1
m2
m3
m4
m5
m6
m7
m8
m9


• Fehlerstellen entfernen
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Rekonstruktion der Nachricht



5
3
6
2
10
2
7
4


=



80 80 80 80 80 80 80 80 80 80

80 81 82 83 84 85 86 87 88 89

80 82 84 86 88 810 812 814 816 818

80 84 88 812 816 820 824 828 832 836

80 85 810 815 820 825 830 835 840 845

80 86 812 818 824 830 836 842 848 854

80 87 814 821 828 835 842 849 856 863

80 89 818 827 836 845 854 863 872 881


·



m0
m1
m2
m3
m4
m5
m6
m7
m8
m9


• Nullstellen entfernen
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Rekonstruktion der Nachricht



5
3
6
2
10
2
7
4


=



80 80 80 80 80 80

80 81 82 83 84 85

80 82 84 86 88 810

80 84 88 812 816 820

80 85 810 815 820 825

80 86 812 818 824 830

80 87 814 821 828 835

80 89 818 827 836 845


·



m0
m1
m2
m3
m4
m5



• Matrix in eine Quadratische Form bringen
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Rekonstruktion der Nachricht



5
3
6
2
10
2


=



80 80 80 80 80 80

80 81 82 83 84 85

80 82 84 86 88 810

80 84 88 812 816 820

80 85 810 815 820 825

80 86 812 818 824 830


·



m0
m1
m2
m3
m4
m5


• Matrix Invertieren
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Rekonstruktion der Nachricht


5
3
6
2
10
2


=



1 1 1 1 1 1
1 8 9 6 4 10
1 9 4 3 5 1
1 4 5 9 3 1
1 10 1 10 1 10
1 3 9 5 4 1


·



m0
m1
m2
m3
m4
m5


⇓

m0
m1
m2
m3
m4
m5


=



6 4 4 6 2 1
2 7 10 3 4 7
1 8 9 8 3 4
3 6 6 4 5 9
10 10 9 8 1 6
1 9 6 4 7 6


·



5
3
6
2
10
2
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Rekonstruktion der Nachricht



m0
m1
m2
m3
m4
m5


=



6 4 4 6 2 1
2 7 10 3 4 7
1 8 9 8 3 4
3 6 6 4 5 9
10 10 9 8 1 6
1 9 6 4 7 6


·



5
3
6
2
10
2


• m = [4, 7, 2, 5, 8, 1]
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