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Kapitel 1

Reed-Solomon-Code

Joshua Bir und Michael Steiner

1.1 Einleitung

Der Reed-Solomon-Code ist entstanden um, das Problem der Fehler bei der Dateniibertragung, zu
16sen. In diesem Abschnitt wird moglichst verstindlich die mathematische Abfolge, Funktion oder
Algorithmus des Reed-Solomon-Code erklirt. Es wird jedoch nicht auf die technische Umsetzung
oder Implementierung eingegangen.

1.2 Idee

Um beim Dateniibertragen Fehler zu erkennen, kénnte man die Daten jeweils doppelt senden, und
so jeweilige Fehler zu erkennen. Doch nur schon um Fehler zu erkennen werden iiberproportional
viele Daten doppelt und dreifach gesendet. Der Reed-Solomon-Code macht dies auf eine andere,
clevere Weise. Das Problem liegt darin Informationen, Zahlen, zu Ubertragen und Fehler zu erken-
nen. Speziell beim Reed-Solomon-Code kann man nicht nur Fehler erkennen, man kann sogar einige
Fehler korrigieren. Der Unterschied des Fehler erkennen und korrigiren, ist das beim Erkennen nur
die Frage beantwortet wird: Ist die Ubertragung fehlerhaft oder nicht? Beim Korrigieren werden
Fehler erkannt und dann zusitzlich noch den original Wert rekonstruieren. Auch eine Variante wére
die Daten nach einer Fehlerhaften sendung, nochmals zum senden auffordern(auch hier wird dop-
pelt und dreifach gesendung), was bei Reed-Solomon-Code-Anwendungen nicht immer sinnvoll ist.
Anwendungen finden sind im Abchnitt ?? beschrieben.

1.2.1 Polynom-Ansatz

Eine Idee ist, aus den Daten ein Polynom zu bilden. Diese Polynomfunktion bei bestimmten Werten
errechnet und diese Punkte dann iibertragt.
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Abbildung 1.1: Polynom p(x) von der Gleichung(T-1)

Beispiel. Nehmen wir die Zahlen 2, 1, 5, welche uns dann das Polynom
p(x)=2x> +1x+5 (1.1)

ergeben. Ubertragen werden nun die griinen Werte dieses blauen Polynomes an den Stellen 1, 2,
3...7 dieses Polynomes. Grafisch sieht man dies dann in Abbildungﬂ;fl, mit den Punkten, p(1), p(2), ..., p(7) =
(8,15,26,41,60, 83, 110) Wenn ein Fehler sich in die Ubertragung eingeschlichen hat, muss der Le-
ser/Empfinger diesen erkennen und das Polynom rekonstruieren. Der Leser/Empfinger weiss, den
Grad des Polynoms und dessen Werte iibermittelt wurden. Die Farbe blau brauchen wir fiir die Daten
welche wir mit der Farbe griin Ubermitteln. O

Beispiel. Ein Polynome zweiten Grades ist durch drei Punkte eindeutig bestimmbar. Hat es Fehler
in der Ubertragunge gegeben,in der Abbilbung die roten Punkte). Erkennt man diese Fehler, da
alle korrekten Punkte auf der Parabel liegen miissen. Die griinen Punkte bestimmen die Parabel, und
die Fehler konnen zu den Orginalpunkte rekonstruiert werden. Ab wie vielen Fehler ist das Polynom
nicht mehr erkennbar beim Ubertragen von 7 Punkten? Bei 2 Fehlern kann man noch eindeutig
bestimmen, dass das Polynom mit 4 Punkten, gegeniiber dem mit 5 Punkten falsch liegt. [I.T| Werden
es mehr Fehler kann nur erkannt werden, dass das Polynom nicht stimmt. Das orginale Polynom
kann aber nicht mehr gefunden werden. Da andere Polynome oder das Konkurrenzpolynom, grau
gestrichelt in Abbildung [I.1] das orginal fehlleitet. Um das Konkurrenzpolynom auszuschliessen,
wihren mehr Ubertragungspunkte notig. O

1.3 Fehlerkorekturstellen bestimmen

Um zu bestimmen wieviel zusitzliche Ubertragungspunkte notwendig sind, um die Fehler zu korri-
gieren, muss man zuerst wissen, wieviel Daten gesendet und wieviel Fehler erkennt werden sollen.
Die Anzahl Daten (ab hier verwenden wir das Wort Nutzlast), die als Polynomkoeffizente & iiber-
geben werden, brauchen die gleiche Anzahl an Polynomkoeffizententréger, beginnend bei Grad 0
somit ergibt sich der Polynomgrad mit k — 1. Fiir die Anzahl der Fehler 7, welche korrigiert werden
konnen, gehen wir zum Beispiel.

Beispiel. von den Polynomin, welchem wir 7 Ubertragungspunkte senden. Durch 3 Punkte wird
das Polyom eindeutig bestimmt, nun haben wir mehrere Konkurrenzpolynome, doch mit maximal 2
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Nutzlas  Fehler Ubertragen
3 2 7 Werte eines Polynoms vom Grad 2
4 2 8 Werte eines Polynoms vom Grad 3
3 3 9 Werte eines Polynoms vom Grad 2
k t k + 2t Werte eines Polynoms vom Grad k — 1

Tabelle 1.1: Fehlerkorrekturstellen Bestimmung.

Fehler liegen auf einem Konkurrenzpolynom, maximal 4 Punkte und auf unserem orginal 5 Punkte.
Ansonsten hatt es mehr Fehler oder unser Konkurrenzpolynom ist das gleiche wie das Original.
Somit kénnen wir nun bestimmen, dass von den 7 Ubertragungspunktenu bis zu 2 Fehler korrigiert
werden konnen und 4 Ubertragungspunkte zusitzlich gesendet werden miissen. O

Man konnte auch dies in der Tabelle E] erkennen, doch mit dieser Gleichung

u—k
t

=2 (1.2)

zeigt sich, dass es k + 2t Ubertragungspunkte braucht.

Ein Nebeneffekt ist, dass dadurch auch 2¢ Fehler erkannt werden kdnnen, nicht aber korrigiert.
Um aus den iibertragenen Zahlen wieder die Nutzlastzahlen zu bekommen konnte man eine Po-
lynominterpolation anwenden, doch die Punkte mit Polynominterpolation zu einem Polynom zu
rekonstruieren ist schwierig und fehleranfillig.

1.4 Ubertragung mit Hilfe der Diskrten Fourientransformation

Um die Polynominterpolation zu umgehen, gehen wir nun iiber in die Fourietransformation. Dies
wird weder eine Erkldarung der Forientransorfmation, noch ein genauer gebrauch fiir den Reed-
Solomon-Code. Dieser Abschnitt zeigt nur wie die Fourietransformation auf Fehler reagiert. Das
ganze zeigen wir mit einem Beispiel einer Ubertragung von Zahlen mit Hilfe der Fourietransforma-
tion.

1.4.1 Diskrete Fourietransformation Zusamenhang

Mit hilfe der Fourietransformation werden die blauen Datenpunkte transformiert, zu den griinen
Ubertragungspunkten. Durch eine Riicktransformation konnnen die blauen Datenpunkte wieder re-
konstruiert werden.

Beispiel einer Ubertragung

Der Auftrag ist nun 64 Daten zu iibertragen und nach 32 Fehler abzusicheren, 16 Fehler erkennen
und rekonstruieren.

Dieser Auftrag soll mittels Fouriertransformation bewerkstelligt werden. In der Abbildung [I.4.1]
sieht man dies Schritt fiir Schritt, und hier werden die einzelne Schritte erklirt:
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(1) Das Signal hat 64 die Daten k, hier zufillige Zahlen, welche iibertragen werden sollen. Zu-
sdtzlich soll nach 16 Fehler 7, die rekonstruierbar sind abgesichert werden. Das macht dann
insgesamt k + 2t = 64 + 2 - 16 = 96 Ubertragungszahlen. (siehe Abschnitt Die 32 Fehler-
korrekturstellen werden als Nullzahlen Ubertragen.

(2) Nun werden mittels der diskreten Fourietransformation diese 96 codiert, transformiert. Das
heisst alle Informationen ist in alle Zahlenvorhanden, auch die Fehlerkorrekturstellen Nullzah-
len.

(3) Nun kommen drei Fehler dazu an den Ubertragungsstellen 7, 21 und 75. Die Fehler konnen auf
den ganzen 96 Ubertragungswerten liegen, wie die 75 zeigt. Zu Beachten ist auch noch, dass der
Fehler um das 20- bis 150-Fache kleiner ist.Die Fehlerskala ist rechts.

(4) Dieses wird nun Empfangen, man kann keine Fehler erkennen, da diese soviel kleiner sind.
Fiir das Decodieren wird die Inverse Fourietransformation angewendet, und alle Fehler werden
mittransformiert.

(5) Nun sieht man die Fehler im decodierten Signal in den Ubertragungszahlen. Von den Ubertra-
gungsstellen 64 bis 96 erkennt man, das diese nicht mehr Null sind.

(6) Diese Fehlerkorrekturstellen 64 bis 96, dies definieren wir als Syndrom. In diesem Syndrom ist
die Fehlerinformation gespeichert und muss nur noch transformiert werden.

(7) Hier sieht man genau wo die Fehler stattgefunden haben. Leider nicht mehr mit der Qualtiitt der
Urspriinglichen Fehler, sie sind nur noch 0.6 oder 0.4 gross. Obwohl der Fehler um das 20Fache
kleiner ist erkennt man im Locator die Fehlerstellen wieder.

Nun haben wir mit Hilfe der Fourietransformation die 3 Fehlerstellen durch das Syndrom lokalisiert,
jetzt gilt es nur noch diese zu korrigieren und wir haben unser originales Signal wieder.
Nun zur Definition der Diskrete Fourietransformation, diese ist definiert als

= .
b= LN
ck_N;f,, eV (1.3)

‘Wenn man nun
w=e ¥ (1.4)

ersetzte, und N konstantbleibt, erhilt man

1
& = N(fowo+flwl + w4 fyow?) (1.5)

was liberaust dhnlich zu unserem Polynomidee ist. Die Polynominterpolation und die Fourietrans-
formation rechnen beide mit reelen Zahlen. Wenn die Fehlerabweichung sehr sehr klein ist, erkennt
man diese irgendwann nicht mehr. Zusétzlich muss mann immer Grenzen bestimmen auf wieviel
Stellen gerechnet wird und wie die Fehler erkannt werden im Locator. Deshalb haben Mathemati-
ker einen neuen Korper gesucht und ihn in der Endlichkeit gefunden, dies wird nun im néchsten
Abschnitt genauer erklirt.
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Abbildung 1.2: Ubertragungsabfolge
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1.5 Reed-Solomon in Endlichen Korpern

TODO: (warten auf den 1. Teil)

Das Rechnen in endlichen Korpern bietet einige Vorteile:

e Konkrete Zahlen: In endlichen Korpern gibt es weder rationale noch komplexe Zahlen. Zu-
dem beschrinken sich die moglichen Rechenoperationen auf das Addieren und Multiplizieren.
Somit konnen wir nur ganze Zahlen als Resultat erhalten.

o Digitale Fehlerkorrektur: ldsst sich nur in endlichen Korpern umsetzen.

Um jetzt eine Nachricht in den endlichen Korpern zu konstruieren legen wir fest, dass diese
Nachricht aus einem Nutzdatenteil und einem Fehlerkorrekturteil bestehen muss. Somit ist die zu
ibertragende Nachricht immer grosser als die Daten, die wir iibertragen wollen. Zudem miissen wir
einen Weg finden, den Fehlerkorrekturteil so aus den Nutzdaten zu berechnen, dass wir die Nutzdaten
auf der Empfingerseite wieder rekonstruieren kinnen, sollte es zu einer fehlerhaften Ubertragung
kommen.

Nun stellt sich die Frage, wie wir eine fehlerhafte Nachricht korrigieren konnen, ohne ihren
urspriinglichen Inhalt zu kennen. Der Reed-Solomon-Code erzielt dies, indem aus dem Fehlerkor-
rekturteil ein sogenanntes “Lokatorpolynom” generiert werden kann. Dieses Polynom gibt dem Em-
fanger an, welche Stellen in der Nachricht feherhaft sind.

1.6 Codierung eines Beispiels

Um die Funktionsweise eines Reed-Solomon-Codes besser zu verstehen, werden wir die einzel-
nen Probleme und ihre Losungen anhand eines Beispiels betrachten. Da wir in endlichen Koérpern
rechnen, werden wir zuerst solch einen Korper festlegen. Dabei miissen wir die Definition ?? be-
riicksichtigen, die besagt, dass nur Primzahlen fiir endliche Korper in Frage kommen. Wir legen fiir
unser Beispiel den endlichen Korper F, mit g = 11 fest. Zur Hilfestellung zum Rechnen in Fy; kon-
nen die beiden Tabellen ?? und ?? hinzugezogen werden. Diese Tabellen enthalten die Resultate der
arithmetischen Operationen im Kérper Fj;, die durchgefiihrt werden konnen. Aus der Definition der
endlichen Korper (ersichtlich auch in den Tabellen) folgt, dass uns nur die Zahlen

Fi1 =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

zur Verfiigung stehen und somit 11 = 0 gelten muss.

Die Menge uns zur Verfiigung stehender Zahlen legt auch fest, wie viele Zahlen ein Nachrichten-
block n, bestehend aus Nutzdatenteil und Fehlerkorrekturteil, umfassen kann. Der Nachrichtenblock
im Beispiel besteht aus

n =gq—1 =10 Zahlen,

wobei die null weggelassen wird. Wenn wir versuchen wiirden, mit der null zu codieren, so stellen
wir fest, dass wir wieder null an der gleichen Stelle erhalten und somit wire die Codierung nicht
eindeutig.

Im niichsten Schritt bestimmen wir, wie viele Fehler # maximal wihrend der Ubertragung auftre-
ten diirfen, damit wir sie noch korrigieren konnen. Unser Beispielcode sollte in der Lage sein

t=2
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Fehlerstellen korrigieren zu konnen.

Die Grosse des Nutzdatenteils hiingt von der Grosse des Nachrichtenblocks sowie der Anzahl
der Fehlerkorrekturstellen ab. Je robuster der Code sein muss, desto weniger Platz fiir Nutzdaten k
bleibt in der Nachricht tibrig. Bei maximal 2 Fehler konnen wir noch

k = n—2t = 6 Zahlen

iibertragen.

Zusammenfassend haben wir einen Nachrichtenblock mit der Linge von 10 Zahlen definiert,
der 6 Zahlen als Nutzlast beinhaltet und in der Lage ist, aus 2 fehlerhafte Stellen im Block die
urspriinglichen Nutzdaten zu rekonstruieren. Zudem werden wir im weiteren feststellen, dass dieser
Code maximal vier Fehlerstellen erkennen, diese aber nicht rekonstruieren kann.

Wir legen nun fiir das Beispiel die Nachricht
m=1[0,0,0,0,4,7,2,5,8,1]

fest, die wir gerne an einen Empfinger iibertragen mochten, wobei die vorderen vier Stellen fiir die
Fehlerkorrektur zustindig sind. Solange diese Stellen vor dem Codieren und nach dem Decodieren
den Wert null haben, so ist die Nachricht fehlerfrei iibertragen worden.

Da wir in den folgenden Abschnitten mit Polynomen arbeiten, stellen wir die Nachricht auch
noch als Polynom

m(X) =4X° +7X* +2X° +5X% +8X + 1

dar.

1.6.1 Der Ansatz der diskreten Fouriertransformation
In einem vorherigen Abschnitt (???) haben wir schon einmal die diskrete Fouriertransformation zum

Codieren einer Nachricht verwendet. In den endlichen Korpern wird dies jedoch nicht gelingen,
da die Eulerische Zahl e in endlichen Kérp_ern nicht existiert. Wir wihlen deshalb eine Zahl a,

die die gleichen Aufgaben haben soll wie e in der diskreten Fouriertransformation, nur mit dem
Unterschied, dass a in Fy; ist. Dazu soll die Potenz von a den gesamten Zahlenbereich von Fy;
abdecken. Dazu dndern wir die Darstellung von

Fi1 =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}
in die von a abhingige Schreibweise

1 2 4
Zi \ {0} = {d°,a',d*, a’,a*,a,a®,d’, a®, &°).

Die primitiven Einheitswurzeln

Wenn wir jetzt Zahlen von Fy; an Stelle von a einsetzen, erhalten wir
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a=1 = {d0<i<10} = (LLL1L1,1,1,1,1, 1) # Fii\ {0}
a=2 = ({dl0<i<10} =  {1,2,4,8,5,10,9,7,3,6} = F;;\{0}
a=3 = ({d0<i<10} = {1,3,9,5,4,1,3,9,5,4} £ Fi\1{0}
a=4 = {(d0<i<10} = {1,4,5,9,3,1,4,5,9,3} £ Fi\{0)
a=5 = {d0<i<10} = {1,5,3,4,9,1,5,3,4,9} £ Fi\{0)
a=6 = {d0<i<10} = {1,6,3,7,9,10,5,8,4,2) = TF;;\{0}
a=7 = ({d0<i<10} =  {1,7,5,2,3,10,4,6,9,8) = Fy;\{0}
a=8 = ({d0<i<10} =  {1,8,9,6,4,10,3,2,57 = F;\{0}
a=9 = {d0<i<10} = {1,9,4,3,5,1,9,4,3,5) # Fi\{0)
a=10 = {d]0<i<10} {1,10,1,10,1,10,1,10,1,10} # Fy; \ {0}

Es fillt auf, dass wir fiir a die Zahlen 2, 6,7, 8 Mengen erhalten, die tatsdchlich den gesamten Zah-
lenraum von Fj; abbilden. Solche Zahlen werden primitive Einheitswurzel genannt. Wenden wir
diese Vorgehensweise auch fiir andere endliche Korper an, so werden wir sehen, dass wir immer
mindestens zwei solcher Einheitswurzel finden werden. Somit ist es uns iiberlassen, eine dieser Ein-
heitswurzel auszuwéhlen, mit der wir weiter rechnen wollen. Fiir das Beispiel wihlen wir die Zahl
a=38.

Bildung einer Transformationsmatrix

Mit der Wahl einer Einheitswurzel ist es uns jetzt moglich, unsere Nachricht zu Codieren. Daraus
sollen wir dann einen Ubertragungsvektor v erhalten, den wir an den Empfinger schicken konnen.
Fiir die Codierung setzen wir alle Zahlen in Fy; \ {0} nacheinander in m(X) ein. Da wir zuvor eine
von a abhiingige Schreibweise gewihlt haben setzen wir stattdessen a' ein mit @ = 8 als die von uns
gewihlten primitiven Einheitswurzel. Daraus ergibt sich

m@8)=4-P+7-1*+2-3+5-12+8-1'+1=5
m@8H)=4-8+7-8+2-83+5-82+8-8'+1=3

m@8)=4-7+7-7*+2-7?+5.77+8- 7' +1=4

als unser Ubertragungsvektor.

1.6.2 Allgemeine Codierung

Um das Ganze noch ein wenig iibersichtlicher zu gestalten, kénnen wir die Polynome zu einer Matrix
zusammenfassen, die unsere Transformationsmatrix A bildet.

Fiir die allgemeine Codierung bendtigen wir die Nachricht m, die codiert werden soll, sowie die
Transformationsmatrix A. Daraus erhalten wir den Ubertragungsvektor v. Setzen wir die Zahlen aus
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dem Beispiel ein erhalten wir folgende Darstellung:

g0 80 g0 g g% g0 g0 g0 g0 g0
g’ g' g g g & g g g &
80 82 84 86 88 810 812 814 816 818
80 83 86 89 812 815 818 821 824 827
80 84 88 812 8]6 820 824 828 832 836
80 85 8 10 815 820 825 830 835 840 845 ’
80 86 812 818 824 830 836 842 848 854
80 87 814 821 828 835 842 849 856 863
80 88 816 824 832 840 848 856 864 872
80 89 818 827 836 845 854 863 872 881

SO OO H I W o~

Fiir unseren Ubertragungsvektor resultiert
v=1[5,3,6,5,2,10,2,7,10,4],

den wir jetzt iiber einen beliebigen Nachrichtenkanal versenden konnen.

1.7 Decodierung: Ansatz ohne Fehler

In diesem Abschnitt betrachten wie die Uberlegung, wie wir auf der Empfingerseite die Nachricht
aus dem empfangenen Ubertragungsvektor erhalten. Nach einer einfachen Uberlegung miissen wir
den Ubertragungsvektor decodieren, was auf den ersten Blick nicht allzu kompliziert sein sollte,
solange wir davon ausgehen konnen, dass es wihrend der Ubertragung keine Fehler gegeben hat.
Wir betrachten deshalb den Ubertragungskanal als fehlerfrei.

Der Ubertragungsvektor empfangen wir also als

v=1[5,3,6,5,2,10,2,7,10,4].

Nach einem banalen Ansatz ist die Decodierung die Inverse der Codierung. Dank der Matrixschreib-
weise lédsst sich dies relativ einfach umsetzen.

v=A-m = m=A"1v

Nur stellt sich jetzt die Frage, wie wir die Inverse von A berechnen. Dazu kénnen wir wiederum den
Ansatz der Fouriertransformation uns zur Hilfe nehmen, jedoch betrachten wir jetzt deren Inverse.
Definiert ist sie als

00

F(w) = f Ffe ™ dt = 8_1(F(w)) = f(t) = oy f F(w)e’dw.
S T J-c
Im wesentlichen dndert sich bei der inversen diskreten Fouriertransformation e//?* zu e=//?*. Zu-
sitzlich benotigt die inverse noch einen Korrekturfaktor 1/n. Wir erwarten daher, dass wir auch im
endlichen Korper A die Zahl a durch a™! ersetzen konnen. Mit der primitiven Einheitswurzel ergibt
das
8! - 87!

Mit einem solchen Problem haben wir uns bereits in Abschnitt ?? befasst und so den euklidischen
Algorithmus kennengelernt, den wir auf diesen Fall anwenden konnen.
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1.7.1 Inverse der primitiven Einheitswurzel

Die Funktionsweise des euklidischen Algorithmus ist im Abschnitt ?? ausfiihrlich beschrieben. Fiir
unsere Anwendung wihlen wir die Parameter a = 8 und b = 11 (Fy;). Daraus erhalten wir

k a; b,‘ Qi Ci d,'
1 0
0|8 11]0 1
1|11 8 1 0
2| 8 312 |- 1
3103 211 3 2
41 2 1 2 | 4 3
51 1 0 11 -8
-4-84+3-11 = 1
7-8+3-11 = 1
g = 7

als Inverse der primitiven Einheitswurzel. Alternativ konnen wir das Resultat auch aus der Tabelle
2?2 ablesen. Die inverse Transformationsmatrix A~! bilden wir, indem wir jetzt die inverse primitive
Einheitswurzel anstelle der primitiven Einheitswurzel in die Matrix einsetzen:

g 8 8 g ... g 707 70 70 70
8 8! 82 83 ... 8 77 P T
8 82 g+ g° ... g® 70 72 7t 76 L
8 83 86 80 ... 8% = 77 7 T 7T
8.0 8—9 8—.18 8—'27 8—.81 7'0 7.9 7'18 7'27 7;51

1.7.2 Der Faktor s

Die diskrete Fouriertransformation benétigt fiir die Inverse einen Vorfaktor von % Wir miissen also
damit rechnen, dass wir fiir die Inverse Transformationsmatrix ebenfalls einen solchen Vorfaktor
benotigen. Nur stellt sich jetzt die Frage, wie wir diesen Vorfaktor in unserem Fall ermitteln kdnnen.
Dafiir betrachten wir eine Regel aus der linearen Algebra, namlich dass

A-A'=E

entsprechen muss. Ist dies nicht der Fall, so bendtigt A~! eben genau diesen Korrekturfaktor und

dndert die Gleichung so zu
A-s-A7' = E. (1.6)

Somit sollte es fiir uns ein leichtes Spiel sein, s fiir unser Beispiel zu ermitteln:

g0 g0 80 ... 8% (7 70 70 ... 70 10 0 O 0
g g g ... &7 7 7 0 10 O 0
g0 g2 g+ ... 8|70 72 7+ .0 78I _10 0 10 0

g0 g g8 ... g \70 P g8 78 0O o0 0 ... 10
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Aus der letzten Matrix folgt, dass wir
1

10
als unseren Vorfaktor setzen miissen um, die Gleichung ?? zu erfiillen. Da wir in Fy; nur mit ganzen
Zahlen arbeiten, schreiben wir -= in 10~ um und bestimmen diese Inverse erneut mit dem euklidi-

10
schen Algorithmus. So erhalten wir 107! = 10 als Vorfaktor in Fy;.

N

1.7.3 Allgemeine Decodierung

Wir haben jetzt alles fiir eine erfolgreiche Riicktransformation vom empfangenen Nachrichtenvektor
beisammen. Die allgemeine Gleichung fiir die Riicktransformation lautet

m=s-A"".

Setzen wir nun die Werte ein in

7070 70 70 70 70 70 70 70 70y (5
A L L R AT AN LN LA L o B
70 72 74 76 78 710 712 714 716 718 6
70 73 76 79 7]2 715 718 721 724 727 5
=10 A—l o - =10 70 74 78 712 716 72() 724 728 732 736 . 2
70 75 710 715 720 725 730 735 740 745 10
70 76 712 718 724 730 736 742 748 754 2
70 77 714 721 728 735 742 749 756 763 7
70 78 716 724 732 740 748 756 764 772 10
70 79 718 727 736 745 754 763 772 781 4

und wir erhalten
m=1[0,0,0,0,4,7,2,5,8,1]

als unsere Nachricht zuriick.

1.8 Decodierung: Ansatz mit Fehlerkorrektur

Bisher haben wir die Decodierung unter der Bedingung durchgefiihrt, dass der Ubertragungsvektor
fehlerlos versendet und empfangen wurde. In der realen Welt miissen wir uns jedoch damit abfinden,
dass kein Ubertragungskanal garantiert fehlerfrei ist und das wir frither oder spiter mit Fehlern rech-
nen miissen. Genau fiir dieses Problem wurden Fehler korrigierende Codes, wie der Reed-Solomon-
Code, entwickelt. In diesem Abschnitt betrachten wir somit die Idee der Fehlerkorrektur und wie wir
diese auf unser Beispiel anwenden konnen.

Der Ubertragungskanal im Beispiel weisst jetzt den Fehlervektor

u=1[0,0,0,3,0,0,0,0,2,0]
auf. Senden wir jetzt unser Ubertragungsvektor v durch diesen Kanal, addiert sich der Fehlervektor
u auf unsere Ubertragung und wir erhalten

v [5.3.6,5.2,10,2,7,10,4]
u |+  [0,0,0,3,0,0,0,0,2,0]
w | [5.3.6,8,2,10,2,7,1,4]
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als neuen, fehlerbehafteten Ubertragungsvektor w auf der Empfingerseite. Als Empfinger wissen
wir jedoch nicht, dass der erhaltene Ubertragungsvektor jetzt fehlerbehaftet ist und werden dement-
sprechend den Ansatz aus Abschnitt ?? anwenden. Wir stellen jedoch recht schnell fest, dass am
decodierten Nachrichtenblock

r=15,7,4,10,5,4,5,7,6,7]
———

Syndrom

etwas nicht in Ordnung ist, denn die vorderen vier Fehlerkorrekturstellen haben nicht mehr den Wert
null. Der Nachrichtenblock weisst jetzt ein Syndrom auf, welches anzeigt, dass der Ubertragungsvek-
tor fehlerhaft empfangen wurde. Jetzt stellt sich natiirlich die Frage, wie wir daraus den urspriinglich
gesendeten Nachrichtenvektor zuriickerhalten sollen. Laut der Definition tiber die Funktionsweise
eines Reed-Solomon-Codes konnen wir aus den Fehlerkorrekturstellen ein “Lokatorpolynom” be-
rechnen, welches die Information enthilt, welche Stellen innerhalb des empfangenen Ubertragungs-
vektors fehlerhaft sind.

1.8.1 Das Fehlerstellenpolynom d(X)

Bevor wir unser Lokatorpolynom berechnen konnen, miissen wir zuerst eine Moglichkeit finden, die
fehlerhaften von den korrekten Stellen im Ubertragungsvektor unterscheiden zu konnen. In einem
ersten Versuch berechnen wir die Differenz d des empfangenen und dem gesendeten Ubertragungs-
vektor mit

mX) = 4X°+7X*+2X3+5X2+8X+1
rX) = SX2+7X3+4X7 +10X0 +5X° +4X* +5X3 +7X> + 6X + 7
dx)y = rX)-mX)

und nennen d(X) als unseres Fehlerstellenpolynom. Dieses Polynom soll uns sagen, welche Stellen
korrekt und welche fehlerhaft sind.

Durch das verwenden von m(X) stossen wir auf weitere Probleme, da wir den Nachrichtenvektor
auf der Empfingerseite nicht kennen (unser Ziel ist es ja genau diesen zu finden). Dieses Problem
betrachten wir im Abschnitt ?? genauer. Um die Uberlegungen in den folgenden Abschnitten besser
zu verstehen sei m(X) bekannt auf der Empfiangerseite.

Setzen wir jetzt unsere Einheitswurzel aus dem Beispiel ein so erhalten wir

i 0 1 2 3 4 5 6 17 9
Mad) 5 3 6 8 2 10 2 7 1 4
mda) 5 3 6 5 2 10 2 7 10 4
da@) 0 0 0 3 0 00 2 0

und damit die Information, dass allen Stellen, die nicht Null sind, Fehler enthalten. Aus der Tabelle
lesen wir ab, das in unserem Beispiel die Fehler an der Stelle drei und acht zu finden sind.

Fiir das einfache Bestimmen von Hand mag dies ja noch ausreichen, jedoch konnen wir mit
diesen Stellen nicht das Lokatorpolynom bestimmen, denn dafiir brauchten wir alle Nullstellen, an
denen es Fehler gegeben hat (also sozusagen genau das umgekehrte). Um dies zu erreichen wen-
den wir eine andere Herangehensweise und nehmen uns den Satz von Fermat sowie den kleinsten
gemeinsamen Teiler zur Hilfe.
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1.8.2 Mit dem grossten gemeinsamen Teiler auf Nullstellenjagd

Zuerst betrachten wir den Satz von Fermat, dessen Funktionsweise wir in Abschnitt ?? kennenge-
lernt haben. Der besagt, dass
fX)=x7"-1=0

gilt fiir jedes X. Setzen wir das g von unserem Beispiel ein
fX)=x"-1=0 firXe{l,23,4,56,7,8,9,10}
und stellen dies als Faktorisierung dar. So ergibt sich die Darstellung
fX) = (X =a") X —a )X - @)X - @)X —a")(X - @)X —a’)(X —a )X - a*)(X - ).

Zur Uberpriifung konnen wir unsere Einheitswurzel in a einsetzen und werden sehen, dass wir fiir
f(X) = 0 erhalten werden.
Wir konnen jetzt auch d(X) nach der gleichen Uberlegung darstellen als

dX)= (X -a)X -a" )X -a? X -aHX -a)X -a®) X -a) (X -a’) - p(x),

wobei diese Darstellung nicht mehr alle Nullstellen umfasst wie es noch in f(X) der Fall war. Dies
liegt daran, dass wir ja zwei Fehlerstellen (grau markiert) haben, die nicht Null sind. Diese fassen
wir zum Restpolynom p(X) zusammen. Wenn wir jetzt den grossten gemeinsamen Teiler von f(X)
und d(X) berechnen, so erhalten wir mit

geT(f(X),d(X)) = (X - a®)(X —a' )X —a®) X-a"YX-a)(X-a®)X~-a) (X -a’)

eine Liste von Nullstellen, an denen es keine Fehler gegeben hat. Dies scheint zuerst nicht sehr
hilfreich zu sein, da wir fiir das Lokatorpolynom ja eine Liste der Nullstellen suchen, an denen es
Fehler gegeben hat. Aus diesem Grund berechnen wir im néichsten Schritt das kleinste gemeinsame
Vielfache von f(X) und d(X).

1.8.3 Mit dem kgV fehlerhafte Nullstellen finden

Das kgV hat nimlich die Eigenschaft simtliche Nullstellen zu finden, also nicht nur die fehlerhaften
sondern auch die korrekten, was in

keV(f(X),d(X)) = (X-a")(X-a" )X -a*)(X~-a*)(X-a")(X-a’)(X-a®)(X-a" ) (X-a®*)(X~a®)-q(X).

ersichtlich ist. Aus dem vorherigen Abschnitt wissen wir auch, dass d(X) alle korrekten Nullstellen
beinhaltet. Teilen wir das kgV jetzt auf in

kgV(f(X),d(X)) = d(X) - UX),
sollten wir fiir /(X) eine Liste mit allen fehlerhaften Nullstellen erhalten. Somit ist
IX) = (X -a®)(X - d®

unser gesuchtes Lokatorpolynom. Es scheint so als miissten wir nur noch an den besagten Stellen
den Ubertragungsvektor korrigieren und wir wihren fertig mit der Fehlerkorrektur. Jedoch haben
wir noch ein grundlegendes Problem, dass zu Beginn aufgetaucht ist, wir aber beiseite geschoben
haben. Die Rede ist natiirlich vom Nachrichtenvektor m(X), mit dem wir in erster Linie das wichtige
Fehlerstellenpolynom d(X) berechnet haben, auf der Empfingerseite aber nicht kennen.
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1.8.4 Der problematische Nachrichtenvektor m(X)

In Abschnitt ?? haben wir
d(X) = r(X) - m(X)

in Abhéngigkeit von m(X) berechnet. Jedoch haben wir ausser acht gelassen, dass m(X) auf der
Empfingerseite nicht verfiigbar und somit génzlich unbekannt ist. Es scheint so als wiirde dieser
Losungsansatz, den wir bisher verfolgt haben, nicht funktioniert. Wir kénnten uns héchstens noch
fragen, ob wir tatsichlich nichts iiber den Nachrichtenvektor im Beispiel wissen.

Wenn wir noch einmal den Vektor betrachten als

m=[0,0,0,0,4,7,2,5,8,1]

fallt uns aber auf, dass wir doch etwas iiber diesen Vektor wissen, nimlich den Wert der ersten 2¢
(im Beispiel vier) Stellen. Im Normalfall sollen diese ndmlich den Wert 0 haben und somit sind nur
die letzten k Stellen (im Beispiel sechs) fiir uns unbekannt, dargestellt als

m=10,0,0,0,2,27,2,2,2,7].

Nach der Definition des Reed-Solomon-Codes soll an genau diesen vier Stellen auch die Information
befinden, wo die Fehlerstellen liegen. Daher reicht es auch aus

d(X) = 5X° + 7X% + 4X7 + 10X° + p(X)
so zu berechnen, dass wir die wichtigen vier Stellen kennen, der Rest des Polynoms jedoch im

unbekannten Restpolynom p(X) enthalten ist.

1.8.5 Die Berechnung der Fehlerstellen

Um die Fehlerstellen zu berechnen wenden wir die gleiche Vorgehensweise wie zuvor an, also zuerst
den ggT, danach berechnen wir das kgV um am Ende das Lokatorpolynom zu erhalten.

Schritt 1: ggT

Wir berechnen den ggT von f(X) und d(X) mit

f&X) = xP-1=x"+10
dX) = 5X°+7x%+4X7 +10X° + p(X)
X0 + 10 :SX°+7X3 44X +10X0 + p(X) =9X + 5

X0 +8X% +3X8 + 2X7 + p(X)
3X7 + 8X% + 9X7 + p(X)

3X° +2X% + 9X7 + p(X)

6X% + 0X7 + p(X)

5% + 7X% + 4X7 +10X° + p(X) :6X% +0X’ =10X +3
5X° + 0X® + p(X)
7X8 + p(X)

und erhalten
geT(f(X), e(X)) = 6X°.
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Schritt 2: kgV

Mit dem Resultat das wir vom ggT erhalten haben kénnen wir jetzt das kgV berechnen. Dazu kénnen
wir jetzt den erweiterten Euklidischen Algorithmus verwenden, den wir in Abschnitt ?? kennenge-
lernt haben.

k qi €i fi
0 1
0| 9X+5 1 0
1| 10X+3 9X +5 1
2 2X2+0X+5 10X+3

Daraus erhalten wir die Faktoren
IX)=2X>+5 - I(X) = 2(X = 5)(X — 6).
Schritt 3: Fehlerstellen bestimmen
Unser gesuchtes Lokatorpolynom hat also die Form
I(X)= (X -d)X - d).

Also brauchen wir nur noch i und j zu berechnen und wir haben unsere gesuchten Fehlerstellen.
Diese bekommen wir recht einfach mit

a=5 =
i=6 =

~. o~
I
% W

Schlussendlich erhalten wir
d(X) = (X —a")(X - a)

als unser Lokatorpolynom mit den fehlerhaften Stellen.

1.9 Nachricht rekonstruieren

Im letzten Abschnitt haben wir eine Moglichkeit gefunden, wie wir die fehlerhaften Stellen lokali-
sieren konnen. Mit diesen Stellen soll es uns nun moglich sein, aus dem fehlerhaften empfangenen
Nachrichtenvektor wieder unsere Nachricht zu rekonstruieren. Das Lokatorpolynom

IX) =X -a*)X -d®)
markiert dabei diese fehlerhaften Stellen im Ubertragungsvektor
w=15,3,6,8,2,10,2,7,1,4].

Als Ausgangslage verwenden wir die Matrix, mit der wir den Nachrichtenvektor urspriinglich co-
diert haben. Unser Ziel ist es wie auch schon im Abschnitt ?? eine Mdglichkeit zu finden, wie wir
den Ubertragungsvektor decodieren kénnen. Aufgrund der Fehlerstellen miissen wir aber davon aus-
gehen, das wir nicht mehr den gleichen Weg verfolgen konnen wie wir im Abschnitt ?? angewendet
haben.
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Wir stellen also die Matrix auf und markieren gleichzeitig die Fehlerstellen:

a\(5) (8% 8% & 80 80 80 g0 g0 g0 g0\ (py
all[3] [8° 8 & 8 8 & 8 § g & |m
([Z 6 80 82 84 86 88 810 8]2 814 816 818 my
613 8 8() 83 86 89 812 815 818 821 824 827 ms
((4 2 80 84 88 812 816 820 824 828 832 836 my
US 10 = 80 85 810 815 820 825 830 835 840 845 ' ms .
a(v 2 80 86 812 818 824 830 836 842 848 854 me
([7 7 80 87 8]4 82] 828 835 842 849 856 863 my
aS 1 8() 88 8]6 824 832 84() 848 856 864 872 mg
((() 4 80 89 818 827 836 845 854 863 872 881 my

Die rot markierten Stellen im Ubertragungsvektor enthalten Fehler und bringt uns daher keinen
weiteren Nutzen. Aus diesem Grund werden diese Stellen aus dem Vektor entfernt, was wir hier ohne
Probleme machen konnen, da dieser Code ja iiber Fehlerkorrekturstellen verfiigt, deren Aufgabe
es ist, eine bestimmte Anzahl an Fehler kompensieren zu konnen. Die dazugehorigen Zeilen in
der Matrix werden ebenfalls entfernt, da die Matrix gleich viele Zeilen wie im Ubertragungsvektor
aufweisen muss, damit man ihn decodieren kann.

Daraus resultiert

mo
5 g0 80 g0 g0 g0 g0 g0 g0 g0 8O\ |y
3 (80 8 8 & 8 8 8 & 8 | |m
6 80 82 84 86 88 810 812 814 816 818 m3
2 80 84 88 812 816 820 824 828 832 836 my
101~ 80 85 810 815 820 825 830 835 840 845 : ms .
2 80 86 812 818 824 830 836 842 848 854 me
7 80 87 814 821 828 835 842 849 856 863 m;
4 80 89 818 827 836 845 854 863 872 881 ms

moy

Die Matrix ist jedoch nicht mehr quadratisch, was eine Rekonstruktion durch Inversion ausschliesst.
Um die quadratische Form wieder herzustellen miissen wir zwei Spalten aus der Matrix entfernen.
Wir kennen aber das Resultat aus den letzten vier Spalten, da wir wissen, das die Nachricht aus
Nutzdatenteil und Fehlerkorrekturteil besteht, wobei der letzteres bekanntlich aus lauter Nullstellen
besteht. Wir nehmen die markierten Spalten in

mo
5 g0 g0 g% g0 g% g0 g0 g0 g0 8%\ Imy
3 g0 g 8 g g+ g g g g g my
6 80 82 84 86 88 810 812 8I4 8]6 818 ms
2 80 84 88 812 8]6 820 824 828 832 836 my
10 - 80 85 8 10 815 820 825 83() 835 84() 845 : ms
2 80 86 812 818 824 830 836 842 848 854 me
7 80 87 814 821 828 835 842 849 856 863 my
4 80 89 818 827 836 845 854 863 872 881 mg
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aus der Matrix heraus und erhalten so das Uberbestimmte Gleichungssystem

5 g0 g% g0 g0 g0 g0

3 g0 g 8§ g g @ my
6 8() 82 84 86 88 8 10 m
2 80 84 88 8 12 8 16 820 my
10 80 85 810 815 820 825 : ms
2 80 86 812 818 824 830 My
7 80 87 8I4 82] 828 835 ms
4 80 89 8]8 827 836 845

19

Die roten Zeilen kénnen wir aufgrund der Uberbestimmtheit ebenfalls entfernen und erhalten so die

gesuchte quadratische Matrix

80

80

80

80

5 my
3 g0 8! 8 8 8t 8| |m
6 g0 82 g+ 8% 88 B8O [my
2 g0 g4 g8 gl2 gl6 g20 : ms |
10 80 85 810 815 820 825 My
2 80 86 812 818 824 830 ms

Nun konnen wir den Gauss-Algorithmus anwenden um die Matrix zu Invertieren.

5 1 1 1 1 1 1 mo no 6 4 4 6 2 1 5
3 1 8 9 6 4 10| |m m 2 7 10 3 4 713
6( |11 9 4 3 5 1 my - m| |1 8 9 8 3 4|6
2 1 4 5 9 3 1 m3 m3 36 6 4 5 9|12
10 1 10 1 10 1 10| |my my 10 10 9 8 1 6] |10
2 1 3 9 5 4 1 ms ms 1 9 6 4 7 6)\2

Multiplizieren wir nun aus, erhalten wir unseren Nutzdatenteil
m = [4’ 7’ 2’ 5’ 89 l]

zuriick, den wir urspriinglich versendet haben.
Wir mochten noch anmerken, dass es mehrere Wege fiir die Rekonstruktion des Nutzdatenteils
gibt, diese aber alle auf dem Lokatorpolynom basieren.

1.10 Zusammenfassung

Dieser Abschnitt beinhaltet eine Ubersicht iiber die Funktionsweise eines Reed-Solomon-Codes fiir
beliebige endliche Korper.

Schritt 1: primitives Element

Zu Beginn soll entschieden werden, in welchem endlichen Korper F, gerechnet werden soll. Aus-
serdem muss im gewihlten Korper eine primitive Einheitswurzel gefunden, bzw. bestimmt werden.
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Schritt 2: Codierung

Fiir die Codierung wird die Nachricht als Koeffizienten des Polynoms m(X) geschrieben, anschlies-
send wird ¢’ in m(X) eingesetzt. Daraus ergibt sich die Codierungsmatrix

a a a°
a a' a
Al@) =0 &2 &4

Mit dieser Matrix kénnen wir den Nachrichtenblock zum Ubertragungsvektor codieren.

Schritt 3: Decodierung ohne Fehler

Im ersten Schritt zur Decodierung muss gepriift werden, ob der Ubertragungsvektor Fehler beinhal-
tet. Ist dies nicht der Fall, so kann die Matrix A(a) invertiert werden mit

Ala)™! = b -A@a™h.
qg—1

Die Codierungsmatrix dndert sich somit zur Decodierungsmatrix

a d d a@ & o

a a a 1 @ al a?
0 2 =—- |0 2 4

a a a g-1 |4 ¢ a

Daraus lisst sich der Nachrichtenblock aus dem Ubertragungsvektor rekonstruieren.

Schritt 4: Decodierung mit Fehler

Sollte der Ubertragungsvektor fehlerhaft empfangen werden, so kann der Nachrichtenblock nicht
durch invertieren der Matrix rekonstruiert werden. Zur Lokalisierung der Fehlerstellen nehmen wir
das Polynom f(X) zur Hilfe, welches wir liber den Satz von Fermat bestimmt haben. Berechnen wir
daraus das kgV von f(X) und d(X), so erhalten wir ein Lokatorpolynom. Durch das bestimmen der
Exponenten erhalten wir die Fehlerhaften Stellen im Ubertragungsvektor. Fiir die Rekonstruktion
stellen wir ein Gleichungssystem auf und entfernen daraus die Fehlerhaften Zeilen. Im Anschluss
kann das verkleinerte Gleichungssystem gelost werden. Als Resultat erhalten wir die fehlerfreie
Nachricht.

1.11 Anwendungen des Reed-Solomon-Codes

In den vorherigen Abschnitten haben wir betrachtet, wie Reed-Solomon-Codes in der Theorie funk-
tionieren. In diesem Abschnitt werden wir einige Anwendungen vorstellen, bei denen ein Reed-
Solomon-Code zum Einsatz kommt.

Dabei teilen all diese Anwendungen das gleiche Problem: Die Daten kénnen nur durch einen
(hochst Wahrscheinlichen) fehlerbehafteten Kanal empfangen werden. Es gibt keine andere Metho-
de, an diese Daten zu kommen, als iiber diesen Kanal.
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In der Netzwerktechnik zum Beispiel ist es iiblich, dass bei Paketverluste oder beschidigt emp-
fangene Datenpaketen diese einfach noch einmal innert wenigen Millisekunden angefordert werden
konnen. In der Raumfahrt ist dies nicht moglich, da aufgrund der beschriankten Speicherméglichkeit
die gesammelten Daten so rasch wie moglich zur Erde gesendet werden. Diese Daten wiederum
brauchen aufgrund der grossen Distanz Stunden bis die Daten beim Empfanger ankommen. Fehler-
hafte Daten kann also auf Grund der Zeitverzdgerung nicht mehr angefordert werden.

Bei CDs oder DVDs gibt es zwar kein zeitliches Problem, jedoch erschweren Kratzer, Ver-
schmutzungen oder Produktionsfehler das Lesen einer solchen Disk. Da vor allem Produktionsfehler
und Kratzer irreversibel sind und die Disk nicht nach jedem Kratzer ersetzt werden muss, so wird
die korrekte Ausgabe der gespeicherten Information durch die Fehlerkorrektur sichergestellt.

Einen &dhnlichen Ansatz verfolgen QR-Codes, wobei die Information auch dann noch gelesen
werden kann wenn der Code nicht mehr vollstidndig vorhanden ist.

Obwohl alle diese Codes nach dem gleichen Prinzip arbeiten gibt es starke Unterschiede in deren
Funktionsweise. Dies kommt vor allem daher, da die Codes nur Ressourcen zur Verfiigung haben,
die von der Hardware bereitstellt wird, auf denen die Codes implementiert wurden. Diese Codes
bedienen sich daher verschiedener Tricks und Optimierungen um moglichst effizient zu arbeiten.

Um die Fahigkeit eines verwendeten Reed-Solomon-Codes zu beschreiben verwendet man die
Notation (n,k), wobei n die Grosse des Nachrichtenblocks angibt und k die Anzahl der Stellen, die
fiir Nutzdaten gebraucht werden konnen.

1.11.1 Raumfahrt

Obwohl Reed-Solomon-Codes bereits in den 1960er entwickelt wurden fanden sie erstmals Anwen-
dung in der Voyager Raumsonde der NASA. Die Daten der zwei im Jahre 1977 gestarteten Sonden
(siehe Abbildung ??) werden mit einem (255,233)-Code Codiert. Der Nachrichtenblock hat somit
eine Lange von 255 Zahlen, wovon 233 als Nutzlast zur Verfiigung stehen. Damit ist es moglich bis
zu 11 Fehler im Nachrichtenblock zu korrigieren. Der Codierte Nachrichtenblock wird in kleinere
Blocke aufgeteilt, mit einem Faltungscode erneut Codiert und anschliessend gesendet. Ein Faltungs-
code ist wie ein Reed-Solomon-Code in der Lage Fehler zu korrigieren, Codiert seine Information
aber auf eine andere weise. Aus jedem unterteilten Block wird vor dem Versenden ein Parititsbit
erzeugt und dem Block angehingt. Anhand diesem Parititsbit iiberpriift der Empfinger, ob bei der
Ubertragung der Block beschidigt wurde. Ist dies der Fall, wird der Block bei der Decodierung nicht
beachtet. Diese so entstandenen “Liicken” im Datenstrom werden wiederum vom Reed-Solomon-
Code korrigiert. Dieses Zusammenspiel beider Codes garantiert so eine hohe Robustheit gegeniiber
Ubertragungsfeher.

1.11.2 CD/DVD

Compact discs verwenden sogar zwei ineinander verschachtelte Reed-Solomon-Codes, einen (32,28)-
Code und einen (28,24)-Code. Beide Codes sind in der Lage, Fehler aus dem jeweils anderen ge-
lesenen Block zu korrigieren. Dieses spezielle Zusammenspielen dieser beiden Codes werden auch
Cross-interleaved Reed-Solomon-Codes (CIRC) genannt. Diese Vorgehensweise erzielt eine hohe
Robustheit gegeniiber Produktionsfehlern oder Verschmutzung auf der Disc. Bei CDs sind diese in
der Lage, bis zu 4000 fehlerhafte Bits am Stiick (ca. 2.5mm) zu erkennen und zu korrigieren.

Die Digital Video Disc funktioniert nach dem selben Konzept mit grosseren Codeblocken. Die
DVD verwendet einen (208,192)-Code und einen (182,172)-Code.
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Abbildung 1.3: Mit einer Entfernung von iiber 22.8 Milliarden Kilometer ist die Voyager 1 Raum-
sonde das am weitesten entfernte, von Menschen erschaffene Objekt. Obwohl ihre Schwestersonde
Voyager 2 zuerst ins All gestartet wurde befindet Sie sich “nur” 19 Milliarden Kilometer weit weg
von der Erde. Aufgrund abnehmender Batterieleistung werden die beiden Sonden ihre wissenschaft-
lichen Aktivititen etwa 2025 einstellen, bleiben aber bis in die 2030er mit uns in Kontakt.

(b)

Abbildung 1.4: CDs kamen 1982 auf den Markt. Sie funktioniert durch das Einpressen oder Ein-
brennen von Punkten und Strichen, die die Daten reprisentieren. Gelesen werden diese wiederum
durch die Reflektion eines Lasers an diesen Punkten und Strichen.
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(a) (b)

Abbildung 1.5: Anhand der grosse wiirde man darauf schliessen, dass bei (a) mehr Informationen
Codiert sind als bei (b). Tatsdchlich aber beinhalten beide Codes die gleiche Information. Das liegt
daran, da die Fehlerkorrekturfiahigkeit von QR-Codes sich in insgesamt vier Levels aufteilen lassen.
Der hochste Fehlerkorrektur-Level, der bei (a) angewendet wurde, ist in der Lage, bis zu 30% der
Daten wiederherzustellen. Der kleinste Level schafft etwa 7%, der in (b) veranschaulicht wird. Da
die Grosse also nichts iiber die Menge an Daten aussagt, konnte es sich bei (a) auch um einen Code
mit viel Nutzdaten und kleinem Fehlerkorrektur-Level handeln. Der Unterschied ist von Auge nicht
sichtbar.

1.11.3 QR-Codes

Quick Response Codes oder auch QR-Codes funktionieren nach einem sehr dhnlichen Prinzip wie
in unserem Beispiel der Abschnitte ?? - ?? nur das QR-Codes in einem F,s¢ Korper arbeiten. Die
physische Grosse eines Codes ist stark abhingig von der Menge an codierten Daten sowie dem
verwendeten Fehlerkorrektur-Level. Es ist so auf dem ersten Blick nicht ersichtlich, wie viel Nutz-
informationen ein Qr-Code enthilt. Die QR-Codes in Abbildung ?? zeigen jeweils die Gleiche In-
formation mit unterschiedlichem Fehlerkorrektur-Level. Codes mit einem hoheren Korrektur-Level
konnen auch fiir Designer-Codes Zweckentfremdet werden. Dabei wird z.B. das Firmenlogo oder
einen Schriftzug iiber den Qr-Code gelegt, ohne das die Funktion des Codes beeintrichtigt wird. Ein
Beispiel dazu ist unter Abbildung ?? zu finden.

1.12 Hilfstabellen fiir F;

Um das rechnen zu erleichtern findet man in diesem Abschnitt die Resultate, die bei der Addition
und der Multiplikation in Fy; resultieren.
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(a) (b)

Abbildung 1.6: Wihrend (a) noch einen unverénderten QR-Code reprisentiert, handelt es sich bei (b)
nun um einen Designer-QR-Code. Beide Codes verfiigen iiber einen mittleren Fehlerkorrektur-Level
von theoretisch 15%. Da bei (b) jetzt einen Teil des Codes durch ein Logo verdeckt wird, schrinkt
sich die Fehlerkorrekturfihigkeit je nach Grosse des verdeckten Teils mehr oder weniger stark ein.
Unser Designer-Code in (b) ist nur noch in der Lage etwa 9% des Codes zu rekonstruieren.

1.12.1 Additionstabelle

+]10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ofoj1 234 567 8|9 10
111 23 4 5767 89100
2123 456 789 1000 1
313 4/5 6 789 10 01 2
414/ 5 6 7,8 9 10 0 1 2 3
5|56 7/8 9 100 1 2|3 4
6|67 8910 0|1 2 3|4 5
717 879 10 0|1 2 3 4,5 6
818 9 100 1 23 4 567
91910 012 3|4 5 6|7 8
010 0 172 3 45 6, 7 8 9
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1.12.2 Multiplikationstabelle

10

10

9

10

10| O
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