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Einleitung



▶ Was heisst Symmetrie in der Mathematik?
▶ Wie kann ein Kristall modelliert werden?
▶ Aus der Physik: Piezoelektrizität

®Ep = ®0 U = 0 ®Ep = ®0

®F

®F

U ≠ 0



2D Symmetrien



Algebraische Symmetrien



3D Symmetrien



Matrizen



Kristalle



Kristallgitter: ni ∈ ℤ, ®ai ∈ ℝ3

®r = n1®a1 + n2®a2 + n3®a3

®a1

®a2

Invariant (symmetrisch) unten
Translation

Qi(®r) = ®r + ®ai

Wie kombiniert sich Qi mit der
anderen Symmetrien?

A A′®Q

B

Cn

B′®Q′x

Sei q = | ®Q|, 𝛼 = 2𝜋/n und n ∈ ℕ

q′ = nq = q + 2x
nq = q + 2q sin(𝛼 − 𝜋/2)
n = 1 − 2 cos𝛼



Somit muss

𝛼 = cos−1
(m − 1

2

)
𝛼 ∈ {0, 60◦, 90◦, 120◦, 180◦}



Anwendungen
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Mit und Ohne
Symmetriezentrum

Polarisation Feld ®Ep

®Ep −+ ®Ep −+



Licht in Kristallen

Symmetriegruppe und Darstellung

G = {𝟙, r,𝜎, . . . }
Φ : G → O(n)

U𝜆 = {v : Φv = 𝜆v}
= null (Φ − 𝜆I)

Helmholtz Wellengleichung

∇2 ®E = 𝜀𝜇
𝜕2

𝜕t2
®E

Ebene Welle

®E = ®E0 exp
[
i
(
®k · ®r − 𝜔t

)]
Anisotropisch Dielektrikum

(K𝜀) ®E =
𝜔2

𝜇k2
®E

®E ∈ U𝜆 =⇒ (K𝜀) ®E = 𝜆®E
Ähenlich auch in der Mechanik

®F = 𝜅®x (Hooke)
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