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Kapitel 1
EinfUhrung

1.1 Was ist Nachrichtentechnik?

Der Austausch von Information ist ein wichtiger Bestandteil des menschliglieags, nicht erst, seitdem die
technischen Moglichkeiten geschaffen wurden, dies zu jeder Zeit, mitnjeshan und Uber beliebige Distan-
zen durchzufiihren. Obwohl wir mit absoluter Selbstverstandlichkéitexachiedenste Kommunikationsmit-
tel zugreifen und sie beherrschen gelernt haben, darf nichtaggeverden, dass jede Kommunikationsart
ganz bestimmten Regeln und Rahmenbedingungen unterliegt, unter welckiberiaupt erfolgreich ablau-
fen kann. Selbst bei einer miindlichen Kommunikation sind solche Eindamgen vorhanden: so sollte die
Lautstéarke des Sprechers dem Umgebungslarm angepasst seinwsisegeProtokoll eingehalten werden,
bei welchem die Gespéachsteilnehmer wechselweise sprechen odeerzuimd nicht zuletzt ist es auch von
Vorteil, wenn die Kommunikationspartner die gleiche Sprache sprechen.

Auch technische Systeme, welche Information untereinander austausate darauf angewiesen, dass In-
formation tragende Signale mdglichst ungestért empfangen werdenrkddass sich die diversen Sender
dank Protokollen oder durch eine fixe Zuteilung in den verschiedenemi{mikationskanéalen nicht gegen-
seitig in die Quere kommen und dass mit einer gemeinsam definierten Codieeuygsdndete Information
aus einem empfangenen Signal wieder herausgeschalt werden kann.

Welche Mdglichkeiten gibt es fir technische Systeme, Information ausaltan? Welche Rahmenbedin-
gungen missen fur eine erfolgreiche Kommunikation erfullt sein? Mit wald¢behnischen Massnahmen
kann die Kommunikation optimiert werden? Wo sind die Grenzen von Kommunilsatistemen, z.B. in
Bezug auf ihre Reichweite und der maximal tGbertragbaren InformatiorggfiéWie konnen Informationen
auf ihren eigentlichen Gehalt reduziert werden? Die Module Nachritdtlnik 1 und 2 werden viele dieser
Fragen in allgemeiner Art beantworten. Grundlegende technischehvienfaler Ubertragung von Nachrich-
ten werden vorgestellt und es wird aufgezeigt, wo sie Verwendungeerfimhne dass die konkrete techni-
sche Implementierung bis ins Detail ausgearbeitet wird. Eigenschafteldoromunikationssystemen sowie
grundsatzliche Grenzen einer erfolgreichen Kommunikation werdechregg wobei die Fouriertransforma-
tion sowie die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu den am haufigsten bggyezo mathematischen Methoden
gehoren werden.

1.2 Historischer Uberblick

In der folgenden Tabelle sind ein paar wichtige Meilensteine der Nachnietttenik aufgefuhrt. Die getroffe-

ne Auswabhl ist liickenhaft, doch soll sie helfen, sich einen pragnaiterblick zu verschaffen, mit welchem
Tempo und mit welchen Technologien sich die Nachrichtentechnik in dechiedenen Epochen entwickelt
hat. Viele Tabelleneintrage stammen abgynd [6]. Sie wurden mit Hilfe von §0] erganzt und teilweise

prazisiert.



2 Kapitel 1. Einfihrung

30000 v.Chr.| Alteste bekannte Hohlenmalereien in der franzésischen Chauvet-Hohle. [28]
3500 . Chr.| Keilschrift der Sumerer. [57]
180 v. Chr.| Griechischer Geschichtsschreiber Polybios: Symbollbertragungackekzeichen. [49]
50 . Chr. | Julius Caesar verschlisselt Nachrichten durch Substitution (Caesah\esselung). [14]
1439 Der Mainzer Johannes Gutenberg erfindet in Strassburg den Buoghdr [39]
1725 Basile Bouchon erfindet die Lochkarte zur Steuerung von Webmasthin [17]
1791 Claude Chappe erfindet den Semaphor-Telegraphen. [17]
1826 Joseph Nicéphore Niépce erfindet die Heliografie (Vorlaufer dergrafie) [44]
1827 Georg Simon Ohm aus Erlangen formuliert in Berlih= R - I. [2€]
1833 Carl F. Gauss und Ernst H. Weber bauen den elektromagnetisclegmafghen. [53]
1858 Das erste transatlantische Kabel wird verlegt und versagt nach 261.Tag [56]
1864 James Clerk Maxwell sagt elektromagnetische Wellen voraus. [47
1866 Erstes funktionierendes Transatlantikkabel. [56]
1876 Alexander Graham Bell entwickelt und patentiert das Telefon. [171]
1879 Thomas Alva Edison erfindet den Phonographen. [49]
1884 Paul Nipkow patentiert Nipkow-Scheibe (Prinzip der Bewegtbild-Ubgtina). [49
1886 Heinrich Hertz bestétigt experimentell Maxwell’s Theorie. [32]
1894 Sir Oliver Joseph Lodge demonstriert drahtlose Telegrafie. [46]
1897 Karl Ferdinand Braun erfindet die Kathodenstrahlréhre. [39
1898 Valdemar Poulsen erfindet das Telegraphon (Tonaufzeichnurgagrietdraht). [58]
1901 Guglielmo Marconi Ubertragt das erste drahtlose Signal Giber den Atlantik [29
1904 Christian Hulsmeyer entwickelt das Telemobiloskop, Vorlaufer des RRRA [16]
1906 Der Kanadier Reginald Fessenden Ubermittelt Sprache und Musik mitvRelten. [51]
1923 Charles Francis Jenkins demonstriert in Washington das Fernsehen. [19]
1924 Harry Nyquist schreibt Publikation Giber maximale Ubetragungsraterifielegraphie. [31]
1928 Fritz Pfleumer erfindet in Dresden das Magnetband. [24]
1947 John Bardeen, Walter Brattain und William Shockley entwickeln den Tramsisto [57
1948 Claude Shannon schreibt Publikation zur Informationstheorie. [19]
1950 Richard Hamming publiziert Theorie zu Fehler erkennenden und kereigden Codes. [30]
1956 IBM prasentiert Festplatte IBM 350 (4.4 MByte, 24 Zoll, 1000 kg) [39
1958 Jack Kilby baut bei Texas Instruments die erste integrierte Schaltung. [39]
1960 Theodore Maiman demonstriert in Malibu ersten Laser. [55]
1962 Der erste aktive Satellit (Telstar 1) Ubermittelt Fernsehsignale. [54]
1966 Manfred Borner von Telefunken Ubertragt Daten auf Lichtwellenleitern [43]
1970 Dov Frohmann erfindet bei Intel das elektrisch schreibbare / Uthligre EPROM. [20]
1971 Intel présentiert den ersten kommerziellen Mikroprozessor, deh400!. [36]
1975 Robert Metcalfe et. al. erhalten bei Xerox das Patent fur den erstenrethStandard. [22]
1977 Start der Raumsonde Voyager 1. [59
1978 Inbetriebnahme des ersten GPS-Satelliten. [27
1980 Fujio Masuoka erfindet bei Toshiba den Flash Speicher. [25]
1982 Nach diversen Vorlaufern wird die CD (compact disc) von Philips uonyS/ermarktet. [19
1991 Inbetriebnahme des ersten digitalen Mobiltelefonnetzes (nach GSM&Bthrid Finnland. [50
1991 Tim Berners-Lee startet am CERN den ersten Webserver. [61]
1997 Erster offizieller WLAN Standard von IEEE (IEEE 802.11). [34]
2000 Durch Ausschalten der Selective Availability (SA) wird GPS flr alle ,meteeay”. [27
2007 Apples iPhone verhilft dem Smartphone zum Marktdurchbruch. [37
2010 Voyager 1 kommuniziert noch immer, aus einer Distanz von 16.9 Mr(16.6 Licht-Std.). | [59)]
2025 Voraussichtlich letzte Kommunikationssequenzen mit Voyager 1. [59
40272 Voyager 1 tritt in Sonnensystem AC+79 3888 des Sternsystems Camdgdbp@in (1.64 LJ).| [59]

Tabelle 1.1:Meilensteine in der Geschichte der Nachrichtentechnik

Bis zu Beginn des 19. Jahrhunderts konnte die Kommunikationstechniknidttauf Errungenschaften der
Elektrotechnik zurlickgreifen. Neben akustischen Signalzeichen -Baispiel zur Alarmierung — fand die
Kommunikation vor allem auf optischem Wege statt. Als permanente Informatgestdienten hauptsach-
lich Schriftstiicke. Dank der Erfindung des Buchdrucks durch JusGutenberg im 15. Jahrhundert wurden
diese zu einem eigentlichen Massenkommunikationsmittel. Generell kann di# 8lsherste digitale Kom-
munikation interpretiert werden, bei welcher Informationen auf eine @mellinzahl Zeichen abgebildet
wird.



1.3. Klassifizierungen von Kommunikationssystemen 3

Ein etwas ausgefalleneres optisches Kommunikationsmittel stellten die Semdpha@etwickelt vom Fran-
zosen Claude Chappe. Dabei handelte es sich um ein bewegbaressgatken, welches auf hohen Gebauden
oder speziell errichteten Tirmen installiert wurde. Mit der Anordnumddaéken konnten Zeichen dargestellt
werden, welche vom Personal des sich in Sichtdistanz (bzw. ,Fexistéinz") befindenden benachbarten Se-
maphors nachgebildet und so weitergeleitet wurden.

In Europa wurden von den jeweiligen Machthabern in Frankreich, Dblatsd, England, Russland und
Schweden verschiedenartige Semaphorsysteme betrieben. Stellvdrgellen ein paar Eckdaten zur Ver-
bindung Paris — Lille einen Eindruck Uber die Leistungsfahigkeit solcihistege vermitteln.

Semaphorsystem Paris — Lille
Gesamtdistanz: 220 km
Distanz zwischen 2 Semaphoren: 2..20 km
Ubermittlunszeit eines Zeichens (Latenzzejta. 10 Minuten
Datendurchsatz ca. 1 Symbol pro Minute

Tabelle 1.2:Kenndaten einer Datenlibertragung mit einem Semaphonsyste

Viele fiir die Nachrichtentechnik relevanten Erfindungen im Gebiet déktiokechnik wurden schon im 19.

Jahrhundert realisiert. Diese Pionierleistungen eréffneten flr Milti@atliche Verwaltung oder auch fir den
Handel solch revolutiondr neue Mdoglichkeiten, dass sich der neusthieitweig der Koummunikationstech-
nik sehr schnell entwickeln konnte. Noch vor Ende des 19. Jahrhisnderden in vielen Landern Telegrafen-
und auch Telefonnetze aufgebaut. So gab es z.B. zu jener Jahrtwerttde in Deutschland knapp 300’000
Telephonanschlisse (bei ca. 50 Mio Einwohne#ih) [

Die Entwicklung hin zu Massenkommunikationsmitteln setzte sich mit den Rundhpféagern in der er-
sten Halfte und dem Fernsehen in der zweiten Halfte des 20. Jahrtaifater

Mit dem Siegeszug der Mikroelektronik und ihrer Moglichkeit, elektronéss&chaltungen und komplexe
mathematische Algorithmen sehr kostenginstig in Konsumergeraten zu impleeniegannen sich die
Computertechnik und die Nachrichtentechnik immer mehr anzunéahern. &isengiren die heutigen lei-
stungsfahigen Kommunikationssysteme ohne digitale Signalverarbeitungeddisierbar. Andererseits hat
sich aber auch seit ca. 1995 die Datenkommunikation durch die EntwickiemgVdrid Wide Web im ge-

schaftlichen und privaten Alltag etabliert und das Datenaufkommen voacBommunkation der klassi-
schen Telefonie seit etwa dem Jahre 2000 deutlich in den Schatten gestellt.

1.3 Klassifizierungen von Kommunikationssystemen

Kommunikationssysteme kdnnen nach verschiedenen Kriterien klassifizeden. Nachfolgend sind ein
paar haufig verwendete Einteilungen aufgefihrt.

1.3.1 Klassifizierung nach der Ubertragungsdistanz

Eine haufig verwendete Klassifizierung betrifft die (geographischspgahnung des Kommunikationskanals.
Sie wirkt sich aus auf Signallaufzeiten, benétigte UbertragungsleistarBjpeingesetzte Ubertragungstech-
nologien, Topologie des Netzwerks, Konzepte beim Verbindungsaatber auch, wer flir die Administration
des Netzes zustandig ist. Insgesamt sind die Definitionen (z.B. gefastef [/]) eher schwammig gehalten
und eine Einordnung eines Kommunikationssystems in eine bestimmte Klasse mbhacbmaicht eindeu-
tig. Die Distanzangaben und die in der Tabelle aufgefihrten Beispiele sominikationssystemen dienen
somit nur als erste Orientierungshilfe.
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Einordnung nach Ubertragungsdistanz
Kirzel | Beschreibung typische Distanz | Anwendungsbeispiele
Deep-Space Communications Antennenarrays (34 m, 70 m Parabolantennen)
zur Abwicklung von Weltraummissionen
WAN Wide Area Network 10-... km Glasfaserkommunikation im Telecom-Backbone
Richtstrahlverbindungen zwischen GSM-Basisstationen
Satellitenkommunikation
MAN Metropolitan Area Network 0.1-100km Glasfaser- / Richtstrahlverbindungen
Kabelfernsehnetz
xDSL
GSM-Zelle
LAN Local Area Network 10-1000m Ethernet
Wireless LAN
RS-485
CAN
PAN Personal Area Network 1-10m usB
RS-232
DVI/HDMI
IrDA
Bluetooth
Ultrawideband
ZigBee
RFID
Chip to Chip Communications 0.01-1 m PCle
12C
SPI
CMOS-Logik I/0

Tabelle 1.3:Klassifizierung von Ubertragungssystemen nach (iberbeii€kstanz

1.3.2 Klassifizierung nach Zugriffsverfahren

Teilen sich mehrere Teilnehmer einen Kanal, muss der Zugriff daraufielgen, dass sich die Teilnehmer
nicht gegenseitig stéren. Mehrfacher Zugriff (Multiple Access odeltiglexing) kann auf verschiedene Ar-
ten realisiert werden:

Einordnung nach Zugriffsverfahren auf den Kanal
Kirzel | Englischer Begriff Deutscher Begriff
TDMA | Time Division Multiple Access Zeitmultiplexverfahren
FDMA | Frequency Division Multiple Acces$ Frequenzmultiplexverfahren
SDMA | Space Division Mulitple Access Raummultiplexverfahren
CDMA | Code Division Multiple Access Codemultiplexverfahren

Tabelle 1.4:Klassifizierung von Ubertragungssystemen nach Kanalsiggrfahren

Zeitmultiplex (TDMA)

Beim Zeitmultiplexverfahren hat jeder Kommunikationsteilnehmer einen meisteturksirz andauernden
Zugriff auf den Kommunikationskanal. Das Zugriffsschema kann wie fmiganisiert werden:

 Statischer Zeitmultiplex: reihum kriegt jeder Teilnemer einen oder mehrere Zeitabschnitte (time slots)
zugeteilt, in welchem er den Kanal belegen kann. Ganz typische Beidpdldisrzu die klassische
Sprachkommunikation wie ISDN, DECT oder GSM.

« Dynamischer Zeitmultiplex: jeder Teilnehmer kann prinzipiell zu einem beliebigen Zeitpunkt auf
den Kanal zugreifen. Die dadurch entstehenden Kollisionen oder moneentiberlastungen miissen
durch ein Protokoll oder eine Arbitrierung gelost werden. Neben defaddkprotokoll fir Datenkom-
munikation ALOHA und dem Ur-Ethernet mit CSMA/CD sind der CAN-Bus oder 12C-Bus im
Multi-Master Betrieb weitere Beispiele fir dieses dynamische Zeitmultiplexing.
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Frequenzmultiplex (FDMA)

Frequenzmultiplexing ist fir Funkdienste, welche tber die (manchmal alscAther bezeichnete) Luft-
schnittstelle kommunizieren, das wichtigste Verfahren, um die verschigsemsilnehmer separieren zu
kénnen. Aber auch bei drahtgebundener Kommunikation ist Frequédtilexing von grosser Bedeutung.
Wiederum unterscheiden wir zwischen:

« Statischer Frequenzmultiplex: die Zuweisung des Frequenzbandes, in welchem kommuniziert wer-
den kann, ist festgelegt und &ndert sich nicht. So reserviert dasOBAKoordiniert mit europaischen
und weltweiten Gremien) fur jeden Funkdienst einen speziellen BereichUK®/-Radio im Bereich
von 87.5 bis 108 MHz, GSM-900/1800 bei rund 900 bzw. 1800 MHz, \3\iLf 2100 MHz oder das
quasi frei nutzbare ISM-Band auf 2400 MHz. Innerhalb des Bafidleden Funkdienst kbnnen einzel-
nen Sendern ebenfalls eine feste Frequenz zugeordnet sein, z.BuimARirich 102.8 MHz fur Radio
24.

* Dynamischer Frequenzmultiplex: Etwas weniger haufig kommt dynamisches Frequenzmultiplexing
vor. Die Sendefrequenz andert sich dabei nach einem vordefiertauf. Dieses Frquenzsprung-
verfahren (frequency hopping) wird beispielsweise bei Bluetoothtaifgieise auch in GSM-Netzen
angewendet.

Raummultiplex (SDMA)

Raummultiplex ist ein sehr naheliegendes Verfahren. Jeder Sender ist @inem ortlich begrenzten Be-
reich empfangbar. Eigentlich sind ja auch Vorlesungen an der HSR im Raltipisxuorganisiert, durch die
akustisch getrennten Horséle. Auch in der technischen Kommunikatiomtafit Raummultiplexing immer
wieder an, sei es indem Frequenzen ausserhalb des Sendegehietverigendet werden (Radio 24 in Zi-
rich und Radio Regenbogen im Raum Mannheim, beide auf 102.8 MHz) aaimiinikationsnetz wie GSM
aus einer Vielzahl von zum Teil sehr kleinen Zellen aufgebaut wird edees, dass Daten Uber mehrere
Draht- oder Leiterplattenverbindungen parallel ibertragen werden.

Codemultiplex (CDMA)

Codemultiplex ist ein Verfahren, bei welchem pro Ubertragenes Bit elagvlange Sequenz von Einern und
Nullern gesendet wird, welche zwar zuféllig aussieht, aber vom Empféigdeutig dem Sender zugeordnet
werden kann. Mit speziellen Filtern, sogenannten Korrelatoren, kanBmpfanger dieses Signal auch dann
detektieren, wenn es von seiner Leistung her in der Vielzahl von amddarez-, Stor- und Rauschsignalen
untergeht. Gute Beispiele fir CDMA sind UMTS (3G-Mobilfunk) oder dievigationssignale von GPS und
Galileo.

1.3.3 Klassifizierung nach Fregenzbereich

Eine andere Klassifizierung — speziell bei drahtlosen Kommunikationssgate orientiert sich danach, in
welchem Frequenz- bzw. Wellenlangenbereich die Kommunikationssigbatgdagen werden.
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Einordnung nach Frequenzbereich

Band Nr.

CO~NOURWNRO R

Kirzel
ELF
ELF
ELF
SLF
ULF
VLF
LF
MF
HF
VHF
UHF
SHF
EHF

Begriff

Extremly Low Frequency
Extremly Low Frequency
Extremly Low Frequency
Super Low Frequency
Ultra Low Frequency
Very Low Frequency
Low Frequency

Medium Frequency

High Frequency

Very High Frequency
Ultra High Frequency
Super High Frequency
Extremly High Frequency|
Terahertz waves

Far infrared

Infrared (IR)

near IR, visible light, UV

Frequenzbereich
0.03-0.3Hz
0.3-3Hz
3-30Hz
30-300 Hz
300 - 3000 Hz
3-30kHz

30 - 300 kHz
300 - 3000 kHz
3-30 MHz

30 - 300 MHz
300 - 3000 MHz
3-30GHz

30 - 300 GHz
300 - 3000 GHz
3-30THz
30-300 THz
300 - 3000 THz

Wellenlange
1E6 - 1E7 km
1E5- 1E6 km
1E4 - 1E5 km
1E3 - 1E4 km

100 - 1000 km
10-100 km
1-10km

100-1000 m

10-100m
1-10m
10-100cm
1-10cm
1-10mm
100 - 1000 um
10-100 um
1-10um

100 - 1000 nm

Beispiele

submarine (deeply sub-merged)
submarine

mines

submarine (near-surface)

aircraft beacons

AM broadcasting

amateur radio

FM broadcasting, TV, DVB-T

TV, GSM, GPS, WLAN

satellite TV, WLAN, WIMAX, RADAR
RADAR, millimeter wave scanner
submillimeter spectroscopy

fiber optics
fiber optics, IrDA

Tabelle 1.5:Frequenzbereiche fur drahtlose Nachrichtentbertragung




Kapitel 2
Signale

2.1 Was sind Signale?

Ziel der Nachrichtentechnik ist eB)formationvon einem Sender zu einem Empfanger zu Ubertragen oder
sie fUr einen spateren Abruf temporar oder permanent zu speichigrdekr Transfer votnformationwer-

den als HilfsmittelSignaleverwendet, bei welchen es sich um informationstragende zeitliche e néaunf
irgendwelchen physikalischen oder dimensionslosen Grossen handelt.

Beispiele dazu sind der Verlauf des Schalldrucks bei einem Gespiigctariable Intensitét des Lichts bei
einer fiberoptischen Ubertragung, die Zahlenfolge von einem digitalisi@#@sorsignal oder der Amplitu-
denverlauf von Spannung und Strom.

Da elektrische Signale im Vergleich zu anderen physikalischen Grosserinfach und schnell auf klein-
stem Raum verarbeitet werden kdnnen, hat sich die Elektronik fir deeeitung und die Aufbereitung von
Signalen weitgehend durchgesetzt.

Nachrichtentechnik ist aber eigentlich nicht nur eine elektrotechniscimedbe. Gerade bei der Speiche-
rung von Information gibt es viele alternative Datentrdger wie z.B. derrigstee Lochstreifen, Strich- und
QR-Code oder eine CD, welche auf nicht elektrischen Groéssen haskneh wird man kaum Benutzer-
schnittstellen als reine spannungs- und stromfihrende Geréte vorfindan dem Entwickler Benutzer-
freundlichkeit nur ein bisschen am Herzen liegt.

Zudem konnen prinzipiell alle theoretischen Aspekte der Nachrichtemteahabhangig davon verwendet
werden, auf welche physikalischen Gréssen sie sich schlussendiigher. Aber dennoch: angesichts der
Dominanz von elektrischen Kommunikationssystemen wére es durchaus legitimghrend eines Elektro-
technikstudiums vorwiegend auf elektrische Signale zu beschréanken.

2.2 Klassifizierungen von Signalen

Signale kdnnen nach verschiedenen Kriterien klassifiziert werdeshfblgend sind ein paar haufig verwen-
dete Einteilungen aufgefihrt.

2.2.1 Periodische oder aperiodische Signale

Von einemperiodischen Signalwird gesprochen, wenn ein Signal nach jedem ganzzahligen vielfactien
Periodendau€er’ mit dem Verlauf des ursplnglichen Zeitpunkts identisch ist, d.h. es gilt:

z(t+n-T)=xz(t) mneN (2.1)
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Abbildung 2.1: Periodisches Signal

Periodische Signale bestehen aus einem konstanten Gleichanteil sowecgiaemehreren harmonischen
Anteilen der Frequeng, = 7,n € N,. Die erste Harmonische:(= 1) wird auch als Grundharmonische
bezeichnet, die zweite Harmonische £ 2) als erste Oberwelle, die dritte Harmonische= 3) als zwei-

te Oberwelle, etc. Weder der konstante DC-Anteil noch die Grundharofenimuss in einem periodischen
Signal mit einem Amplitudenkoeffizienten, > 0 vorhanden sein. Ebenso kdnnen Oberwellen beliebig vor-
handen sein oder fehlen.

Von einemaperiodischen Signalwird gesprochen, wenn sich keine Z&itmit | 7| < oo finden lasst, nach
welcher sich der Verlauf eines Signal§) periodisch wiederholt.

Abbildung 2.2: Aperiodisches Signal

Ein Beispiel eines aperiodischen Signals ist der dargestellte Sweepchgpiertreter von aperiodischen
Signalen sind aber vor allem die stochastischen Signale.

2.2.2 Energie- oder Leistungssignale
Von einemEnergiesignalwird gesprochen, wenn ein Signal eredlicheSignalenergie aufweist, d.h. es gilt:

+00
2
E,= [ |z(t)|]" dt < (2.2)
—00
Energy Signal , _, _, o X)) .o p e
| | o [T T T R N B
bt — = - Ok ek R
I I o [T T T T R B
ke — e — - O ke R R
| | 1 U
AAA A o AAA
I I 1o T
ke — = — B e et et
| | o [T T T T R B
k= - Ok ek R R
| | [ [T T T T N B
ke — = - ek ek R R

Abbildung 2.3: Energiesignal

Auf die genaue Definition der Signalenergie wird weiter unten noch eimgega Ein typisches Energiesi-
gnal ist ein einzelner Puls der an- und wieder abschwellt. Typischegiesagnale haben einen Startpunkt,
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vor welchem sie nicht vorhanden sind und einen Endpunkt, bei weldewollistandig abgeklungen sind.
Ein atypischer Vertreter eines Energiesignals ware z.B. ein Gausspuléesker theoretisch tber unendlich
lange Zeit vorhanden ist und nie vollstandig abklingt, wobei er aber mkgigcher Sicht sehr schnell gegen
Null konvergiert.

Von einemLeistungssignalwird gesprochen, wenn ein Signal Uber unendlich lange Zeit betraatiodt
eine unendlich grosse Signalenergie aufweist, die Energie pro Zeitdjd.heistung) aber einen endlichen
Wert hat:

E, = / l2(t)* dt = 0o (2.3)
+T/2
o 4 2
Po= Jim / (t)]? dt < o (2.4)
~T/2

Abbildung 2.4: Leistungssignal

Ein typisches Leistungssignal ist ein periodisches Signal oder ein dEmt@s Signal, bei welchem die
Amplitude weder dauerhaft auf Null abklingt noch dorthin konvergieei. SBignalen mitP, = oo sprechen

wir von keinem eigentlichen Leistungssignal mehr. Die Leistung eines Sigirasber nur dann unendlich
gross, wenn zeitweise auch die Amplitudenwerte des Signals betragsméasdjich gross werden. Solche

Signale haben aber keine praktische Bedeutung.

2.2.3 Deterministische oder stochastische Signale

Von einemdeterministischen Signalwird gesprochen, wenn es einem vorbestimmten zeitlichen Verlauf
folgt. Dieser kann als deterministische Funktitft) schon ausgedriickt werden, bevor das Sigial zeit-
lich ablauft:

x(t) = f(t) (2.5)

Deterministic Signal
I

\
-+
!

=t —+—F -+ —+—+

+-+-+-t-+-+-+
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I

=t —t+-F -+ —+-
I

—_—
e
-_— ]

+-+-+-F-+-+-+
+-+-+-F-+-+-+

+-t+—+—-F-—+—+-

Abbildung 2.5: Deterministisches Signal

Typische deterministische Signal waren beispielsweise Hilfssignale wie godjgehes Tragersignal oder
ein periodisches Synchronisationssignal. Determinstische Signale sindietitenur auf periodische Signale
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beschrénkt, sondern kénnen auch einmalige Vorgange sein.

Von einemstochastischen Signalird gesprochen, wenn es keinem vorbestimmten zeitlichen Verlauf folgt,
sondern zu jedem oder zu ausgewdahlten Zeitpunkten einen zufalligenuMaufweist.

Abbildung 2.6: Stochastisches Signal

Ein typisches stochastisches Signal ist ein Rauschsignal. Aber auch kanNichrichtensignale sollten
Zufallssignale sein, da ein Informationstransfer ja gerade auf detligk&it von Verlaufen basiert. Denn,
ware dem Empfanger der Verlauf des Signals schon bekannt, misstéatiadtion, welche mit dem Signal

transferiert wird, ja gar nicht mehr erst Ubertragen werden.

2.2.4 Zeitkontinuierliche oder zeitdiskrete Signale
Von einemzeitkontinuierlichen Signal wird gesprochen, wenn sein zeitlicher Verlauf fur jeden Zeitpunkt
definiert ist:

x(t) ist definiert fur allet

Time-Continuous Signal , _ , . AX() 4 4 4 b s a4y
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
bmb bbbt —F—F—F -+ — — -+ — 4+
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
e e Tk L e apmprappri, SR
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I

A -

»
I I I I I I I I I I I I I I I I I I It
ottt t -t -t -+t —f -t —t—t—Ft—t—Ft—t—t—t—T
I I I | I I | I I I I I I I I I I I I I
ot b+ttt -ttt —+—+
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
tot—dt -ttt —t—t—t—t—t—F—t—t—t -ttt —t—t—t—t+—+

Abbildung 2.7: Zeitkontinuierliches Signal

Von eineneeitdiskreten Signalwird gesprochen, wenn sein zeitlicher Verlauf nur fir ausgewahlte digite
definiert ist:

x(t) ist nur definiert an den Stellen

Time-Discrete Signal . _, _, _, . Ax{t) ,_,_
o
bt
o
et
I

|
+ -
| |

I
+
|

[ T T T
Bt
I T Y R B
ot -t -+ —+—+

|

|
+ -
| | | | |

Abbildung 2.8: Zeitdiskretes Signal
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Nicht-definiert zu den Ubrigen Zeitpunkten heisst nicht etwa, dassidaal@n diesen Stellen(t) = 0 ist.
Nicht definiert heisst meistens auch, dass sein Amplitudenwert an diegdlnrficht von Interesse ist, weil im
Normalfall die Rekonstruktion von einem zeitdiskreten zu einem zeitkontimthien Signal mit Hilfe einer
Bildungsvorschrift und ohne solch zusatzliche Zwischenwerte auskommt.

2.2.5 Amplitudenkontinuierliche oder quantisierte Signde

Von einemamplitudenkontinuierlichen Signal wird
beliebig feiner Auflésung annehmen kann:

gesprochen, wenn sein Verlauf Amplitudenwerte mit

Amplitude-Continuous Signal  _ . _ , A x(t) ;. 4 sy
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
bmb bbbt —F—F—F -+ — — -+ — 4+
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
e R Tk L e apuprappri, NSpAp
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
A
»
I I I I I I I I I I I I I I I I I I It
ot F—F -ttt bbb -+
I I I | I I | I I I I I I I I I I I I I
ot b+ttt -ttt —+—+
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
i i S S e B v i

Abbildung 2.9: Amplitudenkontinuierliches Signal

Von einemamplitudendiskreten Signaloder einenquantisierten Signalwird gesprochen, wenn sein Ver-

lauf nur ausgesuchte Amplitudenwesteannehmen kann:

Quantized Signal +—+—+—+—+—+—‘-‘X(t) bt —t—d—F - —F—+
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Abbildung 2.10: Quantisiertes Signal

2.2.6 Analoge oder digitale Signale

Von einemanalogen Signalwird gesprochen, wenn es sowohl zeitkontinuierlich wie auch amplitudeinko

nuierlich ist;

Analog Signal | _ . 4 444 B e e S e A R
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Abbildung 2.11: Analoges Signal

Von einemdigitalen Signalwird gesprochen, wenn es sowohl zeitdiskret wie auch amplitudentl{skran-

tisiert) ist:
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Abbildung 2.12: Digitales Signal

2.2.7 Reell- oder komplexwertige Signale

Von einemreellwertigen Signalwird gesprochen, wenn es Uber seinen ganzen Zeitbereich nuresejsv
Amplitudenwerte annimmt. Eikomplexwertiges Signaleist hingegen (evtl. nur zeitweise) auch imaginare
Anteile auf.

Die mathematische Darstellung eines Signals als komplexwertiges Signal mact#nmuSinn, wenn zwei
zueinander unabhéngige orthogonale Grossen zur Bildung des Sidaafs beitragen. Dies ist bei der Ge-
nerierung eines einfachen Spannungs- oder Stromverlaufs norre@emicht gegeben, womit dann auch
keine komplexwertigen Darstellungen zur Anwendung gelangen.

Allerdings werden wir sehen, dass bei einer Signallbertragung mit Hilielvagersignalen Sinus und Cosi-
nus der gleichen Frequenz miteinander kombiniert werden kénnen. DManulation von Sinus und Cosi-
nus verwendeten Nachrichtensignale kdnnen zudem ohne gegenSéitigeg aus den beiden kombinierten
Tragersignalen zuriickgewonnen werden.

Somit kénnen also bei einer Ubertragung im Frequenzband des 3igums zwei solche unabhangigen
Grdssen vorhanden sein. Entsprechend bietet sich an, die beidetieratilen Signale als komplexwertiges
Signal zusammenzufassen, was nicht nur eine Spielerei ist, sondenattiematische Verarbeitung vereinfa-
chen kann. Genaue Begriffsdefinitionen und mathematisch genaué#@eusden folgen bei der Behandlung
der QAM-Modulation.

2.3 Sprung- und Impulsfunktion

Sprung- und Impulsfunktion sind wichtige idealisierte Signale, die im Zusammemhd der Fourier-Trans-
formation oder als Eingangssignale von LTI-Systemen die mathematischadehg von Signalen und Sy-
stemen vereinfachen.

2.3.1 Sprungfunktion

Bei einer normierten Sprungfunktiar{t) (auch Schrittfunktion oder Heaviside-Funktion; Englisch: unit step
oder Heaviside step function) handelt es sich um einen idealiserten BEitvecgang. Bis zum Zeitpunkt
t = 0 besitzt die Schrittfunktion die Amplitude(t) = 0. Ab dem Zeitpunkt > 0 springt die Amplitude auf

den Wertu(t) = 1.
0 t<O0
u(t) = { 1 ¢>0 (2.6)

2.3.2 Dirac’sche Impulsfunktion

Im Gegensatz zur Sprungfunktiafit) ist die Dirac’sche Impulsfunktion(t) ein Signal, welches zwar eine
sehr einfache Schreibweise fliir mathematisch idealisierte Signale bietat) dbepraktischen Anwendung —
selbst als angenaherte Funktion — eigentlich bedeutungslos ist. Bei disieléen Impulsfunktion (¢) (Del-
tafunktion, Diracimpuls, Englisch: Dirac delta function) handelt es sich menelmpuls von verschwindend
kurzer Dauer aber nicht verschwindender normierter ,Impulskrafi’sserhalb des Zeitpunkis= 0 gilt fur
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die Amplituded(¢) = 0, und besitzt zum Zeitpunkt= 0 eine Amplitude, welche gegen unendlich strebt.

Da einerseits die Amplitude zum Zeitpunkt= 0 der einzig relevante Anteil an die Energie der Impuls-
funktion liefert und andererseits ein Wert ,unendlich” nicht verrethmerden kann, wird die Deltafunktion
nicht durch ihre Form (d.h. ihren zeitlichen Verlauf) definiert, sondnrch folgende Eigenschaft in Veerbin-
dung mit einer beliebigen Funktiof(t):

/ F(8) - 8(t — to) dt = f(to) 2.7)

Die Deltafunktion zum Zeitpunkfy schélt durch die Multiplikation mif(¢) und anschliessender Integration
somit gerade den Funktionswert vgit) an der Stelle, heraus. Alle Funktionswerte vofit) zu anderen
Zeitpunkten werden gleichzeitig ausgeblendet.

Da wir den zeitlichen Verlauf vodi(t) mathematisch nicht beschreiben kdnnen, handelt es sich beim Diracim-
puls eigentlich gar nicht um eine Funktion, sondern um eine sogenanritéiisn. Wie die Deltafunktion
verrechnet werden darf, ist keine einfache Angelegenheit. Indiddedul beschranken wir das Rechnen mit
der Deltafunktion aber auf die obenstehende Definitionsformel der Irfiomkigon.

Mit dieser Definition und den zwei Vereinfachungé¢(t) = 1 undt, = 0 ergibt sich sofort folgende zu-
satzliche Eigenschaft vai(t):

/ S(t)dt =1 (2.8)

Auch in Bezug auf die Einheit zeigt sich, dass die Impulsfunkté¢t) ein theoretisches Gebilde ist und
keine direkte praktische Bedeutung hat. Aufgrund ihrer Definition gefdsael @.7) wird klar, dass durch
die Integration die Einheit des Funktionsarguments (im Falle d@halso die Zeitt mit Einheit [s]) dem
Resultat beigefugt wird. Damit das Resulfdt,) wieder die Einheit vonf(¢) aufweist, muss somit die
Dirac-Impulsfunktions(¢) eine Einheit aufweisen, welche gerade dem Kehrwert des Argurhaofseisen,
d.h.[s71].

2.4 Kenngréssen von Signalen

Um wichtige Eigenschaften eines Signals mit wenigen aussagekraftigem&arn darzustellen, eignen sich
verschiedene Kenngrossen. Im nachfolgenden periodischenl Sigdadie gebréauchlichsten Werte darge-
stellt. Die Kenngrdssen beschrénken sich aber selbstverstandlicmorcif periodische Signale.

Signal Characteristics ., _ , _ ., _®x(t) . _, . _ . L .+ _ . _ .+ _+_4

Abbildung 2.13: Kenngrdssen von Signalen

2.4.1 Amplitudenfunktion

Mit der zeitvarianten Amplitudenfunktiom(t) ist der Signalverlauf an sich gemeint. In dieser Darstellung
bezeichnet er einen einzigen deterministischen Verlauf, welcher \oripesist oder ein einziges Signal,
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welches bei einer Messung aufgezeichnet wurde. Diese kleineierénig soll als Abgrenzung zu Zufallspro-
zessen dienen, bei welchen mehrere Signalverlaufe mit unterschiedhiclfteetenswahrscheinlichkeiten zur
Auswabhl stehen.

Signalex(t) kbnnen sich auf eine physikalische Grésse beziehen oder reine dentemeprasentieren, wel-
che zum Beispiel von einem digitalen Signalprozessor oder einem FP@#/edet werden.

2.4.2 Peak-to-peak Amplitude

Der Bereich zwischen maximaler und minimaler Signalamplitude wird als SpitzereSpiVert oder als
Spitzen-Tal-Wert bezeichnet:

xpp = max (z(t)) — min (z(t)) (2.9)

2.4.3 Peak-Amplitude

Der Scheitelwert:p wird auf zum Teil widerspruchliche Art und Weise definiert. In der Nattentechnik
soll er meist die maximale vorzeichenbereinigte Amplitude wiedergeben, d 8pidtenwert wird der hdch-
ste Betrag der Amplitude betrachtet und das Vorzeichen der Phasentgggehrieben. Sollte das Vorzeichen
bzw. die Unterscheidung zwischen Scheitel- und Talwert eine Rolle spiadelarf es sinnvollerweise weite-
rer Erlauterungen, um Missverstandnissen vorzubeugen.

xp = max (|z(t)]) (2.10)

2.4.4 Linearer zeitlicher Mittelwert

Der lineare zeitliche Mittelwert oder DC-Wert ist in der Nachrichtentechmoik eher geringem Nutzen. Oft
sind Nachrichtensignale DC-frei. Dies vor allem auch, weil fir die Ungrtting von Information der (per
Definition statische) DC-Wert unbrauchbar ist.

DC-Anteile werden aber einerseits oft als Hilfssignale zum Beispiel ewatsagstechnischen Grinden be-
notigt, oder missen in anderen Féllen als stérende Komponente erkareltraimiert werden.

Der zeitliche Mittelwert wird oft mit einem Uberstrich tiber dem Formelauskimder mit spitzen Klam-
mern (brackets) symbolisiert:

7= (@) = lim = / (1) dt (2.11)

2.4.5 Momentanleistung, Signalenergie und mittlere Signldistung

Neben den Kennwerten, die sich auf den zeitlichen Amplitudenverlaufcyonbeziehen, ist insbesondere
die Signalenergié’,, oder Signalleistund’, von grosser Bedeutung. Beide beziehen sich auf die momentane
SignalleistungP,(¢):

Py(t) = |z(t)[? (2.12)

Die Betragszeichen sind dabei nur relevant, wenn es sich(bpum einen komplexwertigen Signalverlauf
handelt, da die momentane Signalleistung immer eine reellwertige, positiveeGldistellen soll.

Diese Definition scheint nun vielleicht im Widerspruch zum Gebiet der dt@tchnik zu sein, in welchem
mit Schein-, Wirk- und Blindleistung auch negative oder komplexwertigeiluegsanteile bekannt sind. Diese
drei physikalischen Leistungen werden aber nicht aus einem einzigeal@rlaufu(t) oderi(t) berechnet,
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sondern sie entstehen aus dem Kreuzproduktaonundi(t) und fallen so als Kreuzleistung nicht unter die
eben présentierte Definition einer momentanen Signalleistung.

Durch integrieren der Momentanleistung ergibt sich die Signalenéigie
+oo +oo
E, = / P,(t)dt = / lz(t)|* dt (2.13)

Mit einer zeitlichen Mittelung der Momentanleistuiy(¢) erhalt man die mittlere Leistung,:

+T/2 +T/2
Po=(p) = g 1 [ P = jim o [ P (2.14)
—T/2 —T/2

Bei der momentanen Signalleistung, Signalenergie oder mittlerer Signalleistndglhes sich nicht zwin-
gend um eine physikalische Grdsse. Sie kann aber beispielsweisedmgiu®gs- und Stromamplituden mit
Hilfe des Referenzwiderstands einfach in eine physikalische EnergieLeistung umgerechnet werden.

Die Suche nach einem solchen physikalischen Skalierungsfaktor fluediting von Signalen, welche bei-
spielsweise einen Geldwert, eine Pulsfrequenz eines Sportlers otlehseme dimensionslose Zahl repra-
sentieren, ergibt aber keinen wirklichen Sinn.

Aus Sicht der Nachrichtentechnik ist aber die Energie oder Leistung Sigmals unabhangig von der dar-
gestellten Einheit immer ein interessanter Kennwert, da sie zum Beispiel egass darstellen, wie stark

sich ein Nachrichtensignal von unerwiinschten Storsignalen abhahanMeist sind etwas abstrakte, dimen-
sionslose Signalamplituden und Signalleistungen sogar die bevorzugtelDais eines Signals und seiner
Leistung.

2.4.6 Effektivwert

Um eine Signalleistung in der Dimension der Signalamplitude darzustellen, iEffé&tivwert oder RMS-
Wert eine haufig verwendete Grosse, wobei sich RMS auf die Bemaghtieser Grosse bezieht (root-mean-
square):

+T/2
a . 1 9
Teff = Trms = \/ Pr = Tlggo T / lz(t)|” dt (2.15)
~T/2

2.4.7 Scheitelfaktor

Oft besteht der Wunsch, die mittlere Leistug und somit den Effektivwert:ms eines Signals:(¢) mit
einem Verstarker zu maximieren, damit eine gute Signalqualitat verarbeitdemvi&ann, welche moglichst
frei von Storsignalen ist. Ebenso mdchte man beispielsweise einen AnaliiglDiindler gut aussteuern,
um die vorhandene Anzahl Bit pro Sample des Wandlers fur eine mogtieimstue Zahlendarstellung der
Amplitudenwerte auszunutzen. In beiden Fallen, beim Verstarker und AdnwWandler, ist jedoch der li-
neare Aussteuerbereich in der Amplitudenhdhe beschréankt. Wird dilesare Bereich durch Spitzenwerte
zp Uberschritten, fuhrt dies zu einer Ubersteuerung (Englisch: clipping)

Der Scheitelfaktor oder Crest-Fakt6r (Englisch: crest factor) gibt das Verhaltnis zwischen Spitzenwert
xp und Effektivwertzms wieder:
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C = Ifis = max\;g(t)’) (2.16)

Ist der ScheitelfaktoC' eines Signals:(¢) bekannt, erlaubt dies beispielsweise, einen Verstarker aufgrund
eines gemessenen Effektivwertss so einzustellen, dass auch die Spitzenwegtehne Ubersteuern verar-
beitet werden kénnen.

2.5 Logarithmische Beschreibung von Leistungsverhaltnissen

Oftistin der Nachrichtentechnik auch die absolute Griésse einer Amplitlelesiner Leistung nur zweitran-
gig. Machen Sie den einfachen Test: die Sprachversténdlichkeit hégtnur von einer kraftigen Stimme
des Sprechers ab, sondern ebenso von der Lautstarke der Urgggériusche. Dass die Signalqualitat nicht
nur durch das Signal selber definiert wird, sondern in Bezug au$ifitiale betrachtet werden muss, gilt nicht
nur flr den vorgenannten Sprecher sondern auch fur technigsiense.

Der Storabstand oder das Signal-Rausch-Verhéltnis (signal-to-aisSNR) ist eine der wichtigsten Kenn-
grossen der Kommunikationstechnik:

SNR— S Signalleistung

N ~ Rauschieistung (217)

Leistungsverhaltnisse werden oft in logarithmischer Weise ausgedsickgi sich der Zehnerlogarithmus
durchgesetzt hat. Eine logarithmische Darstellung ist vor allem dann miakti®nn sich die Leistungsver-
héaltnisse Uber mehrere Dekaden erstrecken, oder wenn sie sich zaB nlineler Distanz oder der Frequenz
um einen bestimmten relativen Faktor veréandern.

Ein Leistungsverhéltni¢z ausgedrickt irBel ist der Zehnerlogarithmus des Quotienten zweier Leistun-
genP, und P,:

P,
logio 55" = ks Bel (2.18)

xT

Fur einen linearen Stdrabstand von beispielswgjS€ = 1000 ergibt dies ein logarithmisches Verhaltnis von
SNR = log;,(S/N) = 3 Bel. Das Bel als Einheit wird in dieser Art aber nirgendwo verwendetit&ssen
hat sich dessen Zehntel, das Dezibel (dB) durchgesetzt:

P,
10 - logy ?y =10-kp dB (2.19)
Fur den im vorhergehenden Beispiel verwendeten linearen StordbSian = 1000 ergibt dies SNR=

10 - log;o(S/N) = 30 dB.

Ob es sich bei einem Leistungsverhaltnis (wie z.B. einer SNR) um einetlogéche und somit nicht um
eine lineare Grosse handelt, wird einzig mit der Einheit dB ausgedriickt.

Mit dem logarithmischen Leistungsverhaltnis lassen sich nur positive e Leistungen vergleichen,
was aber gemass der Definition der Signalleistung, Gleich2iig)( schon gewdahrleistet ist. Muss im Sinne
einer komplexen Scheinleistung oder einer vorzeichenbehafteten Blindigisin Winkel oder ein Vorzei-
chen berlcksichtig werden, ergibt das logarithmische Leistungsvaghfitiohstens dann einen Sinn, wenn
naher definiert wird, in welcher Form Winkel oder Vorzeichen vdrnet und im Ergebnis zuséatzlich erwéhnt
werden sollen.

Das Leistungsverhéltnis in Dezibel kann auch sehr einfach mit demthefiedt ausgedriickt werden, z.B.
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das Verhaltnis von den Leistungen am EingaRg) (und am AusgangkK,) eines Verstarkers. Die Leistungs-
verstarkung betragt dann:

by yers Yrms
rms

x Trms Trm

Wird also ein Leistungsverhaltnis mit Hilfe von Effektivwerten ausgedttickuss fur die Berechnung der
Dezibel ein Faktor 20 anstatt 10 nach dem Logarithmieren verwenddewer

Fehlt einem noch etwas die Routine mit Dezibelberechnungen, kénnen diase beiden unterschiedlichen
Faktoren etwas Schwierigkeiten bereiten. Dabei wéare der Sachveigpatitlich sehr simpel:

« Um ein Leistungsverhaltnis in Bel mit seinem Zehntel, dem Dezibel ausezikein, muss selbstver-
standlich ein Faktor 10 verwendet werden.

» Den Faktor 20 verwendet man nur dann, wenn zur Berechnungelstihgsverhaltnissses Effektiv-
werte (RMS-Werte) anstatt Leistungen verwendet werden:

o Um aus den Effektivwerten wieder die mittlere Leistung zu bestimmen, muss dizebildung
der RMS-Berechnung durch Quadrieren wieder rickgangig gemasrden.

o Diese Potenzierung mit dem Exponenenten 2 kann dank den RecHariteg@garithmen durch
einen vorangestellten Faktor 2 ersetzt werden.

In nachfolgender Tabelle sind einige wichtige (teilweise leicht gerund¥ejbel-Werte als Verhaltnis von
Leistungen wie auch Effektivwerten aufgelistet.

dB | 7 | e
20 100

10

(an}
‘)—‘ N CT R RSO
5‘)—‘ E‘H [T E‘H = E [\] g 5

[
o
(=]

Tabelle 2.1:Beispiele von Leistungs- und Effektivwert-VerhaltnissenB

Obwohl mit Dezibel ein Leistungsverhaltnis ausgedrickt wird, ist dBezugsgrésse oft ein Amplitu-
denwert, z.B. Spannung oder Strom. Bei solchen Amplituden handelttesisicEffektivwerte, welche in
einem Referenzsystem (z.B. mii2 oder75¢) nominaler Impedanz) in eine Leistung umgerechnet werden
koénnen.

Einige Beispiele von haufig verwendeten Bezugsgrdssen:
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Bezeichnung

Bezugsgrosse

> Umrechnung in Leistung (b&D 2-System)

dBW
dBm
dBVvV
dBuVv
dBuA

1W
1 mw
1V
1 uVv
1 pA

0dBW=1W
0dBm=1mwW

0 dBV = 20 mW an50 2
0 dBuV = 20 fW an50 €2
0 dBuA = 50 pW an50 €2

Tabelle 2.2:Haufig verwendete Bezugsgrossen in dB



Kapitel 3
Fouriertransformation

3.1 Wozu dient der Frequenzbereich?

Um Nachrichtensignale in geeigneter Art zu erzeugen, ihr Verhalten arttigungskanalen zu verstehen
und die Auswertung der Signale beim Empfanger optimieren zu kdnnes,isireschenswert, wenn Signale
und Systeme mathematisch modelliert und simuliert werden kénnen.

Oft ist aber die mathematische Behandlung im Zeitbereich sehr aufwendigauist nicht ganz einfach,

eine intuitive Vorstellung dariiber zu erlangen, wie Signale durch Systerdeiilvereich verandert werden.

Dies gilt selbst dann, wenn die Signale Uber LTI-Systeme (d.h. lineareaitidvariante Systeme) tibertragen
werden.

LTI-Systeme bestehen aus Addierern, Skalierungen, Integratorerdntiatoren und zeitlichen Verzége-
rungen. Solche Systeme kénnen mit linearen Differentialgleichungehteisen werden, wobei eine direkte
Ldsung dieser Gleichungen fur allgemeine Signale sehr rechenintensiv is

Einfach berechenbar sind hingegen die Eigenfunktionen solcher Gtejshysteme: konstante und sinus-
formige Signale, welche auch exponentiell anschwellen oder abklingéendiolche Eigenfunktionen er-
zeugen am Ausgang eines LTI-Systems den gleichen zeitlichen Verligugyam Eingang anliegt, allerdings
meist zeitlich verzégert und um einen Verstarkungs- oder Dampfuktgsfskaliert.

Gelingt es nun, beliebige Eingangssignale in eine (endlich oder unendtisee Menge von Eigenfunktio-
nen aufzuteilen, kdnnen die daraus resultierenden Ausgangsfumkisamzeln auf einfache Weise berechnet
werden und dank der Linearitat und Zeitinvarianz des Systems wiedelgesamten Ausgangssignal zu-
sammengefugt werden. Die Berechnung des Ausgangssignals edatgtrelativ einfach im sogenannten
Bildbereich, dem Bereich der Eigenfunktionen.

Signale kdnnen je nach ihrer Charakteristik in unterschiedliche Eigetidmek aufgeteilt werden. Fir peri-
odische Signale eignet sich die Fourier-Reihe, fir zeitlich begrenzte, wiederkehrende ansteigende und
wieder abklingende Vorgange die Fourier-Transformation, flr Egiabrgénge die Laplace-Transformation
und fur digitale Signale die z-Transformation.

Bei der mathematischen Behandlung nachrichtentechnischer Funktickehit Frequenzbereich wird in
diesem Skript die Fourier-Transformation im Vordergrund stehen.

3.2 Fourier-Reihe

Periodische Signale mit einer Periodendaiiekdonnen mit Hilfe der Fourier-Analyse in einen konstanten
DC-Anteil und sinusférmige Signale mit der Grundfrequegz= % sowie ganzzahliger Vielfacher dieser
Frequenz aufgeteilt werden.

Das sinusformige Signal mit der Grundfrequefaiz= 1 - f ist die sogenannt&rundharmonischées peri-

odischen Signals. Bei der zweiten Harmonischen (mit der Freqfieaz2 - f,) handelt es sich um dierste
Oberwelle bei der dritten Harmonischen (mit der Frequegpz 3 - fy) um diezweite Oberwelleetc.

19
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Weder Grundharmonische noch Oberwellen missen tatsachlich als Teénisdischen Signals vorkommen.
Die Definition der Grundharmonischen richtet sich einzig nach der Pevilader des Signals, d.fy = %

und nicht danach, ob diese Grundfrequenz tatsachlich mit einer Amplitude 0 vorhanden ist. Ist z.B.

bei einer Summe von periodischen Signalen die Periodendabew. die Grundharmonische dieser Summe
gar nicht bekannt, kann man sie bestimmen, indem man das kleinste gemeinsHauh&/ider Periodendau-
ern samtlicher Signalanteilg (¢), sy(t) . . . s, (t) bestimmt, oder aquivalent den grossten gemeinsamen Teiler
ihrer Grundharmonischen sucht, d.h:

T =KGV(Ty, Ty, ..., T,) (3.1)

ﬁ):ﬂ3GT(&,ﬁ””.,ﬁ0 (32)

Die Approximation eines DC-behafteten Rechtecksignals ist in den folgeGdaphen dargestellt. Dabei
wurden jeweils die Anteile bis zur ersten, dritten, neunten bzw. neunzehiatenonischen bericksichtigt.
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Abbildung 3.1: Rechteckapproximation mit Fourierreihe

Die Approximation scheint in diesem Beispiel sehr gut zu gelingen, dochainden Unstetigkeitsstellen
Uber- und Unterschwinger auszumachen, die auch bei der Approxmmattoveiteren Harmonischen nicht
zum Verschwinden gebracht werden kénnen. Es handelt sich hiarbagas Gibbs’sche Phdnomen. Die Am-
plitude dieser Abweichungen entspricht ca. 9% der Sprungamplituder &imdeetigkeitsstelle.

Trotz dieser Einschréankung in Bezug auf Unstetigkeitsstellen ist die Appation mit der Fourier-Reihe
dahingehend perfekt, dass die Leistung des Differenzsignals zwiggheginal und Approximation mit zu-
nehmender Anzahl von Harmonischen gegen Null strebt.
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In der Literatur haben sich verschiedene Darstellungen der FougieeRtabliert. Drei Formen werden nach-
folgend kurz vorgestellt.

3.2.1 Trigonometrische Form der Fourier-Reihe

Die trigonometrische Form der Fourier-Reihe teilt ein periodisches Sigtalmit Periodendauet” und
Grundfrequenzy = % in Cosinus- und Sinusfunktionen auf.

Anmerkung: um die Koeffizienten der trigopnometrischen Form von jenekalaplexen Darstellung unter-
scheiden zu konnen, wird an dieser Stelle des SkHptsir den Gleichanteil und,, fur die Koeffizienten der

Cosinusfunktioneny,, fur die Koeffizienten der Sinusfunktionen verwendet. In der Literaenden Gblicher-

weise die Variablennamet, fur Gleich- und Cosinusanteile (d.t..., = ug..,) undb,, flr den Sinusanteil

(d.h.by. ., = vy, ) verwendet.

x(t) = vy Zun ~cos(2mn fo - t) + vy, -sin(2wn fo - t). (3.3)

2

n=1
Der DC-Anteil wird meist etwas eigentumlich m# angegeben, um auch fiir = 0 die Berechung der
Koeffizientenug. ,, undv;_, einheitlich zu halten:

/ ~cos(2mm fo - t) dt (3.4)
2

— ~sin(2wn fo - t) dt (3.5)
T CZ/

3.2.2 Harmonische Form der Fourier-Reihe

Die sogenannte harmonische Form der Fourier-Reihe fasst die CogmiSinusanteile gleicher Frequenz,
wie sie bei der trigonometrischen Form der Fourier-Reihe vorkommeanmuagn. Daraus entsteht fur jeden
Frequenzanteil ein Cosinussignal mit Amplitugeund Phasenlagg,,.

Auch hier gilt anzumerken, dass in der Literatur meist die Bezeicheyranstattr,, verwendet wird. Ziel
ist wiederum, diese Koeffizienten von jenen der komplexen Darstellunghmrseheiden. Der Winkep,,
hingegen, in der Art wie er hier definiert ist, stimmt gerade mit dem Wigketler komplexen Darstellung
Uberein.

Es ergibt sich somit fir die harmonische Form der Fourier-Reihe:

x(t) =ro + Z T - cos(2mn fo -t + ¢n) (3.6)
n=1
uQ 1
ro=— =— [ a(t) dt (3.7)
2 Tj/

S ©9)

on = arg (up, — J - vp) (3.9)

Fur die Berechnung des Winkels, wurde hier auf die Argument-Funktion ausgewichen, welche den Winkel
einer komplexen Zahl wiedergibt. So kann die Fallunterscheidung vermigdeden, welche sich bei einer
Berechnung mitp,, = arctan — = flr unterschiedliche Vorzeichen ver, undv,, ergeben wirde, da sich der
Wertebereich der Arkustangens Funktion auf den Bereigh< ¢ < +7 beschrankt.
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3.2.3 Komplexe Form der Fourier-Reihe

Mit der komplexen Form der Fourier-Reihe vereinfachen sich die FormelBerechnung der Koeffizienten.
Anstatt Sinus- und Cosinusfunktionen dienen als Grundfunktionenaleidfreihe komplexe Schwingungen
mit Koeffizientenc,, = a, + j - by,.

Mit Hilfe der Eulerschen Formel lassen sich nun die komplexen Schwireggungt den Koeffizienten,
wieder in Cosinus- und Sinusanteile umrechnen:

Cn - @It — (a4 Gby) - (cos(2mn fo - t) 4+ jsin(2rn fo - t)) (3.10)

Ist das aufzuspaltende Signglt) ein reellwertiges Signal, wird als Ergénzung pro Koeffizient auf dei-po
tiven Frquenzachse jeweils zwingend eine zweite, zur ersten konjkgienexe Schwingung bendétigt, d.h.
eine Schwingung mit gleicher Amplitude, aber negativer Frequenz urgtRlzge:

Cop e d2mnlot — ox emi2mnfot — (g b)) - (cos(2mn fo - t) — jsin(2mn fo - t)) (3.11)

Dabei gilt fur Realteilz,, und Imaginéarteib,, vonc,, (n > 0) im Vergleich zu den Koeffizienten der trigono-
metrischen Form: Y
R(en) = an = ?n S(en) =bp = —— (3.12)

Dies fiihrt zu einem zweiseitigen Spektrum mit zusatzlichen Koeffizientendgativen Frequenzen. Solche
Anteile mit negativer Frequenz ergeben bei reellwertigen Signalénin der Praxis (z.B. messtechnisch)
wenig Sinn. Sie rihren nur daher, dass bei der komplexen Form deéeF&eihe die Eigenfunktionen kom-
plexwertige Schwingungen sind, das aufzuspaltetr{deaber reellwertig ist.

z(t) = Z Cp - el 2ot (3.13)
1 —jn2wfo-t
= x(t)-e™? Ot dt (3.14)
T

3.2.4 Eigenschaften der Fourier-Reihe

Die im Kapitel 3.3 beschriebenen Eigenschaften der Foruiertransformation sind in assjep Form auch
fur die Fourierreihe gultig. Trotzdem werden hier noch ein paar Eideiten der Fourier-Reihe speziell
aufgelistet.

Symmetrien
Ist z() reellwertig, dann gilt fur die Koeffizienten), = |c,, | e7%" :

c.n, = c¢ dh.c_,istzuc, komplex konjugiert.

lc_n] = |en| d.h. die Koeffizientenc, | haben eine gerade Charakteristik.
Y_n = —p, d.nh.p,haben eine ungerade Charakteristik.

a_, = a, d.h.a,haben eine gerade Charakteristik.

b_, = —b, d.h.b, haben eine ungerade Charakteristik.

Zusatzlich gelten noch folgende Eigenschaften fur reellwertige Signale:

* Ist z(¢) reellwertig und ein gerades Signal (d.h. ein Signal, fur welat{ieg) = =(¢) gilt), dann sind
alle Koeffizienter,, reellwertig (d.hb,, = 0 fur alle n).

* Ist z(t) reellwertig und ein ungerades Signal (d.h. ein Signal, fur welelies) = —xz(t) gilt), dann
sind alle Koeffizientem,, rein imaginér (d.ha,, = 0 fur alle n).
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Satz von Parseval

Die mittlere LeistungP,. eines periodischen Leistungssignals (iit< oo) kann mit dem Satz von Parseval
auch mit den Koeffizienten der komplexen Fourier-Reihe berechnetenetstz(¢) ein periodisches Lei-
stungssignal mit Periodendaugy so gilt:

Po= g [ leoF dt = 3 leal? (3.15)

T n=-—o00

3.3 Fouriertransformation

Mit der Fourierreihe kénnen nur periodische Signale in spektrale Anteflgeteilt werden, d.h. stationére,
deterministische, repetitive Leistungssignale. Mit der Fouriertransformi&#on die spektrale Analyse auf
eine weitere Gruppe von Signalen ausgedehnt werden: die determirestisoRrgiesignale.

3.3.1 Ubergang von der Fourierreihe zur Fouriertransformétion

Mit einem Grenzubergan§ — oo der Periodendaudr kann ein Energiesignal so behandelt werden, als ob
es sich um ein periodisches Signal handelt, dessen Periodendandlicingross ist.

» Die Frequenzfy = % der Grundharmonischen strebt dadurch gegen Null, d.h. die Absténsienzn
den Spektrallinien verringern sich und das diskrete Spektrum geht inoaitinkierliches Spektrum
tber.

« Das bei der Berechnung der komplexen Fourier-Koeffizieatdrenotigte Integraf z(t)-e =" 27 /ot gt

T
verandert sich beim Grenzibergaiig— oo nicht. Wird T vergréssert, erweitert sich einfach der
Bereich, Uber welchen integriert wird, mit Abschnittett) = 0, welche keinen Beitrag zum Integral
leisten.

« Durch Vergrossern voff fithrt aber die Division durch T bej, = £ [ z(t) - e~/ "?"/0t 4t dazu, dass

T
die Koeffizientenc,, gegen Null streben. Um dies zu verhindern, kann auf diese Divisiaricheet
werden oder, &quivalent,, mit 7" skaliert werden.

» Die Skalierung vorr,, - T' (mit T — o) entspricht einer Divisiom,, - % (mit fo — 0). wobei die
Frequenzf, wie festgestellt in eine kontinuierliche Variable tGibergeht. Durch die Skalgmit T
wird somit aus den Amplituden der komplexen Schwingungegin Amplitudendichtespektruamy / fo.
Dieses gibt wieder, in welchen Frequenzbereichen die meisten Amplitugdeatonz(¢) vorzufinden
sind.

Mit diesen Uberlegungen und mit= 27 f haben wir die Fouriertransformation hergeleitet:

X(w) = / z(t) - eIt dt (3.16)
x(t) = % / X(w)- et dw (3.17)

3.3.2 Eigenschaften der Fouriertransformation
Symmetrien
Ist () reellwertig, dann gilt firX (w) = | X (w)] - e79«):
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X(—w) =X*(w) d.h.das Amplitudendichtespektrufi(w) ist zu X (—w) komplex konjugiert.
| X (—w)|=|X(w)| d.h.der Betrag des Amplitudendichtespektryisw)| hat eine gerade Charakteristik.
o(—w) =—¢(w) d.h. das Phasenspektrymiw) hat eine ungerade Charakteristik.

Weiter gelten folgende Eigenschatften fir reellwertige Signale:

* Ist z(t) reellwertig und ein gerades Signal (d.h. ein Signal, fur welehest) = z(t) gilt), dann ist
sein SpektrumX (w) ebenfalls reellwertig.

* Ist z(t) reellwertig und ein ungerades Signal (d.h. ein Signal, fur weleffes) = —xz(t) gilt), dann
ist sein SpektrunX (w) rein imaginar.

Satz von Plancherel

Der Energieinhal,, eines Energiesignals (mi, < oo) kann mit dem Satz von Plancherel auch im Fre-
guenzbereich berechnet werden. Er entspricht somit dem bekaRatsaval-Theorem flr Fourier-Reihen
von periodischen Leistungssignalen. Fal($) ein Energiesignal ist, so gilt:

+o0 +oo
1
E, = / lz(t)|* dt = o / | X (w)]? dw (3.18)
m
—00 —00

Linearitat (Uberlagerungssatz)

Die Linearitat der Fouriertransformation aussert sich in einem Skalissatgfirny (t) = a-x(¢) und in einem
Uberlagerungssatz fin(t) = x1(t) + x2(t). Zusammengefasst ergibt sich folgende Regel:

a171(t) + asza(t) ol a1 X1 (w) + asXa(w) (3.19)
Beweis:
+oo ) +o0 ) +oo )
[ (@121 (t) + agza(t)) et dt = a1 [ z1(t)e ' dt + ax [ zo(t)e ¥t dt = a1 X1 (w) + asXo(w)

Verschiebung im Zeitbereich

Eine zeitliche Verzégerung uimy im Zeitbereich wird im Frequenzbereich auf eine frequenzabhangige Ph
senverschiebung 7« abgebildet:

a(t —tg) ole X(w)-e @l (3.20)

Beweis mit Hilfe der Substitution = ¢ — ¢g:

+oo , +o0 . o oo . .
[ at—to)-e @t dt = [ x(u) e 7«00 gy = e [ p(u) e 79" du = X (w) - e @00

Verschiebung im Frequenzbereich

Ebenso kann eine Verschiebung ugim Frequenzbereich durch eine Multiplikation mit der komplexwerti-
gen Schwingung’“°! ausgedriickt werden. Verschiebungen im Frequenzbereich sied Medhrichtentech-
nik ausserst wichtige Operationen. Auf ihnen basiert die mehrfachalKaizung durch Frequenzmultiplex.

z(t) - edwot ol e X(w — wp) (3.21)

Beweis:

+o0 . +o0 A ) ,
X(w—wo)= [ a(t) e W0t gt = [ x(t) - elwot . e=W dt = Fla(t)elw0!]

— 00 — 00
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Skalierung

25

Eine Stauchung der Zeitvariablérmit einem Faktork > 1 fuhrt zu einer Verbreiterung im Frequenzbe-
reich, wahrend eine Streckung mit< k& < 1 im Zeitbereich zu einem schmaleren Spektrum fiihrt. Dieser
Sachverhalt wird mit folgendem Ahnlichkeitssatz beschrieben:

1 w
o—e — . X|(— 3.22
X (5) (3-22)
Beweis:
Der Beweis erfolgt durch die Substitutian= % - ¢t (mit £ # 0) und im Falle vonk < 0 Vertauschen der
Integrationsgrenzen.
e jt e jwu/k | 1 1 1
k> 0: _f x(kt) - ¥ dt = _f x(u) - edwu/k . rdu=1X(%)= WX(%)
oo jwt o jwu/k | 1 1 1
k < 0: 7[ x(kt) - eIt dt :+f z(u) - ek L du=—1X (%) = w X (%)

Zeitumkehrung

Wird der zeitliche Verlauf eines bekannten Signa(s) mit bekanntem SpektrunY (w) gespiegelt, kann die
neue Fourier-Transformierte des gespiegelten Signals sehr einfadhbet werden:

2(—t) ole X(-w) (3.23)

Beweis: Skalierungssatz niit= —1.

Vertauschungssatz

Beim Vertauschungssatz riickt die Dualitat der Fouriertransformatioezn@auf Hin- und Ricktransforma-
tion in den Fokus. Das SpektruM(w) einer zeitlichen Funktior(¢) sei schon bekannt. Hat nun ein anderer
Signalverlauf gerade diese Form des Spektrufits) im Zeitbereich (d.h.X (¢)), kann nun das Spektrum
dieses neuen Signals mit der urspriinglichen zeitlichen Funktigrwie folgt ausgedriickt werden:

X(t) ole 27-a(-w) (3.24)
Beweis:

Substitution vom = —w undu =t und anschliessend firr 7 ~1[X (u)] wieder Riicksubstitution mit = —n

+o0 . +00 .
[ X@®)e 7t dt = [ X(u)e!™ du =2m - z(n) =27 2(—w)

Differentiationssatz
Eine Differentiation im Zeitbereich kann im Frequenzbereich sehr eiffasbhrieben werden:

d
Za(t) ol e jw X(w) (3.25)
Beweis durch differenzieren der Ricktransformierten:
+00 ) +oo ) +oo . )
ut)=4z(t)=4 [ X(w)etdo= [ jwX(w)e*dw= [ Uw)e“do mitU(w)=jwX(w)

Von geringerer Wichtigkeit ist eine Differentiation im Frequenzbereich:

—jt-a(t) ol-e %X(w} (3.26)

Beweis durch differenzieren der Fourier-Transformierten:

U(w)= L X(w) =L [ a(t)-e i dt= [ —jt-a(t)-e-it di= [ u(t)-e dt  mitu(t)=—jt-a(t)

—00 — 00 —00



26 Kapitel 3. Fouriertransformation

Integrationssatz
Auch eine Integration im Zeitbereich kann im Frequenzbereich einfasthbieben werden:

t

/ o(r) dr ol-e X(w)-(y,i—l—wé(w)) (3.27)

—0o0

Beweis:

t t +oo . +oo Lo
Jz(r)dr= [ [ X(w)-e“Tdwdr= [ X(w) [ €T dr dw

—00 —00 —O0 — 00 — 00

Das innere Integral kann fidr = 0 mit einer Grenzwertbetrachtung geldst werden:

JwT dr = i (atjw)T dr = i 1 (atjw)T1t _ 1 jwt
(& T = 111 T 1m ———|€ _ — €
f a 0+ f a 0+ a+]w [ ] oo Jw

Damit gilt fiir den SpezialfallX (0) = 0, d.h. ein Signal ohne Gleichanteil:

t
/x(T) dr o X(w)-ji (falls X(0)=0) (3.28)

— 00

Um den Gleichanteil zu bertcksichtigen, muss die Fourier-Transformaertk auf Leistungssignale ange-
wendet werden konnen. Fur diese Erweiterung ist die Dirac-ImpWgtum hilfreich, welche aber erst im
Kapitel Uber LTI-Systeme detailliert eingefuhrt wird. Bei der idealisiettepulsfunktiond(¢) handelt es sich
um einen Impuls von verschwindend kurzer Dauer aber endlichegEnéusserhalb des Zeitpunkts= 0

gilt fir die Amplituded(t) = 0. Damitd(¢) mit einem einzigen, unendlich kurz andauernden Amplitudenwert
eine endliche Energie aufweisen kann, muss sie zum Zeitpuakt eine Amplitude besitzen, welche gegen
unendlich strebt.

Da mit einem unendlich kurzen und unendlich hohen Amplitudenwert ein Sepeuf nicht beschrieben
werden kann, handelt es sich ¢t) nicht um eine Funktion im eigentlichen Sinne, sondern um eine Dis-
tribution. Die wichtigste Eigenschalft vai(¢) ist ihre Ausblendeigenschaft, welche sich fir eine beliebig
wahlbare Funktiory (¢) in folgendem Integral dussert:

/ F(t) - 6(t — to) dt = £(to) (3.29)
Somit gilt fur §(¢):
5(t) ole 1 (3.30)

Und mit dem Vertauschungssatz (GleichuBg2é) ergibt sich sofort auch die Fouriertransformation fr ein

konstantes DC-Signal:

1 ole 27 6(w) (3.31)

Beweise:

+0o0 . .
[ 6(t) eIt dt =e 0 =1

+00 . .
w [ 21 S(w) e dw = el =1
— 00

Wir ersetzen jetzt im Beweis des Integrationssatzes das innere Integehl das Produkt aus der Funktion
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e/“T mit der gespiegelten und utwverschobenen Schrittfunktiar(t — 7). Die Schrittfunktionu(t — 7) wird
anschliessend in einen Gleichanteil und die Vorzeichenfunksign § aufgeteilt:

t t +oo ) +o0 t )
[ z(r)ydr = [ [ X(w)e*Tdwdr= [ X(w) [ &“7 dr dw
+oo +00 too
= [ X(w f T u(t — 1) drdw= [ X(w f eIeT (3 + Ssign(t — 7)) dr dw
+00 t ) +oo
= [ X(w)3 2r8(w)+3( [ e7dr — [ e*7dr)) dw
—00 —00 t
+o0 t +oo .
= [ X(w) 7 6(w)- e dw+ f X(w)3 h%l ([ elatio)T gr — [ (=097 4r) dw
—00 20— —00 t
+00 .
= _{O X(w) -7 8(w) - e/ dw + f X(w)3 Ji%“ (a5 et duy

400 )
= [ X(w)- (71' §(w) + rw) et du
Damit gilt fur den allgemeinen Fall (fur welchen nickit(0) = 0 gelten muss):

t

[ ar)dr oTe X(@)-(r-0w)+ )

— 00

Multiplikationssatz
Eine Multiplikation zweier Funktionen im Zeitbereich wird im Frequenzbereighedne Faltungsfunktion

abgebildet. Die Faltung ist definiert myit(z) f f1(&) - fa(x — &) d¢ und damit eine sehr aufwen-

dig zu berechnende Funktion, da fir das Ergebnls von jedem einzeltant ein ganzes Integral berechnet
werden muss.

Da die Multiplikation im Zeitbereich eine wichtige und technisch gut realisierBargtion ist, wird auch
die Faltungsfunktion im Frequenzbereich immer wieder zum Thema werden:

21(t) - 2a(t) o-e %Xl( ) * Xa(w) = 5 /X1 - Xo(w — Q) dQ (3.32)

Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Frequenzverschiebungssatzes:

—+00

+oo '
FUEX (W) * Xo(w)] = o [ & [ X1(Q)Xo(w— Q) dQ- e dw
“+o0o +00 .
= L [ X)L [ Xo(w— Q) e dw dQ
+o0o )
= % S/ XI(Q)'ZCQ(t)'ejﬂt dQ

+oo .
= w(t) 5 [ X1(Q)- /¥ dQ

= z1(t) - 32(t)
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Faltungssatz

Beim Faltungssatz werden zwei Signale im Zeitbereich durch die Falturigsfo miteinander verknipft.

Erst im Zusammenhang mit linearen zeitinvarianten Systemen wird sich dieshegande Bedeutung der
Faltungsfunktion im Zeitbereich so richtig zeigen. Glucklicherweise kansedaeifwendige Berechnung im
Frequenzbereich sehr einfach mit einer Multiplikation gelést werden Hakungssatz ist wohl der Haupt-
grund, warum die Integraltransformationen in der Elektrotechnik ein sbtigies mathematisches Werkzeug

sind.
—+o00

21(8)  ma(t) = / 21(7) ma(t — 1) dr oTe Xi(w) - Xo(w) (3.33)
Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Zeitverschiebungssatzes:

—+00 +00

f[SUl(t) * .Tg(t)] = _f _f $1(7’)$2(t _ 7—) dr - eI« gt
o o0 . +o00 )
= 7‘[ .1’1(7') '7f xz(t — 7') . e*]Wt dt dr = 7‘[ 1'1(7—) . X2(w)e*jw7 dr =

= Xi(w) - Xz(w)

3.3.3 Fourier-Transformierte von ausgewéhlten Leistungsgnalen

Die Fouriertransformierte von einem DC-Signal wurde schon beim Beadesisntegrationssatzes vorgestellt.
Mit Hilfe des Frequenzverschiebungssatzes kénnen auch die kongtigen Schwingungen einer belie-
bigen Fourier-Reihe mit Hilfe der Fourier-Transformation beschrieberdan, das heisst neben Energiesi-
gnalen kann auch die Klasse der periodischen Leistungssignale mit deerf-bransformation dargestellt
werden, wenn man die Distributigriw) (d.h. die Impulsfunktion im Frequenzbereich) zu Hilfe nimmt.

X(t) Fourier-Reihe Fourier-Transformation

xz(t) =1 1 27 - §(w)

z(t) = e??m fot ei?m fot 27 - 6(w — 27 fo)

Mit f, periodisches Signal(t) i Cp - eI 2 fot i 27 - ¢y - 0w —n - 27 fp)

x(t) = cos(27 fot)

N|—=

. 67‘7 27 fo-t -+ % . ej 2 fo-t - (S(UJ + 27Tf()) + - (S(UJ — 27Tf())

x(t) = sin(27 fot)

NS,

ced2mlot 1. ei?mfot | Gm.S(w+2mfy) —jmS(w— 27 fo)

Tabelle 3.1:Fourier-Reihe und Fourier-Transformation von Leistuigysalen



Kapitel 4
Lineare zeitinvariante Systeme

4.1 Wasistein LTI-System?

Lineare, zeitinvariante Systemkngartime-nvariant systems) zeichnen sich dadurch aus, dass sie auf ana-
lytische (d.h. nicht nur numerische) Weise analysiert werden kdnrierlaSsen zudem zu, dass einfache
qualitative Aussagen mdoglich sind, wie Signale beim Durchlaufen eineseso&ystems verandert werden.

Ein LTI-System soll durch den Operat@r|.] charakterisiert werden, welcher ein beliebiges Eingangssignal
x(t) in ein Ausgangssignal(t) uberfihrt:

y(t) = Tla(t)] (4.1)

LTI-Systeme besitzen folgende herausragende Eigenschaften:

 Skalierung: wird ein Signalz(¢) am Eingang des Systems um den Fakiakaliert, wird auch das
Ausgangssignaj(t) um diesen Faktor gewichtet, d.h.

Tla-x(t)] =a-y(t) (4.2)

 Superposition: wird ein Eingangssignat(¢) aus zwei Anteilenz; (¢) und x2(t) gebildet, setzt sich
auch das Ausgangssignglt) aus den beiden jeweiligen Anteilen = 7 [z1(¢t)] undys = T [x2(t)]
zusammen, d.h.
T [@1(t) + 22(t)] = y1(t) + y2(t) (4.3)

* Zeitinvarianz: liegt ein Signalz(t) zu einem umt, verschobenen Zeitpunkt am Eingang des LTI-
Systems an, fiihrt dies zum selben, ebenfallsgrerschobenen Ausgangssigpét — t), d.h.

T [z(t —to)] = y(t — to) (4.4)

LTI-Systeme bestehen typischerweise aus Addierern, Skalierungegratoren, Differentiatoren und zeitli-
chen Verzdgerungen und kdnnen mit linearen Differentialgleichungeohrieben werden.

Linearitat und Zeitinvarianz sind in vielen Systemen ohne weiteres Dazutwhingsiter Naherung schon
vorhanden. Bestehen grossere Abweichungen in Bezug auf dieritiitekann oft mit einer Linearisierung
um den aktuellen Arbeitspunkt herum diese Eigenschaft fir die matheh@Bshandlung erzwungen wer-
den. Ebenso kann es helfen, bei fehlender Zeitinvarianz den Beireggzeitraum einzuschranken, so dass
Anderungen im Systemverhalten unberticksichtigt bleiben durfen. Ssldie wird bei der technischen Im-
plementierung viel Aufwand betrieben, um Schaltungen und Bauteile mit &neard zeitinvarianten Eigen-
schaften zu entwickeln und herzustellen.

Neben diesen beiden namensbildenden Eigenschaften eines LTI-Systémisder technischen Implemen-
tierung auch die Kausalitat, der Zusammenhang zwischen Ursache unahg/igine Eigenschaft, die nicht
umgangen werden kann. Kausalitat bedeutet in Bezug auf LTI-Systéams,sich ein Signal erst dann am
Ausgang als Wirkung zeigen darf, wenn das verursachende Eisgjgngl am LTI-System schon anliegt.

29
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4.2 Sprung- und Impulsfunktion als Eingangssignale

Die Sprungfunktionu(¢) und die Impulsfunktion(¢) sind wichtige idealisierte Eingangssignale von LTI-
Systemen welche charakteristische Ausgangssignale erzeugen.

4.2.1 Sprungfunktion und Sprungantwort

Die Sprungantwort(¢) ist das Ausgangssignal, welches sich ergibt, wenn am Eingang eineSykléms

die Sprungfunktion.(t) angelegt wird. Die Sprungantwoitt) charakterisiert ein LTI-System vollstandig.

Oft kann die Sprungfunktion(t) sehr leicht am Eingang eines Systems angelegt werden. Bei gleichzeitiger
Messung der Sprungantwartt) kann ein LTI-System messtechnisch einfach charakterisiert werden.

4.2.2 Impulsfunktion und Impulsantwort

Obwohl in der Praxis die Impulsfunktiar(¢) hochstens néherungsweise an ein LTI-System angelegt werden
kann (da beispielsweise die Amplitude unendlich nicht erzeugt werdenu@heine solche das LTI-System
vermutlich zerstéren wirde), definieren wir die Impulsantwdr) als jenes Signal, welches sich am Aus-
gang des LTI-Systems zeigt, wenn eine Impulsfunktign) am Eingang angelegt wird.

Ist bei einem LTI-System die Ein- und Ausgangsgrdsse identisch émB.Spannung mit Einheit’]), dann
verhélt es sich in Bezug auf die Einheiten neutral, d.h. es fugt wedeeinhhinzu, noch fallen wegen
dem LTI-System Einheiten weg. Wird am Eingang eines LTI-Systems algoBdmac-Impulsfunktionj(t)
mit Einheit [s—l] an dieses System angelegt, hat somit auch die Impulsanidrdie Einheit[s~]. Bei
der Impulsantwort.(t) handelt es sich somit ebenso wie beim Eingangssigfinalum ein reales, messbares
Signal, sondern nur um eine mathematische Beschreibung des LTI-Systems

Die Impulsantworth(t) ist trotz ihres theoretischen Charakters eine ausserordentlich wichtigeidy da
sie ein LTI-System vollstandig charakterisiert und mit ihrer Hilfe das Anggaignaly(¢) fur beliebige Ein-
gangssignale(t) berechnet werden kann. Dies wird im néchsten Abschnitt gezeigt.

4.3 Ausgangssignal bei beliebigem Eingangssignal

Mit Hilfe der Definition der Dirac’schen Impulsfunktion kann jedes belieligegangssignat(t) wie folgt
umgeschrieben werden:

x(t) = / x(1)-0(t —7)dr (4.5)

Damit folgt:

—00 —00 — 00

y(t) = T [a(t)] = T [ [ a(r)-5(t—7) dT] = [ a(r) Tt -7 dr = [ a(r)-h(t —7)dr

Im ersten Schritt wirdz(¢) durch die vorhergehende Schreibweise ersetzt. Im zweiten Schritoveirdlus-
blendeigenschaft der Impulsfunktion verwendet, welche die Funktionauf den Skalaren Weit(7) redu-
zZiert, sowie die Linearitatseigenschaft des LTI-Systems, welche dieBauag von skalierten und Uberla-
gerten Funktionsanteilen erlaubt. Anschliessend kommt die ZeitinvarianZragen, welche garantiert, dass
fur jede Diracfunktionj(t — 7) die zeitverschobene Impulsantwaift — 7) erzeugt wird. Das resultierende
Integral ist die schon bekannte Faltungsfunktion, womit vereinfacheadhrieben werden kann:

y(t) = x(t) x h(t) (4.6)

An dieser Stelle sei nochmals auf die Einheit der Impulsantw@rt hingewiesen. Durch das Faltungsin-
tegral wird dem Ausgangssignal im Vergleich zum Eingangssignal dikefifs] beigefugt. Nur weil die
Impulsantworth(t) die Einheit[s™!] besitzt, wird diese Anderung der Einheit wieder kompensiert. Riick-
blickend erweist sich somit die Einhgit '] der Impulsantwort:(¢) nicht mehr als sonderbar, sondern als
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Notwendigkeit, damit Ausgangssignale ohne Veréanderung der Einreii@u Eingangssignalen berechnet
werden kdnnen.

4.4 Berechnungim Frequenzbereich

Das Ausgangssignal(t) konnte bei bekanntem Eingangssignél) und Impulsantwort.(¢) direkt im Zeit-
bereich berechnet werden, was aber sehr zeitaufwendig ist: fiir fsdgunktt vony(¢) muss ein Faltungsin-
tegral berechnet werden, d.h. es muss eine Multiplikationn@nmit dem gespiegelten sowie verschobenen
h(t) Uber den ganzen Zeitbereich durchgefiihrt werden und diesesk®ibel beiden Funktionen anschlies-
send noch integriert werden.

Der Faltungssatz der Fouriertransformation reduziert diese Faltungitbersch auf eine simple Multiplika-
tion im Frequenzbereich. Tatséchlich zeigt sich, dass es vom Redhamaleinfacher ist, das Eingangssignal
x(t) und die Impulsantwork(t) als X (w) und H (w) in den Frequenzbereich zu transformieren und dort die
Fourier-Transformiert®”(w) des Ausgangssignaigt) zu berechnen:

Y(w)=Xw) Hw) 4.7)

Eine Rucktransformation in den Zeitbereich ist nur dann notwendig, wasidsgangssignal(¢) auch im
Zeitbereich explizit untersucht werden soll. Ist fiir die Weiterverrecigrdie Darstellung im Frequenzbereich
ausreichend, kann auf die Rucktransformation in den Zeitbereich iegziverden.

Bei H(w) handelt es sich um die sogenannte Frequenzantwort (Englischefreguesponse) oder Uber-
tragungsfunktion. Sie ist die Fourier-Transformierte vign):

H(w) = F[h(t)] (4.8)

Als Fourier-Transformierte voh(t) besitztH (w) die zuséatzliche Einheiﬁ%d/s] bzw. [s], was zusammen mit

der Einheit[s~!] von (t) zu einer dimensionslosen Grésse fiihrt. Tatséchlich beintfdlted nur komple-
xe Werte, welche pro Frequenzpunkt beschreiben, wie sinusférrpigidr@lanteile eines Eingangssignals in
Bezug auf Amplitude und Phase auf das Ausgangssignal abgebilditnver

Die komplexwertige Ubertragungsfunktidii(w) erstreckt sich tiber den negativen und positiven Bereich
der Frequenzachse und kann somit in einen Amplituden- und Phaseaahgeispaltet werden:

H(w) = |H(w)| - e79®) (4.9)

Bei |H(w)| handelt es sich um den Amplitudengang, bév) um den Phasengang. Sowohl Amplituden-
wie Phasengang kénnen relativ einfach messtechnisch ermittelt werdem am Eingang des LTI-Systems
fur jeden Punkt der Kreisfrequenzachsein sinusformiges Signabs(w - ) angelegt wird. Die Skalierung
der Amplitude am Ausgang entspricht gerddgw)|. Die gemessene Phasenabweichung kann wie bei der
harmonischen Form der Fourierreihe in die komplexe Form umgereclemgdéen:

Wie die Impulsantwort.(¢) charakterisiert auch die Frequenzantwli(w) ein LTI-System vollstandig und
erlaubt durch die Fourier-Ricktransformation die Berechnungioh Ist die Impulsantwort reellwertig,
ist die Frequenzantwort auf der negativen Frequenzachse komjlkugraplex zum Anteil auf der positiven
Frequenzachse, d.H(—w) = H*(w), bzw. |H(—w)| = |H (w)| undp(—w) = —p(w).

4.5 Bodediagramm

Ubertragungsfunktionen werden oft mit Hilfe des sogenannten Bogiedtians dargestellt, bei welchem der
Amplitudengang H (w)| doppelt-logarithmisch (Frequenzachse yat{w)| je mit logarithmischer Skala),
der Phasengang(w) einfach-logarithmisch (Frequenzachse logarithmischy) linear) dargestellt werden.

Das Aufzeichnen einer Frequenzantwort mit einem Bodediagramm kidgente Vorteile:
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 Darstellung eines weiten Bereichs der Frequenzachse bei gleichzditggmhrelativem Detailgrad in
jedem Frequenzabschnitt.

Darstellung eines weiten Bereichs des Amplitudengangs mit hohem Detdilgrgubsse Verstarkun-
gen und Dampfungen.

Gute Approximation durch einfache Linearisierung von einzelnen Begaider Frequenzantwort.

Ubersichtliche und einfach uiberblickbare Darstellung des Verhaliees &TI-Systems im Frequenz-
bereich.

Einfache Berechnung des Ausgangssignals) eines LTI-Systems durch simple Addition des Fre-
quenzganges zum EingangssighdLy).

Beispiel: die Ubertragungsfunktion eines RC-Tiefpassfilters soll berechretimo, = % = 27 - 100 Hz linear sowie im Bode-
Diagramm (effektiv und linear angenéhert) aufgezeichnet werden:

Filtereingang: uo (1)
, Filterausgang: uz(t
RC LOW_F,’aSS Filter R Ladung i?n K?Jndensator: q(t()): C - us(t)
' Strom durch Kondensator: i(t) = 44 — ¢ . dv2lt)
-5 Spannung Uber Widerstand: u, (t) = R - i(t)
uol Uy c luz Maschengleichung: uo(t) = ua () + uz(t) = ROC2W 4y (1)
I Fourier-Transformation: Up(w) = jwRC - Uz( )+ Us(w )
Ubertragungsfunktion: Hw) = g2 = Lo
Linearer Graph:  Amplitude: Phase:
|H(—o00)| =0 on(—00) = +m/2
|H(—we)| = 1/vV2  pn(-we) = +m/4
|H(0)] =1 en(0) =0
|H(+we)| =1/vV2  gn(dwe) = —7/4
[H (+00)] =0 on(+00) = —m/2
RC Low-Pass Filter
R o [ + +-
! + Amplitude Response L L L l,

Bode-Diagramm:  Amplitude: Phase:
|H(0)| =0 dB (0) =0

|H (c0)|: —20 dB/Dekade ¢(c0) = —m/2

Im nachstehenden Bodediagramm ist die lineare Annéaherung rotchesitreingezeichnet. Amplitudengang und Phasengang des
RC-Tiefpassfilters lassen sich so auf sehr einfache Weise und trotadte@echt guter Prézision beschreiben.

RC Low-Pass Filter

A [H) BT =~ i — 4 i H B — 4+ ‘»k(P(UU) dAHHI= —F 4+ HHH = A4 —l=l4 HHI— — - + + HHH
Lorrrrnn Lorrrrnn i Lorrrrnn Lo L
— H—i—iH4 HHI— — -+ + H e - Amplitude Response |, b — 4 —imid HHI- — 4+ 4+ H - Phase Response
Lorrrnnn Lorrrnnn Lo Lorrrnnn Lorrrnnn L C o Lo
0 -~ —l—l4 HHI— — - + + HHH 0 J
IR EEY R A AR i
— A —l—lH HHI— — - + + HHHF — L HHI— — -+ 4+ HHH -
20 RN T R R ITIT A R I
U G m A HBI— =+ + HHE — A == — 4+ HHH -1
RN T R R IRA QR i ENEIT
— A =l=lH HHI= = b+ HHE = =l HH= = — A ==l HHI= — b+ HHE =
Lorrrrnn Lorrrrnn Lorrrenm Lorrrrnn Lorrrrnm
40 & A HBI— =+ HHB = Aol H = = b H T2 $ i H = = F 4+ H B = o =11 1
Lorrrrnn Lorrrrnn Lo Lorrrrnn Lorrrrnn Lorrrrnm Lorrrrnn Lorrrnn
— A =l HHI= =+ HHE = =l HH— = 4+ HHH =A==l H = = 4+ HHE = o I3 HHI= =+ + HHH
N R T R R R A R R TR A AR TIIT
bbb S — PR b PR AAAAAAA} L 4 —— 4 HHI— =+ +HHHE — A ==4 HHI— =+ + HHH
w, w

Cc
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Ist nun der AmplitudengangX (w)| und der Phasengang, (w) eines Signals:(¢) gegeben oder berechnet worden, kann das Spek-
trumY (w) des Ausgangssigngl¢) durch simple Addition berechnet werden:

[Y(w)| [dB] = | X (w)] [dB] + [H (w)| [dB] Py(w) = ¢z (w) + pn(w)

4.6 Filtereigenschaften von LTI-Systemen

Da sich die Beschreibung von LTI-Systemen im Frequenzbereich sachigiestaltet, kann intuitiv und mit
wenig Aufwand untersucht werden, welchen frequenzselektivefiuEisie auf durchlaufende Signale aus-
Uben. Teilweise sind dies gezielt implementierte Veranderungen, wie Hsiggise bei Filtern. Teilweise
handelt es sich aber (wie etwa bei einem Kabel) um Einwirkungen desrapengsmediums, welche eigent-
lich unerwiinscht sind und die eventuell sogar durch ein vorgangagrsamschliessendes Filter mit inversem
Frequenzverhalten so weit wie mdglich korrigiert werden.

Signale werden von linearen oder nicht-linearen Systemen in vielfachseWaformt, d.h. gefiltert und ent-
zerrt, verstarkt und gedampft, moduliert, etc. Dabei wird grundsatziicgkchen linearen und nicht-linearen
Verformungen sowie verzerrungsfreier Ubertragung unterschiede

 Lineare Verzerrungen: Sie werden durch LTI-Systeme erzeugt. Das Superpositionsprinzipiend d
Skalierung dirfen bei Berechnungen und Messungen angewandém Zudem werden im Frequenz-
bereich alle Spektralanteile nur skaliert, d.h. es kdnnen bei einem dufehtken Signal zwar Fre-
guenzkomponenten verschwinden (Skalierung mit Null), aber keinenrfeiegiuenzen entstehen.

* Nicht-Lineare Verzerrungen: Sie kbnnen nicht durch LTI-Systeme erzeugt werden. Superpositions-
prinzip und Skalierung sind im allgemeinen ungultig, was eine einfache Breweg erschwert. Durch
Nicht-Linearitaten oder variantes Zeitverhalten konnen zudem neu@déirzkomponenten bei einem
durchlaufenden Signal entstehen oder gezielt erzeugt werden.

« Verzerrungsfreie Ubertragung: ein System ist verzerrungsfrei, wenn Signale bei inrer Ubertragung
nur verzogert oder gesamthaft (und somit nicht frequenzselektihrar Amplitude skaliert, d.h.
verstarkt oder gedampft werden. Nicht-lineare Verzerrungeredikéine auftreten, womit nur LTI-
Systeme verzerrungsfrei sein kdnnen. Diese dirfen aber wie etaébh kein frequenzselektives Ver-
halten aufweisen.

4.6.1 Verzerrungsfreies LTI-System
Die Beschreibung von verzerrungsfreien Systemen im Zeitbereich lautet:

y(t) =k -x(t —tq) (4.10)

Der frequenzunabhangige Faktior# 0 beschreibt dabei die Amplitudenverstarkung oder -dampfung, die
konstante Zeit, die Verzogerung (delay) durch das LTI-System. Mit dem Zeitverscimgssatz der Fourier-
transformation folgt fur die Beschreibung im Frequenzbereich:

Y(w)=k-e ¥ X(w) (4.11)
Ein LTI-System ist somit verzerrungsfrei, falls gilt:
H(w) =k-eIWh (4.12)
Beziehungsweise separat flir Amplituden- und Phasengang:
H(w)| = k (4.13)

olw)=—tg-w (4.14)

Damit ein verzerrungsfreies LTI-System vorliegt, muss somit der Amplitgaieg konstant sein und die Pha-
se linear mit der Frequenzbzw. Kreisfrequenz anwachsen, bei kausalen Systemen zudem mit negativem
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Vorzeichen.

Gleichzeitig kdnnen nun zwei verschieden Verzerrungsarten beSy$temen ausgemacht werden:

» Amplitudenverzerrungen: H(w) # k, d.h. je nach Frequenz werden Spektralanteile des durchlaufen-
den Signals unterschiedlich gewichtet. Bei LTI-Systemen werden alpes keuen Frequenzkompo-
nenten im Spektrum auftauchen.

» Phasenverzerrungeniy(w) ist keine lineare Funktion van. Die Frequenzanteile des Eingangssignals
treten am Ausgang in unterschiedlicher Phasenlage zusammengesetztanied

4.6.2 ldeale Filter

Um Signale zu verarbeiten und zum Beispiel einen einzelnen Sender irF@iMA-Ubertragung wieder zu
extrahieren, werden mit Filtern gezielte frequenzselektive Eigenschaftgestrebt. So soll beispielsweise
ein einzelner Sender in einem Frequenzband herausgeschalt stitkiewverden, wahrend alle anderen Sen-
der in den Ubrigen Fregeunzbereichen moglichst vollstandig gedamgiewsollen.

Folgende Grundtypen von Filtern werden unterschieden:

« |deales Tiefpassfilter: ein ideales Tiefpassfilter (Englisch: low-pass filter, LPF) besitzt eineever
rungsfreie Ubertragung fiir Frequenzanteile unterhalb der Eakdrery,. = 5<. Oberhalb vony. wer-
den samtliche Frequenzanteile vollstandg gedampft. Streng genommen héateadss iefpassfilter
im Durchlassbereich einen Phasengangyaa 0, womit es frei von Verzégerungen ware, wahrend im
Sperrbereich (mitH (w)| = 0) der Phasengang nicht definiert ist. Ist eine kleine zeitliche Verzageru
tq zuléssig, ergibt sich im Durchlassbereich der lineare Phasengang= —w - t4.

Ideal Low-Pass Filter

+—+—+—+—+—+—+7A|H(w)|7+7+7+7+—+ +—+—+—+—+—+7+7A(P(UU)»7+7+—+—+—+
LAmpIitudeResponse ,L,L,L,L,L,L,L L,L,l,i,l,i,i, ,J'r, PhaseResponsel
[ T T R T [ T T T R [T T T S Y R [ T T I T
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Abbildung 4.1: Ideales Tiefpassfilter

k- e dwta }2“" < fe

@ ={ | S5

o
Die BandbreiteB eines idealen Tiefpassfilters entspricht dem in Hertz ausgedriicktehlBssbereich
auf der positiven Frequenzachse, dh= f. [Hz|.

(4.15)

« |Ideales Hochpassfilter:ein ideales Hochpassfilter (Englisch: high-pass filter, HPF) besitzt @nre v
zerrungsfreie Ubertragung fiir Frequenzanteile oberhalb dendfpiénzf, = 5<. Unterhalb von
fe werden samtliche Frequenzanteile vollstandg gedampft. Der PhasengamgSperrbereich mit
|H(w)| = 0 wiederum nicht definiert und im Durchlassbereich streng genommesa 0. Ist ei-
ne kleine zeitliche Verzogerung zuléssig, ergibt sich im Durchlassbereich der lineare Phasengang

o(w) = —w-ty.
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Ideal High-Pass Filter

+7+7+7+7+7+7+—A‘P(w) —t—t—t -+ -+

+7+7+7+7+7+7+—A HW) - - m s
LAmpIitudeResponse . ,i,i,l,i,l,i,i rf}klt,i,l,l,i, ,L, Phase Response |
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Abbildung 4.2: Ideales Hochpassfilter
0 =< f
H(w) = . ar | S Je (4.16)
—jwt w .
k- e JWd by > fc

Bei Hochpassfiltern ist die Bandbreite undefiniert, da der Durchlassbereich auf der Frequenzachse
gegen hohe Frequenzen hin offen und somit unendlich gross ist.

Ideales Bandpassfilter:ein ideales Bandpassfilter (Englisch: band-pass filter, BPF) besitzreine
zerrungsfreie Ubertragung fiir Frequenzanteile zwischen dendgglénzery,.; = Sund feo = 52
Ausserhalb dieses Bereichs werden samtliche Frequenzanteile vollggatig pft. Der Phasengang ist
im Sperrbereich mitH (w)| = 0 wiederum nicht definiert und im Durchlassbereich streng genommen
@ = 0. Ist eine kleine zeitliche Verzdgerurtg zuléassig, ergibt sich im Durchlassbereich der lineare

Phasengang(w) = —w - t4.

Ideal Band-Pass Filter

+—+—+—+—+—+—+7A|H(w)|7+7+7+7+—+ +—+—+—+—+—+7+7A<P(w)77+7+—+—+—+
LAmmmMeRewome, ,i,i,l,i,l,l,i L,L,L:L,L,L,L, ,L,PmmeRewomei
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Abbildung 4.3: Ideales Bandpassfilter
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Die BandbreiteB eines idealen Bandpassfilters entspricht dem in Hertz ausgedrticktehl&asbe-
reich auf der positiven Frequenzachse, &h= f.o — fo [HZ].

Ideale Bandsperre:eine ideale Bandsperre (Englisch: band-stop filter, BSF) besitzt eimervengs-
freie Ubertragung fiir Frequenzanteile ausserhalb der Eckfrequei, = 2 und fo = S2. In-
nerhalb dieses Bereichs werden samtliche Frequenzanteile vollstandignpfedDer Phasengang ist
im Sperrbereich mitH (w)| = 0 wiederum nicht definiert und im Durchlassbereich streng genommen
@ = 0. Ist eine kleine zeitliche Verzdgerurtg zuléassig, ergibt sich im Durchlassbereich der lineare
Phasengang(w) = —w - t4.
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Ideal Band-Rejection Filter

+7+7+7+7+7+7+—A|H(U’)|7 - +7+7+7+7+7+7+—A‘P(w) —t—t—t -+ -+
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Abbildung 4.4: Ideales Bandpassfilter
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ket 2| < fo, 3| > fe
H(w) = . (4.18)
0 ﬁﬂ <‘§;|<tﬁ2

Die BandbreiteB einer idealen Bandsperre entspricht dem in Hertz ausgedriSktmbereichauf der
positiven Frequenzachse, dB.= f.o — f.1 [Hz]. Im Gegensatz zum Tief- und Bandpassfilter bezieht
sich also die Bandbreite nicht auf den Durchlassbereich.

« |deales Allpassfilter: ein ideales Allpassfilter (Englisch: all-pass filter) Ubertragt die Amplitudertsa
licher Frequenzanteile mit gleicher Skalierungoesitzt aber einen gezielt gewahlten frequenzabhéan-
gigen Phasengang.

Ideal All-Pass Filter
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Abbildung 4.5: Ideales Allpassfilter
H(w) = k- e*W) (4.19)

Da keine Frequenzanteile unterdriickt werden, ist bei einem Allpassfiéti@andbreite3 undefiniert.

4.6.3 Kausale Filter

Werden die Frequenzantwortéh(w) der idealen Filter zur Impulsantwokt(t) ricktransformiert, ergeben
sich akausale Funktionen. Dies bedeutet aber, dass ideale Filter @ilisierear sind.

Realisierbare, kausale Filter bilden immer einen Kompromiss, zwischen FiEtekbait vom Durchlass- zum
Sperrbereich, frequenzabhéangiger Welligkeit im Durchlassberricht idealer Dampfung im Sperrbereich
und Linearitat des Phasengangs.

Je nach zulassigem Kompromiss sind verschiedene Vorgehensweisdgr fiealisierung von Filtern ge-
eignet. Bekannte Vertreter dieser Filtertypen sind beispielsweise ButtarwGhebyshev-, Cauer- oder Bes-
selfilter.

Die Eckfrequenz von realen Filtern ist nicht klar ersichtlich, da sie eirmntikuierlichen Ubergang vom
Durchlass- zum Sperrbereich haben. Ublicherweise wird daheid@P8inkt als Eckfrequenz angenommen,
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d.h. die Frequenz, wo die Amplitudendampfung in Richtung Sperrbereieh ®ilertk = % erreicht hat, und
die Leistung um den Faktor 2 kleiner ist als im Durchlassbereich. Als Baitdi{oft auch 3dB-Bandbreite)
bezeichnet man den Durchlassbereich bis zum 3dB-Punkt. Diese Defisttioraxisnah gewahlt, muss aber
bei sehr unférmigen Frequenzgangen nicht zwingend auch eindeirtig s

Als Beispiel eines realen Filters ist unten ein Chebyshev-Tiefpassfil@rdhung abgebildet, bei welchem
1dB Rippel im Durchlassbereich zugelassen werden, damit die Flaekbeg zwischen Durchlassbereich
und Sperrbereich maglichst ausgepragt wurde. Dieser Rippel sewRéisengang, welcher auch im Durch-
lassbereich nicht perfekt linear ist, fuhren dazu, dass auch Sigtealen Frequenzanteile alle tiefer als die
Eckfrequenz des Filters sind, durch dieses Chebyshev-Filter leictegrvewerden.

Chebyshev Low-Pass Filter

s MHW T ()
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Abbildung 4.6: Chebyshev-Tiefpassfilter

4.6.4 Quadraturfilter

Beim Quadraturfilter handelt es sich um ein Allpassfilter, welches die Rigasticher Frequenzanteile des
Signals um—3, d.h. eine Viertelperiode dreht. Dies entspricht einer grossen Vennogedur tiefe Fre-
quenzanteile und einer kurzen Verzégerung fur hohe Frequenzkwnten.

Die Ubertragungsfunktion lautet:
e Im2 >0
H(w) = { T2 <0 (4.20)

Dies kann mit der Vorzeichenfunktion sgn kompaktHIgv) = —j - sgnw) geschrieben werden. Die Impul-

santwort berechnet sich zu )
h(t) = — 4.21
()= — (4.21)
und ist somit ebenfalls akausal. Die Faltung im Zeitbereich von Einganggsighder Impulsantwort des
Quadraturfiltersi(t) = x(t) = 2 wird als Hilbert Transformation bezeichnet, obwohl der Zeitbereich bei

dieser Integraltransformation nicht verlassen wird.

Technisch gesehen kann ein Quadraturfilter nur flir gewisse Frelogieiche approximiert werden, ermog-
licht aber ganz interessante Anwendungen wie z.B. die Einseitenbantitdsepmodulation. Die tiefere
mathematische Bedeutung der Hilbert-Transformation, z.B. Zusammenhéisgben Amplituden- und Pha-
sengang, bzw. Real- und Imaginarteil eines Minimum-Phasen-Systemdyiaingicht ndher erlautert.
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Kapitel 5
Analoge Modulationsarten

5.1 Wozu dienen Modulationen?

Bei einer Modulation wird ein Tragersignal (z.B. ein Sinus- oder Re&ltgnal) von einem Nachrichten-
signal m(t) geformt. Das Nachrichtensignak(t) pragt so seinen Signalverlauf auf einen Parameter des
Tragersignals auf. Ziel ist es, das Nachrichtensignal vom Frefeesizh seines Basisbands in jenen des ge-
wiinschten Ubertragungsbands zu bringen.

Als Basisband bezeichnet man den urspriinglichen Frequenzbeesidiathrichtensignals.(¢), welcher
sich typischerweise von 0 Hz bis zur Bandbreftg, von m(t) erstreckt. Das Ubertragungsband ist meist
in einem viel héheren Frequenzbereich angesiedelt, wo die physilkatigtigenschaften des Kanals fir ei-
ne Ubertragung besser geeignet sind und/oder welcher vom Gesatiigedie Ubertragung zugelassen ist.
Gelingt es zudem, die Bandbreite im Ubertragungsband auf einen modlieinstn Nutzbereich zu beschran-
ken, kénnen sich viele verschiedene Sender den Kanal durchdfraquiltiplexing (FDMA) teilen.

Beim Signal im Ubertragungsband handelt es sich typischerweise umagitipBsssignal. Bandpasssigna-
le besitzen ein Spektrum, welches nicht bis zu den tiefen Frequenzen iBe&ich reicht, sondern um eine
Mittenfrequenzf. gruppiert ist. Typische Bandpasssignale sind die in diesem Kapitel delan modulier-
ten Tragersignale. Oft (aber nicht zwingend) ist ihre Bandbiigiieim Vergleich zu ihrer Mittenfrequeng.
klein (d.h.Bgp < f.), so dass es sich um schmalbandige Bandpasssignale handelt.

Ein weiterer Vorteil von Modulationen wird in einem spateren Kapitel audggzdurch geeignete Modulati-
onsarten wie Frequenz- und Phasenmodulation kann auch die Reicherditbattragung verbessert werden.
So erzielt man entweder die gleiche Reichweite mit geringerer Sendeleistangea gleicher Leistung kann
die Distanz des maximalen Empfangsbereichs erhéht werden. Der Rrdisgé Vorteile liegt allerdings in
einer erhdhten Bandbreite des Bandpasssignals im Ubertragungsband

Beim Empfanger wird durch Demodulation das modulierte Signal vom Uberigsipand wieder zuriick ins
Basisband geholt. Dabei soll das urspriingliche Nachrichtensig(talwieder so originalgetreu wie moglich
vorliegen oder, im Falle von digitalen Modulationsarten, die dungh) reprasentierte Information moglichst
frei von Bitfehlern decodiert werden.

Das Nachrichtensignah(t) ist das modulierende Signal. Es liegt oft in normierter Formralgt) vor,

d.h. dimensionslos und miin,,(t)| < 1. Da durch einen Gleichanteil kein zusatzlicher Informationsgehalt
pro Zeiteinheit Ubertragen werden kann, dient er oft nur als Hilfssigeiaeiner schaltungstechnischen Im-
plementierung. Um Sendeleistung zu sparen, liegt) zudem meist als mittelwertfreies Signal vor, d.h.
(m(t))y=0.

Beim nicht-modulierten Tragersignal.(¢) handelt es sich um ein informationsloses Hilfssignal. Es wird
durch die Modulation zum modulierten Signal. Im Hinblick auf Frequenzmultiptgist dabei ein sinus-
férmiges Tragersignal besonders geeignet, da dieses — frei vaw@llen — auch in modulierter Form am
wenigstens Bandbreite im Ubertragungskanal belegt. Spielt diese dtedbei der Ubertragung des mo-
dulierten Signals keine Rolle, da beispielsweise Frequenzmultiplexing nitdridget wird, eignet sich als
Tragersignal aber beispielsweise auch ein Rechtecksignal. Dieskaetesich dadurch aus, dass es mit rein
digitaler Schaltungstechnik &usserst einfach erzeugt werden kann.

39
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5.1.1 Modulation eines sinusférmigen Tragersignals

Ein nicht-moduliertes sinusférmiges Tragersignal hat die Forth) = A. - cos (w.t + ¢). Die Tragerampli-
tude A, und die Phase sind beim nicht-modulierten Tragersignal konstant, kbnnen aber vomeiaeh-
richtensignal im Sinne der Modulation verandert werden.

Der dritte Parameter des Tragersignals, die Tragerkreisfrequebzw. die Tragerfrequenf. = 5=, steht
bei der Ublichen mathematischen Beschreibung nicht als Parameter flodigdd#lon zur Verfigung. Statt-
dessen kann mit der Tragerfrequenz das Ubertragungsband dedierted Signals auf der Frequenzachse
frei gewahlt werden.

Diese Gepflogenheit schrankt aber die Vielfalt der Modulationsartdrt ria: ein Nachrichtensignal kann
auch Ubetragen werden, indem es die Momentanfrequenz (instanteeguency)w; eines Tragers veran-
dert. Mathematisch wird dann eine solche Frequenzmodulation auf die zeAlxtbikung der Phase abgebil-
det:w;(t) = wﬁ%f. Details dazu werden bei der Bahandlung von Phasen- und Freqadalation erlautert.

Bei einem sinusformigen Tragersignal sind somit drei grundlegendiiltionsarten moglich:

» Amplitudenmodulation: das Nachrichtensignat(¢) pragt seinen Verlauf auf die Amplitudé(t) auf.

Amplitude Modulation

ottt M) B XAMO
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Abbildung 5.1: Amplitudenmodulation

» Phasenmodulation:das Nachrichtensignak(t) pragt seinen Verlauf auf die Phagé) auf.

Phase Modulation
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Abbildung 5.2: Phasenmodulation

» Frequenzmodulation: das Nachrichtensignah(t) pragt seinen Verlauf auf die momentane Kreisfre-
quenzw;(t) = we + dfl—y) auf.



5.1. Wozu dienen Modulationen? 41

Frequency Modulation
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Abbildung 5.3: Frequenzmodulation

Frequenzmodulation und Phasenmodulation kénnen dabei nicht kombirgsten, da jede Frequenzmo-
dulation die Phase(t) ebenso verandert, wie auch jede Phasenmodulation die momentane Ifusisire
wi(t) = we + dﬁ—ff) beeinflusst. Die beiden Parameigft) undw;(t) kdnnen somit nicht unabhéngig von-
einander verandert werden. Oft werden Phasenmodulation unddframodulation unter dem Begriff Win-

kelmodulation zusammengefasst und mathematisch in einheitlicher Weise behande

Amplitude und Winkel sind dagegen unabhangige Parameter, welche blsben seagersignal zum Bei-
spiel von zwei beliebigen Nachrichtensignalen moduliert werden kdribank dieser Unabhangigkeit der
beiden Paramter kdnnen bei der Demodulation die beiden modulierendeteSigader vollstandig separiert
werden.

Zu diesen hybriden Verfahren gehort die Quadraturamplitudenmodukdwie — in spezieller Weise — auch
die Einseitenbandmodulation. Diese beiden Modulationsarten erlaubgteiocbier Bandbreite mehr analoge
Signalverlaufe bzw. mehr digitale Information zu Gbertragen, als diesbwmrAmplitudenmodulation oder
Winkelmodulation der Fall ist. Aus diesem Grund ist speziell Quadraturamptitnddulation — in reiner
oder weiterentwickelter Form — in sehr vielen modernen Kommunikationssystenzetreffen.

5.1.2 Modulation eines rechteckférmigen Tragersignals

Ein nicht moduliertes rechteckférmiges Tréagersignal hat die Farth) = A. - f(¢, fp, 7, AT). Neben der
Amplitude A, sind innerhalb der sehr formal gehaltenen Funkti¢neinige wichtige Parameter aufgefihrt
und nachfolgend erlautert. Weitere, aufwendigere Modulationsmusterusitzichen Parametern sind fur
ein Rechtecksignal durchaus denkbar. Namentlich bekannt sind abaliam folgende grundlegende Modu-
lationsarten:

* Pulsamplitudenmodulation (pulse-amplitude modulation, PAM):je hoher die Amplitude vom(t),
desto grésser die Amplitudé.(¢) des Rechtecksignals.

|
] + -+ — +
|

Abbildung 5.4: Pulsamplitudenmodulation (PAM)

* Pulsweitenmodulation (pulse-width modulation, PWM): je hoher die Amplitude vomn(t), desto
grosser die Pulsbreite(t) .
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Pulse Width Modulation
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Abbildung 5.5: Pulsweitenmodulation (PWM)

* Pulsphasenmodulation (pulse-position modulation PPM)je hoher die Amplitude vom:(t), desto
grosser die Verzégerun§y7 (¢) des Pulses im Vergleich zur nominalen Position im nicht-modulierten
Rechtecksignal.

Pulse Position Modulation
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Abbildung 5.6: Pulsphasenmodulation (PPM)

* Pulsfrequenzmodulation (pulse-frequency modulation PFM):je hoher die Amplitude vonn(t),
desto grosser die momentane Pulsygte) im Vergleich zur nominalen Pulsrate des nicht-modulierten
Rechtecksignal.

Pulse Frequency Modulation
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Abbildung 5.7: Pulsfrequenzmodulation (PFM)
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5.2 Tragersignale fur Amplitudenmodulation

Bei Amplitudenmodulation pragt das Nachrichtensigmglt) seinen Signalverlauf einem Tragersignal auf.
Dieses Tragersignal ist vor der Modulation ein informationsloses, pedloés Hilfssignal, z.B. ein Recht-
ecksignal oder ein Sinussignal.

Bei der Amplitudenmodulation werden nun die Grundharmonische desrgiggals wie auch — falls vor-
handen — samtliche Oberwellen durch das Nachrichtensigfigl gewichtet. Diese fortlaufende Skalierung
im Zeitbereich entspricht einer Multiplikation von modulierendem Signé) mit dem periodischen Trager-
signalz.(t). Sie kann auch einzeln auf die Harmonischerit) des Tragers angewandt werden:

m(t) - ze(t) = > mlt) -z, (t) (5.1)
=1

Aufgrund des Modulationssatzes der Fouriertransformation ist sefsithtlich, dass durch diese Multipli-
kation die diskreten Spektrallinien des Tragersignalg) im Spektrum verbreitert werden, nicht nur bei der
Grundharmonischen, sondern auch bei allen Oberwellen. Um im Hinblitkr@quenzmultiplexing mog-
lichst wenig Bandbreite des Ubertragungskanals mit dem modulierten Sighalegen, sollte das Tragersi-
gnal somit frei von Oberwellen sein, d.h. einen sinusformigen Verlasitzen.

Einerseits besitzt also ein rein sinusformiges Signal bezlglich der Beitetieffizienz Vorteile gegentber
anderen periodischen Tragersignalen. Andererseits konnendbeindener Linearitat die Berechnungen am
sinusférmigen Tragersignal direkt auch auf die Oberwellen von andeeriodischen Tragersignalen ange-
wandt werden. Beide Erkenntnisse rechtfertigen, dass in diesem Kapiteoch Modulationen von sinusfor-
migen Tragersignalen betrachtet werden. Dabei ist der Cosinus daz bgte Tragersignal, da er als gerades
Signal ein reellwertiges Spektrum besitzt. Somit wird in nachfolgendewhiiten jeweils folgendes nicht
moduliertes Tragersignal verwendet:
xc(t) = Ae - cos(wet) (5.2)

Bei der Fouriertransformation wird dieses Tragersignal gemass tensElnen Formel wie folgt in zwei kom-

plexe Schwingungen augeteilt:

A, Ae
x(t) = 5 eIwet 4 T e Jwet (5.3)

Die negative Frequenz der zweiten komplexen Schwingung ist zwingésrderlich, damit sich in der Sum-
me immer ein reellwertiges Cosinus-Tragersignal ergibt. Die beiden Schigieg sind als schwarze Zeiger
in nachfolgender komplexen Ebene dargestellt, wobei vereinfachgad 1 angenommen wurde. Sie drehen
sich mit der Kreisfrequenzw, bzw. —w. um den Ursprung.
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Abbildung 5.8: Zeigerdiagramm eines amplitudenmodulierten Tragersigna

Addiert ergeben die beiden komplexwertigen Zeiger den rot dargestetitdor, welcher immer reellwertig
ist und dessen Amplitude gerade die Cosinusschwingufig = A. - cos(w.t) des nicht-modulierten Tragers
vollzieht.

Wird die Amplitude des Tragersignals nun moduliert, was im Vergleich zur Kegiegung der Zeiger ein

eher langsam ablaufender Vorgang ist, verandert sich die Langeigien komplexwertigen Zeiger synchron,
was mit den beiden blauen Pfeilen angedeutet ist. Damit wird aber auchhdiellec vollzogene cosinusfor-

mige Bewegung auf der reellen Achse noch zusatzlich mit der sich ehesalangerandernden Amplitude
m(t) des Nachristensginals gewichtet, was ebenfalls mit dem blauen Doppelpdeitieutet ist.

Diese Darstellung eines Bandpasssignals in der komplexen Ebene idtaweldt, aber etwas Uberladen und
damit auch nicht ganz Ubersichtlich. Dank der weiter unten behandeltévabanten Basisbanddarstellung
eines Bandpasssignals kann dieses Zeigerdiagramm vereinfaclenwBigs fuhrt zu einer Ubersichtlichen
Charakterisierung verschiedener Modulationsarten und ist im Zusanamgmhit Rauschsignalen nutzlich,
um die Qualitat einer Ubertragung abschéatzen zu kénnen.

5.3 Gewodhnliche Amplitudenmodulation

5.3.1 Gewohnliche AM im Zeitbereich

Durch eine Amplitudenmodulation bildet sich der Signalverlauf des Nachristgealsn (¢) auf die Umhul-
lende des modulierten Signatam (¢) ab. Um beim Empfanger das Nachrichtensignal wieder zuriickgewin-
nen zu kdnnen, scheint es somit naheliegend, fur die Demodulation a8y zu verwenden, welche
den Spitzenwerten des modulierten Signals folgt. Ein solcher Hullkurvegadeteinn sehr einfach realisiert
werden:
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Abbildung 5.9: Hullkurvendetektor

Die Diode D sorgt dafir, dass die Spitzenwerte des modulierten Sigra)szur KapazitatC' hin durch-
gelassen werden, wo dieser maximale Amplitudenwert gehalten wird. Mit ejjeeimgnet dimensionierten
WiderstandR wird die Kapazitat mit kontrollierter Geschwindigkeit wieder entladen. Alsgaungssignal
y(t) erhalt man die resultierende Hullkurve.

Diese naheliegende Losung funktioniert aber nur bei positiven Amptituls Nachrichtensignata(t).
Besitzt aber das modulierende Nachrichtensigng@l) zwischenzeitlich ein negatives Vorzeichen, misste der
vorhin vorgestellte Hillkurvendetektor nicht mehr den positiven Spitzemswesondern den negativen Maxi-
ma des modulierten Signals folgen.

Dadurch wird aber die Realisierung dieser Detektorschaltung deutlichllizenier. Die Ergdnzung mit ei-
nem zweiten Hullkurvendetektor fur negative Amplituden wéare dabei mufeil des erhdhten Aufwands.
Zusatzlich wird noch eine Schaltung bendtigt, welche entscheidet, in wekitabschnitten die positiven
und in welchen die negativen Spitzenwerte des modulierten Signals fur dmedeation des Nachrich-
tensignals verwendet werden sollen. Beispielsweise mussten dazw§réisge vori80° im Tragersignal

detektiert werden, welche bei jedem Nulldurchgang des modulierendeimrightensignals:(t) auftreten.

Aus historischer Sicht war jedoch eine sehr einfache Empfangssahabuasussetzung, dass sich das Radio
in den 1930er Jahren als Massenkommunikationsmittel etablieren konnte obiesinfachste Massnahme
war, daflir zu sorgen, dass das modulierende Signal gar nie negéive annehmen kann. Durch Beigabe
eines genigend grossen DC-Offsets, welcher in der Lage ist, aughddigten negativen Spitzenwerte (d.h.
die Talwerte) zu kompensieren, kann dies sehr einfach erreichewerd

In normierter Schreibweise, bei welchem das dimensionslose Nachsdtein,, (¢) eine maximale Ampli-
tude|m,,(t)| < 1 besitzt, reicht ein DC-Offset vonpc = 1 aus, um sdmtliche negativen Amplitudenwerten
vonm,,(t) zu kompensieren. Die folgende Gleichung gibt die gewohnliche Amplitudentaibah (Englisch:
ordinary AM) im Zeitbereich wieder:

zam () = Ac- (1 + - mp(t)) - cos(wet). (5.4)

Der zusatzliche Parameter, der Modulationsgradyibt an, wie stark die negativen Werte des Nachrich-
tensignalm,,(t) den beigefugten DC-Offsetpc = 1 ausnutzen sollen. Bgi = 100% ist die Aussteue-
rung maximal und die kleinsten Amplitudenwerte des DC-beladenen modulier&igeals sind gerade

Bei 1 > 100% werden wieder negative Amplitudenwerte im modulierenden Signal auftrietan spricht
dann von einetJbermodulation welche vom Hiillkurvendetektor nicht richtig verarbeitet werden késin.

w deutlich kleiner alsl00%, wird unverhaltnismassig viel Sendeleistung nur fiir den beigeflgte ABEH
verwendet, welcher aber als Hilfssignal beim Empfanger weggefiltedt wid so keinen Beitrag zur Emp-
fangsqualitat des Nachrichtensignals liefert.

Gewohnliche AM hat im Zeitbereich folgenden mdglichen Signalverlauf:
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Abbildung 5.10: Zeitlicher Verlauf von gewohnlicher AM

In der zuséatzlich dargestellten Umhullenden erkennt man deutlich den ubedgzitigten DC-Offset erganz-
ten Signalverlauf des Nachrichtensignaiét).

Nachfolgend ist ein Blockschaltbild eines Modulators dargestellt, welchéditfétdes Tragersignals.(¢) =
cos(w, - t) eine gewohnliche AM mit Modulationsgrgdgeneriert, welche nach der Modulation mit einem
Leistungsverstarker auf die Amplitudg. verstarkt wird.

Ordinary Amplitude Modulator

Abbildung 5.11: Blockschaltbild eines Modulators fur gewohnliche AM

5.3.2 Gewohnliche AM im Frequenzbereich

Ein Ziel der Modulation besteht darin, mehrere Nachrichtensignale vativiedenen Sendern gleichzeitig
in verschiedenen Frequenzbereichen tber den gleichen KanahdarsdJm dieses Frequenzmultiplexing
stérungsfrei und mit eine Vielzahl von Teilnehmern durchfiihren zinkénmuss die spektrale Beschaffen-
heit der modulierten Signale mdglichst gut bekannt sein.

Dank des Modulationssatzes der Fouriertransformation lasst sich é&g8p eines gewohnlichen AM Si-
gnals sofort bestimmen:

A (14 pmn (1)) -cos(wet) oo Aur ((w—we) + 6(w+we)) + Acp

(My(w—we) + My (w+we)) (5.5)
Das zweiseitige Spektrum des Nachrichtensigridi&s) wird mit dem Faktor% gewichtet und einmal
nach+w,. und einmal nach-w. verschoben. Dies fuhrt im Vergleich zum Basisbandsignal zu eineioge
pelung der Bandbreite mit je einem Seitenband links und rechts der Tiemeehz. Weiter beinhaltet das
Amplitudendichtespektrum je eine Deltafunktion mit Gewightr an den Stellertw,, d.h. ein fester, nicht-
modulierter Amplitudenanteil bei der eigentlichen Tragerfrequenz.

Das Amplitudendichtespektrum ist im nachfolgenden Grapher i 1 und . = 100% dargestellt.
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Ordinary AM
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Abbildung 5.12: Amplitudendichtespektrum von gewoéhnlicher AM

Fir das Nachrichtensignal wurde in diesem Graph mit einem Keil symb@imeAmplitudendichtespektrum

| M (w)| gewahlt, bei welchem der Anteil auf der positiven und jener auf deathesn Frequenzachse visuell
gut auseinandergehalten werden kdnnen. Ein solch geformtes Spekird aber in der Praxis kaum je

auftreten: bei periodischen Testsignalen besteht das Nachrichtahasigneinem Linienspektrum, bei einem
Energiesignal mit zuféalligem Verlauf aus einem kontinuierlichen Spektruetcives jedoch nicht auf diese
einfache Art geformt sein wird.

5.3.3 Aquivalente Basisbanddarstellung von gewohnlicher M

Das Zeigerdiagramm des Ubertragenen Signals in der komplexen Eberas, w der Einfihrung der Ampli-
tudenmodulation dargestellt wurde, kann in vielen Fallen vereinfachtemeahne dass Information verloren
geht.

Da es sich prinzipiell bei allen tatsachlich Ubertragenen Signalen um ezBfjes und nicht komplexwerti-
ge Signale handelt, ist der mitw, rotierende Zeiger immer das konjugiert-komplexe Abbild des-rait
rotierenden Zeigers, unabhangig davon, ob eine Modulation desr$igigals stattfindet. Dieser zweite rotie-
rende muss somit nicht speziell dargestellt werden, auch wenn er natimhiemer als additive Ergédnzung
bendtigt wird, um aus der komplexwertigen Schwingung ein reell-wertigassSoder Cosinussignal zu bil-
den.

Die Summe der beiden in entgegengesezter Richtung drehenden Veldareaudch als eine mit dem Faktor
2 skalierte Realteilbildung jedes einzelnen Vektors aufgefasst werden:

2am (1) = Ac- (14 pmy () cos(wet) = Ac- (14 pmy (1)) 5 (€799 fe779et) = R [Ac - (14 pmy (1)) - ']

Auch die eigentliche Drehbewegung mitu. des verbleibenden Vektors, die Mulitplikation rait’<! bein-
haltet wenig Information. Im Zeitbereich entspricht die Tragerfrequénder reziproken Periodendauér

der Tragerschwingung, und im Frequenzbereich nur gerade deeye@id der Frequenzachse, wohin das
Spektrum des modulierenden Signaf§w) gemass dem Frequenzverschiebungssatzes hingeschoben wird.

Zusammenfassend werden also folgende Vereinfachungen gemasthtt die gesamte reellwertige Tréager-
schwingung darzustellen, kann die Realteilbildung (bzw. der zweite kimmjtkpmplexe Zeiger) und die
Drehung (bzw. Frequenzverschiebung) weggelassen werdeasuvetrbleibt fir den mit gewéhnlicher AM
modulierten Cosinudgfer folgendes aquivalentes Basisbandsignal:

Teq(t) = Ac - (1 + pma(t))

Der mogliche Verlauf dieses Signals im Sinne einer Ortskurve in der kompEsene entspricht der aquiva-
lente Basisbanddarstellung eines mit gewohnlicher AM modulierten CogieustDies ist nachstehend mit
einem Modulationsgrad = 25% und A. = 1 dargestellt:
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Equivalent Baseband Signal Alm
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Abbildung 5.13: Basisbanddarstellung von gewohnlicher AM mit Cosinusgéraignal

Dieselben Uberlegungen kénnen alternativ auch fiir einen moduliertest&iger vollzogen werden:
Tam (1) = A (1 pman(t))sin(wet) = Ae-(1pump (£))-35 (€579 —e=et) = R [—j - Ao - (14 pumn(8)) - €]
Dies fuhrt zu folgendem &quivalenten Basisbandsignal:

xeq(t) = —j - Ac- (1 + pmy(t))

Mit wiederum frei gewahlten Parameter. = 1 und dem Modulationsgragd = 50% ist nachfolgend
die aquivalente Basisbhanddarstellung eines mit gewthnlicher AM moduligimeistiers dargestellt:

Equivalent Baseband Signal Alm

Fmmm— e — — = — ]

Ordinary AM on sin wt
Xeq: -JA0(1+umn(t))
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I
I

o, |
=t ————+ - ——+
v I

2 I
i I
I

+

- |
-
|

|
|
|
_k
A = N KN et

Abbildung 5.14: Basisbanddarstellung von gewdhnlicher AM mit Sinus-Tréigmal
Und als letztes Beispiel noch ein modulierter Cosinustrager mit einer vonideffePhase vop = 7:
zam () = Aer(1+pmi (1)) -cos(wet+1) = Ac'(l—l—,umn(t))-% (etiwet femiwet) = R [% Ag - (T4 pmy () - ed@et
Dies fuhrt zu folgendem &quivalenten Basisbandsignal:
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Und mit willktrlich gewahlten ParameterA. = 1 und . = 100% ergibt sich folgende aquivalente Ba-
sisbanddarstellung:

Equivalent Baseband Signal Alm

Rt S e L T e

Ordinary AM on cos wt+m/4
Xeq™ 0.707-(1+))-(1+u-my (1))

- —

+
Ag=1, B=100%
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Abbildung 5.15: Basisbanddarstellung von gewdhnlicher AM mit phasenverisenem Tragersignal

5.3.4 Leistungseffizienz von gewohnlicher AM

Der bei gewohnlicher Amplitudenmodulation beigefiigte DC-Anteil findet sath dem Anwenden des Mo-
dulationssatzes im nicht-modulierten Tragersignal wieder. Die Leistungdi@sht-modulierten Anteils ist
sehr hoch, selbst wenn der Modulationsgradmit 100% maximal gewahlt wird.

Aufgrund von gesetzlichen Auflagen und erteilten Betriebsbewilligungefieanaximale Sendeleistung im
Normalfall begrenzt. Bei mobilen Geréte ist die Sendeleistung fir die DeMutlomunikation zudem meist
das Hauptkriterium, wie lange sie mit einer Akkuladung betrieben werdenekiirund schliesslich ist fur
die Empfangsqualitat im Wesentlichen nur der modulierte Anteil der Sendelgistassgebend, da der nicht-
modulierte Term des Tragersignals keinen nutzbaren Anteil des Natggipgnals enthélt und so hochstens
noch die Erkennung des Signals vereinfachen und die Synchronisl@sdempfangers unterstiitzen kann.

Ziel muss deshalb sein, einen moglichst grossen Anteil des Tragersfiname gute Empfangsqualitat
des demodulierten Nachrichtensignals zu nutzen, um gleichzeitig auchsdimtgeSendeleistung tief halten
zu kbénnen.

Unter der Leistungseffizienz der gewdhnlichen AM versteht man das Verhaltnis zwischen der Signallei-
stung Py, der beiden Seitenbander zur Gesamtleistiing des AM-Signals:

Psb

= o (5.6)

Ui

Diese Effizienz beschreibt, welcher Anteil der Gesamtleistung zur Steigeter Empfangsqualitat des de-
modulierten Nachrichtensignals genutzt werden kann.

Beispiel: Leistungseffizienz von gewohnlicher AM

Wie gross ist bei gewdhnlicher AM die Leistungseffizienavenn ein Eintonsignah(t) = cos(wmt) den TragerA. cos(w.t) mit
dem Modulationsindex moduliert?

Ac cos(wet) - (1 4+ pm(t))

Ac cos(wet) + 42 pcos((we + wim )t) + 52 1 cos((we — wim)t)

o zam(t)
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* Wie erwartet besteht das Signal aus drei Anteilen, dem Tréger undedden Seitenb&ndern, welche sich beim Eintonsignal

auf je eine Seitenlinie an den Stellen + w,, beschranken.
2
+ Die mittlere LeistungP. des nicht-modulierten Trageranteils cos(w.t) kann sofort hingeschrieben werddn: = %

* Die mittlere Gesamtleistungau berechnet sich wie folgt:

T2
Pw = lim & [ a%uy(t)dt
Tooo T 7,}/2
T2
= Ilim + [ AZcos*(wet) - (14 2pcos(wmt) + p* cos®(wmt)) dt
T— o0 7,j1/2

T2 . .
= lim & [ AL <Gy (1 4 2 cos(wint) + (L + LcosZent)y) gy

T—oc0 —T/2
A2 12 A2
= =+ ’ 1
Im letzten Schritt wurde berucksichtigt, dass sdmtliche Sinus- bzw. Giéimuigen Anteile demomentanemheistung kei-
nen Anteil an diemittlere Leistung liefern und dass wegens(a) - cos(8) = % (cos(a + 3) 4 cos(a — 3)) auch Produkte
von zwei Cosinusanteilen unterschiedlicher Frequenz zu keiner mittleistung fuhren.

. - . . . _ 2
« Die Effizienz berechnet sich jetzt wie folgi:= ;;5; = PA}@AMP" = e

e Fir gewohnliche AM ist der Modulationsgrad< 100% zu wahlen, d.h. die maximale Effiziemzist (beip = 100%) nur
geraden = 33.3%. Bei u = 50% beschrankt sich der Anteil der Signalleistung an der GesamtleistungrigsSsogar auf
bescheidene = 11.1%.

Der grosste Anteil der Ubertragenen Leistung befindet sich somit int-miotlulierten Trageranteil, dessen konstante Parameter sich
zeitlich nicht andern und der somit keine Information tber den zeitlicleglalff des Nachrichtensignals enthélt.

Die Effizienz von gewdhnlicher AM kann auch noch etwas verallgemelemchnet werden. Aufgrund
des Modulationssatz der Fouriertransformation ist bekannt, dass eiltplMation mit dem Tragersignal
z. = A. - cos(w.t) das modulierende Spektrum mit einem Fa@rgewichtet und nach-w, hin verschiebt.

Betrachtet man nur eine einzelne dieser spektralen Verschiebungdrgieiceistunghy, des Basisbandsi-

gnals mit(%)2 = ATE skaliert. Diese Leistung des modulierenden Basisbandsignals setzt gichraldes
Satzes von Plancherel aus der Leistung des mittelwertfreien und skélierten Nachrichtensignals und des
DC-Anteils wie folgt zusammen:

Pob = Poc + pi> - Pm = Poc + 1% - mis (5.7)

Weiter kann festgehalten werden, dass sich die verschobenen Anteilébérlappen, solange. > 27 - B,

gilt, d.h. die Tragerfrequeng. grosser als die Bandbreit®,, des Nachrichtensignals ist. Dadurch kdnnen
aufgrund des Satzes von Plancherel die Leistungen der beidehekesen und skalierten Spektren addiert
werden und es ergibt sich fur die Gesamtleistung eines AM-moduliertenlSigna

A2 A2 A2
Pam IQ'TC-Pbb=7C-Pbb=7C'(PDc+M2'mr2ms) (5.8)

Die Berechnung der Leistungseffizienzon gewothnlicher AM kann schliesslich auch nur mit Hilfe des Ba-
sisbandsignals berechnet werden, d.h. der Fa%ftdnildet bei dieser Berechnung einen skalierenden Faktor,
der herausgekirzt werden kann. Ebenso darf bei diesem Lesstengieich die Berechnung mit dem nor-
mierten Nachrichtensignah,,(t) und entsprechend einem DC-Antéibc = 1 durchgefiihrt werden. Mit
dem Crestfakto€' = T%’:S sowiempk = 1 des normierten Nachrichtenssignals ergibt sich:

A HQ'mers _ (%)2

TP T B L mEe 14 (8)

(5.9)

Selbst bei einem Modulationsgrad van= 100% wird sich somit in Abhangigkeit des Scheitelfaktarsur
ein sehr kleiner Anteil der Leistung im modulierten Anteil der gewdhnlichenl#ginden und ein Grossteil
der Leistung im nicht-modulierten Tragesignal konzentriert sein.

Waren nun aber die Empfanger in der Lage, auch negative Amplitudendes modulierenden Signals
korrekt zu demodulieren, konnte beim Sender auf die Zugabe desfi3€tOverzichtet werden. Bei gleicher
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Empfangsqualitat kann so viel Sendeleistung gespart oder aber inbiegl&endeleistung die Empfangsqua-
litat beziehungsweise die Reichweite des Senders deutlich verbessdetwe

Die Zweiseitenband-Amplitudenmodulation ohne Trager (Englisch: doutddsand suppressed-carrier, DSB-
SC) besitzt im Vergleich zur gewohnlichen AM genau diesen Uberzelegeyorteil.

5.4 Zweiseitenband-Amplitudenmodulation ohne Trager (DSB-SC)
5.4.1 DSB-SC im Zeitbereich

Bei einer Zweiseitenband-Amplitudenmodulation ohne Trager (auch: &sgipenband-Amplitudenmodu-
lation mit unterdriicktem Trager) wird dem Nachrichtensignél) vor der Modulation kein zusétzlicher DC-
Anteil beigegeben. Dadurch wird bei einem DC-freien Nachrichteas$idpgs modulierende Signal Abschnitte
mit negativer Amplitude aufweisen. Ohne diese Beigabe eines konstantekfniefls handelt es sich bei
dieser Amplitudenmodulation nur noch um eine simple Multiplikation des Nachrisigieals mit dem nicht-
modulierten Tragersignal:

xpsg(t) = Ac - my(t) - cos(wet) (5.10)

Alternativ zum Cosinus-Trager kénnte das sinusférmige Tragersayd eine beliebige andere Phasenlage
aufweisen. Im Falle eines Sinustragers ergibt sich im Zeitbereich:

xpse(t) = A¢ - my(t) - sin(wet) (5.11)

Da bei DSB-SC die Beigabe eines normierten DC-Anteils entfallt, vereihf&ch bei ihr auch das Block-
schaltbild (hier wieder mit einem Cosinus-Trégersignal):

DSB-SC Modulator

mp(t)

Abbildung 5.16: Blockschaltbild eines Modulators fur Zweiseitenband-ANhe Tréager

Der Einfachheit halber wird im Blockschaltbild die Multiplikation wiederum mit em@&mensionslosen und
normierten Nachrichtensignah,, ()| < 1 und einem ebensolchen lokalen Oszillatpp = cos(w.t) dar-
gestellt. In der Praxis sind diese beiden Signale typischerweise analagegsverlaufe mit wenigen Volt
Amplitude. Ein Leistungsverstarker skaliert anschliessend mit einer YiensigiA. das modulierte Signal
auf eine Amplitude, welche eine geniigend hohe Leistung fir die Sign#iéidpeng aufweist.

Zweiseitenband-Amplitudenmodulation ohne Trager hat im Zeitbereich foégemdoglichen Signalverlauf:

DSB-SC

+ -

+ -

Abbildung 5.17: Zeitlicher Verlauf von Zweiseitenband-AM ohne Trager

Die Hullkurve gibt zwar prinzipiell den Verlauf des Nachrichtensignalg) wieder, doch wird dieser je nach
Vorzeichen vonn(t) auf die positiven oder negativen Spitzenwerte des modulierten Signabitteg.
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Wie schon ausgefiihrt ist die Demodulation ncht mehr so einfach im Zaitharmsetzbar, wie dies flr die
gewohnliche Amplitudenmodulation der Fall war. Um die Demodulation dennockleiitem technischen
Aufwand realisieren zu konnen, helfen einfache Uberlegungen inuErebereich.

5.4.2 DSB-SC im Frequenzbereich

Wie schon bei der gewdhnlichen AM hilft der Modulationssatz der Famaiesformation, das Spektrum von
Zweiseitenband-Amplitudenmodulation ohne Trager zu bestimmen. Da keinrid&ilA&or der Modulation
beigefugt wird, fallt der nicht-modulierte Trageranteil im Vergleich zuw@enlichen AM weg, oder man
kénnte — wie der Name DSB-SC es ausdrickt — sagen, er wird untktdriic

Ap-mn(t) - cos(wet) oo % A (My(w — we) + My (w + we)) (5.12)

Handelte es sich beim nicht-modulierten Trégersignal um einen SinusfTeigibt sich fur die zu den Tréa-
gerfrequenzenrt:f. hin verschobenen Amplitudendichtespektren ein zusétzlicher Faktdrzw. +;. Diese
beiden Faktoren wirken sich aber nur auf das Phasenspektrum defiened Tragers aus.

A mn(t) : Sin(wct) OL % ’ (_] ! Mn(‘*) - wc) +7J- Mn(w + Wc)) (513)

Das Amplitudendichtespektrum von DSB-SC ist im nachfolgenden Grajpineh. = 1 dargestellt.

DSB-SC
IM(W)I' o Xpsp(W
+—+—+—-+—-+t—-t—-+t—-t—-t—t—-F+-F-T-T-—T—Ft—-Ft-—Ft—-tFt—-t+t—-+-+-—+
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Abbildung 5.18: Amplitudendichtespektrum von Zweiseitenband-AM ohnegéra

Fur die Demodulation kann das zur Tragerfrequenz hin verschobenbkrightensignal wieder in sein ur-
springliches Frequenzband zuriickgeschoben werden. Diesra@hematisch sehr einfach mit einer erneu-
ten Multiplikation mit dem nicht-modulierten Tragersignal erfolgen:

2psp(t) - cos(wet) = m(t) - cos®(wet) = %m(t) + %m(t) - cos(2wct) (5.14)

Der resultierende Anteil im Basisband kann von jenem bei der doppelégeifrequen2w,. mit einem an-
spruchslosen Tiefpassfilter einfach getrennt werden.

DSB-SC Modulation System

() Jn ) p Ry or —
m() Xpss(t)

Ym(t)

Abbildung 5.19: Blockschaltbild fir Modulation und Demodulation von Zweitenband-AM ohne Trager
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Die Frequenz des lokalen Oszillaterss(w.t) muss der Empfanger aus dem modulierten Signal zurtickgewin-
nen. Gleichzeitig ist auch wichtig, dass die Phasenlage des lokalen Osgillai®ezug auf das empfangene
Signal nicht verschoben ist.

Wegen dieser Notwendigkeit, dass Frequenz und Phase des lokaiat@szr o = cos(w.t) genau mit
dem Tragersignal des modulierten Empfangssignals Ubereinstimmen najasent, man bei dieser mulipli-
kativen Demodulationsart auch veoharenter Demodulatiobeziehungsweise von einétaharenten Detek-
tor.

Beispiel 1: Phasenabweichung beim koharenten Detektor
Wie wirkt sich ein Phasenfehler im lokalen Oszillator des Demodulators aus?

» Demodulator:
Tosc = COS(wet + )
» Trignonometerie:
cos(a) -cos(B) = 4cos(a+ )+ 5 cos(a—f3)
» Demoduliertes Signal vor Tiefpassfilter:
ymier(t) = m(t) - cos(wet) - cos(wet + ) =
sm(t) - (cos(y) + cos(2wet + ¢))
» Demoduliertes Signal nach Tiefpassfilter:
yre(t) = Fm(t) cos(i)
Liegt eine Phasenverschiebupdm kohéarenten Demodulator vor, so fuhrt dies nach dem Tiefpassfiltemer Abschwéchung des

demodulierten Nachrichtensignals wos(y). Diese Abschwéachung kann fisr= 47 sogar vollstandig sein, d.h. bei einer Phasen-
verschiebung vop = £ 7 verschwindet das Nachrichtensignal am Ausgang des Tiefpassfitiéstandig.

Beispiel 2: Frequenzabweichung beim koharenten Detektor
Wie wirkt sich ein Frequenzfehler im lokalen Oszillator des Demodulat®s® au

» Demodulator:
Zosc = €os((we + Aw)t)
» Im vorhergehenden Beispiel kagn= Awt eingesetzt werden.
» Damit folgt fir das Signal vor dem Tiefpassfilter:
ymier(t) = 2m(t) - (cos(Awt) + cos((2we + Aw)t)
e Und fur das demodulierte Signal nach dem Tiefpassfilter:
yre(t) = 3m(t) cos(Awt)
Liegt eine (Kreis-)Frequenzverschiebuigy im koh&renten Demodulator vor, so fuhrt dies nach dem Tiefpassfilteirer sinus-
formigen Anschwellung und Abschwéachung des demodulierten Sigmalteei zwischenzeitlich das Signal sogar ganz verschwindet.

Zusammengefasst gilt somit: kleinere Phasenabweichungen beim kmabtektor fihren zu Dampfun-
gen, Abweichungen vor90° zur totalen Ausloschung des demodulierten Signals im Basisband. Leichte
Frequenzabweichungen fihren zu stetig wechselnden Phasenladjéiugsern sich als scheinbar instabile
Empfangsverhaltnisse.

5.5 Einseitenband-Amplitudenmodulation (SSB)

Ist das Nachrichtensignah(t) kein komplexwertiges sondern ein ubliches reellwertiges Signal, ist messe
Spektrum gemass den Eigenschaften der Fouriertransformation andglgtiven Frequenzachse konjugiert-
komplex zum Spektrum der positiven Frequenzachse.

Durch diesen Zusammenhang zwischen links- und rechtsseitigem Spekehen auch die beiden Seiten-
bander einer DSB-SC in einer festen Beziehung zueinander: jeweilsiaghge Abstand links und rechts
der Tragerfrequenz sind die Amplitudenanteile identisch, wahrend digeRabweichungen zur Phase des
nicht-modulierten Tragersignals gerade das umgekehrte Vorzeicherigei.

Ist das modulierende Signal einer DSB-SC oder gewohnlichen AM reellyy gibt es also im zweiten Sei-

tenband keine Information Gber den Signalverlauf des Nachrichtensjgvelche nicht schon im ersten Sei-
tenband enthalten wére. Somit kann sehr einfach die Halfte der BandireaseeDSB-SC Signals eingespart
werden, indem nur eines der beiden Seitenb&nder Gbertragen wird.
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Einseitenband-AM hat im Zeitbereich folgenden mdéglichen Signalverlaifiwelchem das obere Seiten-
band weggelassen wurde (wobei im Zeitbereich nicht offensichtlich @thes Seitenband entfernt wurde):

[ L Y R B
-ttt -+ -+ —+—
I
t-t-—t -ttt —+—

Abbildung 5.20: Zeitlicher Verlauf von Einseitenband-AM

Die Hullkurve hat nur noch wenig Ahnlichkeit mit dem Verlauf des NacheaBignalsn(t). Zudem fallt
auf, dass die Momentanfrequenz des Tragersignals nicht mehr koisstahh. bei SSB findet neben einer
Amplituden- auch eine Phasenmodulation des Tragers statt.

5.5.1 Filtermethode

Um ein Einseitenband-Signal zu erzeugen, ist es naheliegend, mit eiapdp&ssfilter nur das obere Sei-
tenband (Englisch: upper sideband, USB) oder nur das untere SaitbiilBnglisch: lower sideband, LSB)
unverandert durchzulassen und das jeweils andere komplett zu eliminiere

Allerdings zeigt sich, dass die Anforderung an die Flankensteilheit asioleben Bandpassfilters sehr hoch
ist: innerhalb eines Bereichs von wenigen Hertz sollte dieses Filter vom ktirdptehlassigen in den kom-
plett sperrenden Bereich tUbergehen. Anzumerken gilt noch, ddsslis®es Filter bei der hohen Frequenz
des Ubertragungsbands oder — im Falle eines mehrstufigen Frequemarsisczumindest bei dessen Zwi-
schenfrequenz befindet. Dadurch gestaltet sich die Implementierurey dégs steilen Filterflanke nochmals
aufwandiger, als dies bei einem Filter im Basisband des NachrichtetsagraFall ware.

5.5.2 Phasenmethode

Eine zweite Moglichkeit, eine Einseitenband-Amplitudenmodulation zu implementibietet die Phasen-
methode, welche in folgendem Blockdiagramm dargestellt ist:

SSB Modulator

m,(t)

Abbildung 5.21: Einseitenband-Modulator mit Phasenmethode

Ein Nachrichtensignah(t) moduliert ein erstes sinusformiges Nachrichtensignal, beispielsweise@isén
nuscos(w,t) und erzeugt so ein DSB-SC Signal. Gleichzeitig wit¢t) mit einem tber seine ganze Bandbrei-
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te reichenden Quadraturfilter frequenzabhangig um jev@eiisverzogert, was zur Hilbert-Transformierten
m(t) des Nachrichtensignais(t) fuhrt. Diese Hilbert-Transformierte moduliert den zum ersten Trageabign
orthogonalen Trager, in diesem Beispiel somit den Siwsv.t) zu einem zweiten DSB-SC Signal.

Die beiden Zweiseitenband-AM Signale sind sich sehr &hnlich und besitzkaesondere dasselbe Betrags-
spektrum. In Bezug auf die Phase der beiden DSB-SC Signale sind&hdicke Frequenzkomponenten

oberhalb der Tragerfrequenz (d.h. fir] > 27 f.) zueinander un80° gedreht, d.h. sie haben ein unter-
schiedliches Vorzeichen. Dadurch werden bei einer Addition der bé&&B-SC Signale die Amplituden des

oberen Seitenbands ausgeldscht und im unteren Seitenband gedujgedt. Bei einer Subtraktion kompen-

sieren sich die Amplituden des unteren Seitenbands zu Null und es weejlemgen des oberen Seitenbands
verdoppelt.

Dieser Sachverhalt kann mit Hilfe der Eigenschaften der Fouriersemstion sehr einfach nachgewiesen
werden:

Hilberttransformation im Frequenzbereichm () oL e —jsgn(w) - M(w)

Modulationssatz fur Sinus-Tragersignal: m(t) - sin(wct) oL e %M(w —we) — zijM(w + we)

Far einen mit dem Hilbert-transformierten Nachrichtensigh&) modulierten Sinus ergibt sich somit:

m(t) - sin(wet) ol e —Zsgn(w — we) - M(w — we) + 3 sgn(w + we) M (w + we)
Bis auf das Vorzeichen im ersten Term und die beiden Vorzeichenfungttign () ist dieses Spektrum aber
mit der Fouriertransformierten van(t) - cos(w.t) identisch:

Modulationssatz fur Cosinus-Tragersignakbn(t) - cos(wet) ol e M (w— we) + M (w + we)

Auf der positiven Frequenzachse werden durch das negativeigben alle Spektralanteile negiert, ausser fur
den Bereichv < w,, wo die Signumfunktion das negative Vorzeichen gerade wieder aufebder negati-
ven Frequenzachse findet keine Negation statt, ausser fir dentBereic-w., wo durch die Signumfunktion
ein negatives Vorzeichen resultiert. Insgesamt ergibt sich somit tatdéchiich Addition bzw. Subtraktion
der beiden modulierten orthogonalen Tréagersignale nur noch das baterebere Seitenband.

Das Amplitudendichtespektrum von SSB ist in Abbildub@?2 fur eine Trageramplitudel. = 1 darge-
stellt, einmal fiir eine Ubertragung des oberen und einmal des unterentBeitts.

Ein breitbandiges Quadraturfilter kann aufgrund der Kausalitat nuoajpiert werden und ist auch so mit
einigem Implementierungsaufwand verbunden. Bei der Phasenmetaondelieses Filter aber im Basisband
realisiert werden, d.h. typischerweise in einem viel tieferen Freqeseidh als die Zwischenfrequenz oder
sogar das Ubertragungsband. Damit bietet sich auch eine digitale Implemegtier Hilberttranformati-
on mit einem schnellen Prozessor, DSP oder FPGA an, speziell nattalich @enn das Nachrichtensignal
sowieso schon in digitaler Form vorliegen sollte.
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Abbildung 5.22: Amplitudendichtespektrum von Einseitenband-AM: oberas.lunteres Seitenband

5.5.3 Demodulation einer SSB

Die Demodulation eines Einseitenband AM Signals kann prinzipiell sehr éimfeiceinem koharenten Pro-
duktdemodulator vollzogen werden, welcher durch die Multiplikation mit denaltok Oszillatorz o =
cos(w.t) das Ubertragungsband ins Basisband zuriickschiebt. Die zur doppeigerfrequenz geschobenen
Anteile werden dabei durch ein einfaches Tiefpassfilter eliminiert.

SSB Modulation System

m,(t)

LPF b——>
Ym(t)

Abbildung 5.23: Blockschaltbild fir Modulation und Demodulation von Eiiteaband-AM

Da bei einer SSB nur ein Seitenband vorhanden ist, kommt es im Basisbakelrer Uberlappung der
Anteile, welche einerseits vom Ubertragungsband der positiven Fregdese und andererseits vom Uber-
tragungsband der negativen Frequenzachse ins Basisbandgestickben werden. Somit ist in Bezug auf
die Amplitude eine koharente Phase nicht zwingend erforderlich, do&h sigh eine Phasenabweichung des
lokalen Oszillators als Phasendrehung samtlicher Spektralanteile im BakelmrSo wirde bei der Demo-
dulation mit einem Sinus die Hilberttransformiertgt) anstatt das urspringliche Nachrichtensigmat)
empfangen. Spielt — wie bei Audiosignalen — das Phasenspektrum déartgsgignals nur eine untergeord-
nete Rolle, kann auf eine Phasensynchronisation des lokalen Oszillatmigch verzichtet werden.

Allerdings ist im Vergleich zur Zweiseitenband-AM die Rickgewinnung ktarekten Frequenz und Pha-
se des Tragersignals ohne zuséatzliche Massnahmen (wie zum BeispB#idgabe von nicht-moduliertem
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Trageranteil) nicht durchfthrbar.

5.6 Restseitenband-Amplitudenmodulation (VSB)

Auch bei der Restseitenband-Amplitudenmodulation (Englisch: vestigialbsidd amplitude modulation,
VSB) soll nicht das ganze Doppelseitenband Ubertragen werdengdegtechnische Implementierung auf
Kosten von etwas mehr Bandbreite einfach gehalten werden.

Bei der Restseitenband-Amplitudenmodulation wird wiederum die Filtermetherdeendet. Das dafur ver-
wendete Bandpassfilter (bei der Tragerfrequenz oder bei einscA@nfrequenz) lasst das eine Seitenband
mit voller Bandbreite durch, das zweite Seitenband mit typischerweise eiretel\der Bandbreite, angren-
zend an das erste Seitenband.

Der Ubergang vom Durchlass- zum Sperrbereich muss wegen didsarigen Ubertragung des zweiten
Seitenbands keine steile Flanke aufweisen. Zudem wird das Bandpassitiliorteil (vgl. unten) auch das
mit voller Bandbreite Ubertragene Seitenband in der N&he der Trageefe leicht dampfen.

Der Sender kénnte mit dem Bandpassfilters ausschliesslich die Beggedea Ubertragungsbands verfol-
gen, wofur irgend ein beliebiges Bandpassfilter mit gewiinschtem Dsszhland Sperrbereich ausreichen
wirde. Er kann aber auch durch die Wahl eines geeigneten Filters agiEger die Demodulation erleich-

tern, wie gleich gezeigt wird.

Bei der koharenten Demodulation werden die Anteile des Ubertragundsizauf der negativen Frequen-
zachse und jene auf der positiven Frequenzachse im Basisbamdmasgefuhrt. Im Gegensatz zur SSB
Modulation fiihrt dies zu einer Uberlappung der beiden Anteile im Baststiese ist nicht vollstandig, wie
bei DSB-SC sondern vollzieht sich nur im Bereich des zurlckvetsaien Restseitenbands. Ziel sollte es
nun sein, dass sich diese Uberlagerten Anteile von zurtickgeschbstseitenband und dem Seitenband mit
voller Bandbreite gerade wieder zum urspringleichen Spektrum dewislatensignall/ (w) ergéanzen.

Erreicht werden kann das durch ein Bandpassfilter mit Bandbieite 1.25 - B,,, = 1.25 - “2’—;1 welches

bei der Tragerfrequenz eine in Bezug auf die Amplitude sogenannsymtinetrische Filterflanke aufweist,
bei welcher im gleichen Abstand vay. im Restseitenband gerade soviel Amplitudenanteil durchgelassen
wird, wie im Band mit voller Bandbreite gedampft wurde. In der nachfaligenGleichung ist dies besonders
kompakt notiert, unter Einbezug beider (der positiven und negativieguEnzachsen:

H(w— w.) + H(w — w.) = constant 0<w<wn (5.15)

5.7 Quadraturamplitudenmodulation (QAM)

Bei der Demodulation einer DSB-SC mit dem koharenten Detektor wurtigefasllt, dass Phasenabweichun-
gen zwischen dem Tragersignal des Senders und dem lokalen Osd#atBmpfangers zu einer Dampfung
des demodulierten Signals fuhren, die im Falle 90f Abweichung sogar vollstandig ist: die Anteile vom
Ubertragungsband auf der positiven und negativen Frequergaskihe ins Basisband zuriickgeschoben
werden, l6schen sich dann dort gerade gegenseitig aus.

Der Nachteil dieser Ausléschung er6ffnet nun aber auch eine Zigb@taMoglichkeit des Multiplexings:
bei einer Phasenverschiebung des lokalen Oszillatorsven= 90° ist der Empfanger grundsatzlich in der
Lage, ein zweites Tragersignak(t) = cos(w.t + v2) mit gleicher Tragerfrequeng. = 5< aber Phasenlage
w9 (Mit o # k - w, k ganzzahlig) storungsfrei zu empfangen.

Fur ein Multiplexing muss es fir dieses zweite Tragersignal aber ebeailaisPhasenlage des lokalen Os-
zZillators geben, wo dessen Empfang verstummt, das erste Tragersignal ghter Qualitat vorliegt. Dies ist
beipLo2 = 2 + 5 der Fall.
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Weitere Tragersignale mit gleicher Frequenz aber zusatzlichen Phgaenthe unabhangig von den ersten
beiden empfangen werden kénnen, lassen sich nicht mehr gleichzeittgaiglea, da es keip, (mit weiter-
hin oo # k - ) gibt, bei welchem die ersten beiden Tragersignale im Empfanger gemeuggatummen.

Somit soll p, so gewahlt werden, dass bei der Nullstelle des einen empfangenenidisamsignals das
andere jeweils gerade mit maximaler Empfangsamplitude vorliegt. Dies ist bebriivegonalen Tragersi-
gnalen der Fall, d.h. einer Phasendifferenz ygn= 5 bzw. im einfachsten Beispiel bei einem Cosinustrager
xc1(t) = cos(wet) und einem Sinustraget.,(t) = sin(wet).

Beim modulierenden Signah, (¢) des Cosinus-Tragers handelt es sich dabei um das sogenanritase-P
Signal oder I-Signal, beim modulierenden Signal(t) des Sinus-Tragers um das Quadratur-Signal oder
Q-Signal.

Dies ergibt folgendes Blockschaltbild fir den QAM-Modulator:

Quadrature Amplitude Modulator

R
m;(t)
cos(w,t)
)
O— >
2 fl Xaam(t)
/{\sin(wct)
my(t) =Q</

Abbildung 5.24: Blockschaltbild fur einen QAM-Modulator

Das In-Phase-Signah; () kann aus dem QAM-modulierten Tragersignalav () wie bei einer DSB-SC
mit einem koharenten Demodulator empfangen werden, welcher phasénsy zum Cosinus-Tragersignal
ist. Der Empfanger multipliziert somit zuerst das QAM-Signal mib1(t) = cos(w.t) und eliminiert mit
einem anschliessenden Tiefpassfiltgs| | alle Signalanteile bei der doppelten Tragerfrequenz:

yi(t) = Tiplrgam(t) - cos(wet)]
= Tip [my(t) - cos?(wet) + mo(t) - sin(wet) - cos(wet)]
= Tip [ma(t) - 5 (1 + cos(2wet)) + ma(t) - & sin(2wet)]
— 1
= gma(t)
Fur den Empfang des Quadratursignalg(t) muss der Demodulator koharent zum Sinus-Tragersignal sein,
d.h. die Multiplikation erfolgt mitz; o2(t) = sin(wet):

y2(t) = Tip[zqam(t) - sin(wet)]
= Tip [mi(t) - cos(wet) - sin(wet) 4+ mo(t) - sin?(wet)]
= Tip [ma(t) - §sin(2wet) + ma(t) - 3 (1 — cos(2wet))]
= %mz(t)

Dies ist im nachfolgenden Blockdiagramm eines gesamten QAM-Systenestizliy
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Quadrature Amplitude Modulation System

m,(t)

ym1 (t)

————>
ym2(t)

my(t)

Abbildung 5.25: Blockschaltbild fur Modulation und Demodulation von Quatiramplitudenmodulation
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5.8 Winkelmodulationsarten

Als weiterer Parameter, um ein sinusformiges Tragersigpak A. - cos(w.t + ) zu modulieren, bietet
sich neben der Amplituddl. auch der Phasenwinkel oder die momentane Frequenzabweich%&tﬁgan.
John Carson hat allerdings schon 1922 erkannt, dass die Ubegramas winkelmodulierten Signals im
Vergleich zu einem amplitudenmodulierten Signal mehr Bandbreite beahsgfijicWegen dieses offen-
sichtlichen Nachteils war sein praktisches Interesse an der Winkelmodualib@echen.

Erst im Jahre 1935 zeigte Edwin Armstrong, dass Winkelmodulation im VehgiricAmplitudenmodula-
tion auch einen ganz gewichtigen Vorteil besitzt: mit Hilfe der zusatzlichemBaite erzielen diese Signale
eine hohere Storfestigkeit, d.h. man kann bei gleicher SendeleistungidienRée des Senders erhéhen oder
bei vorgegebener Reichweite die Sendeleistung reduzieren.

Bei der Phasenmodulation (Englisch: phase modulation, PM) erzeuitatdsichtensignatn(¢) eine Pha-
senabweichung(t) des modulierten Tragersignals im Vergleich zum nicht-modulierten TrageistJro-
portional zum Nachrichtensignat(¢) durch eine Skalierung mit der Phasenhubkonstanten (Englisch: phase
deviation constantk, [rad, welche die Amplitude des Nachrichtensignals auf die Phasenabweiclesng d
modulierten Tragersignals abbildet{t) = k, - m(t). Damit ergibt sich fiir das phasenmodulierte Tragersi-
gnal:

xpm(t) = Ae - cos (wet + ky - m(t)) (5.16)

Die modulierte Phase(t) verandert dabei auch die Momentanfrequenz (Englisch: instantafieouency)
fi = 5=, welche wie folgt berechnet wird:

wilt) = we + —— (5.17)

Bei der Frequenzmodulation (Englisch: frequency modulation, FM) istAthereichung der momentanen
Kreisfrequenzv; von der Tragerkreisfrequenz. proportional zum Nachrichtensignai(t). Sie ergibt sich,
indemm (t) mit der (Kreis-)Frequenzhubkonstanten (Englisch: frequency tieniaonstant): ¢ [rad/s| ska-
liert wird: w;(t) = we + ky - m(t). Diese sich zeitlich verandernde Abweichung von der Kreisfrequenz
verursacht gleichzeitig auch Schwankungen der Phése welche wie folgt berechnet wird:

t t

o(t) = /wi(T)—wC dT—/kf-m(t) dr (5.18)

Somit ergibt sich fuir das frequenzmodulierte Tragersignal:

t
xEM(t) = Ac - cos | wet + ky / m(T) dr (5.19)

Die Phasep(t) hat dabei einen kontinuierlichen Verlauf, d.h. das FM-modulierte Sigaalt) weist keine
Stellen auf, wo sich die Phase sprunghaft &ndert. Aus diesem Gruictitaman bei frequenzmodulierten
Signalen — speziell auch bei digitalen FM-Signalen — von einer Modulationantirkuierlicher Phase (Eng-
lisch: continuous phase modulation).

Wie aus diesen Ausfihrungen hervorgeht, sind Phasenmodulatiorreqaehzmodulation aquivalente Mo-
dulationsverfahren. Beide variieren sowohl die Phasgie auch die Momentanfrequenz. Dadurch kann
man leider nicht — wie vielleicht erhofft — je mit einem eigenen Nachrichteasigin gemeinsames Tragersi-
gnal unabhéangig PM- und FM-modulieren, ohne dass sich diese Modwdatfir den Empfanger untrennbar
vermischen wurden.
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Aus vorhergehenden Formeln sind auch nachfolgende Aquivaldr@eier technischen Umsetzung der Win-
kelmodulation sofort ersichtlich. Ein FM-Modulator kann mit Hilfe eines PMeMlators realisiert werden,
wenn das Nachrichtensignal vor der Phasenmodulation integriert @hiérskvird. Entsprechend kann ein
FM-Demodulator mit einem PM-Demodulator realisiert werden, wenn nacibemodulation — neben zu-
satzlich korrekter Skalierung — eine Differentiation durchgefihrt wird.

Weiter kann auch eine PM-Modulation durch eine Differentiation und eiserdiessende FM-Modulation,
ein PM-Demodulator durch einen FM-Demodulator mit anschliessenderatitag ersetzt werden.

Um die mathematische Behandlung der nicht-linearen Winkelmodulation etwaskiirzen, ist es aufgrund
dieser Aquivalenzen gerechtfertigt, dass PM und FM gemeinsam belhavetden. Jeweils vor der Modu-
lation bzw. nach der Demodulation kann dann noch eine Differentiationlaotigration durchgefihrt wird,
um von der einen Modulationsart zur anderen zu gelangen.

Wie schon bei der Amplitudenmodulation kann das Tragersignal in zwei lexaBchwingungen aufge-
teilt werden, welche sich mit der Kreisfrequefiz. bzw. —w. um den Ursprung drehen. Sie sind unter der
Annahme vonA,. = 1 als schwarze Vektoren in der nachfolgenden komplexen Ebene eiclgeze

A

t————t——— - =~
I Angle Modulation ~
| | -

-

Abbildung 5.26: Zeigerdiagramm eines winkelmodulierten Tragersignals

Addiert ergeben die beiden komplexwertigen Zeiger den rot dargesteditaar, welcher auch bei Winkelm-
odulation immer reellwertig ist und dessen Amplitude gerade die Cosinussgimgn.(t) = A. - cos(w.t)
des nicht-modulierten Tragers vollzieht.

Wird nun der Winkel oder die Momentanfrequenz des Tragersignalsiémien eher langsam) moduliert,
addiert bzw. subtrahiert sich dieser Winkel zur Position der beiden komprtigen Zeiger synchron. Dies
ist mit den beiden blauen, gerkrimmten Pfeilen angedeutet. Fir die casimigg Bewegung des roten
summierten Vektors muss dies nicht als Amplitudenanderung interpretieremesdndern vielmehr als ein
zeitlicher Vorsprung oder Rickstand der Schwingung im Vergleich zietmt-modulierten Cosinus-Trager.
Dies ist mit dem blauen, geraden Doppelpfeil angedeutet.

5.9 Winkelmodulation im Frequenzbereich

Ein winkelmoduliertes PM- oder FM-Signal, (t) kann wie folgt als Realteil einer komplexen Schwingung
notiert werden:
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zom(t) = Ac - R [eﬂwctwt”} (5.20)

Dieser Ausdruck kann mit Hilfe der Reihenentwicklung fiir den zeitvariafeasenterra’#(*) weiter um-
geformt werden:

LR [eleet i)
. 2 3 n
o R et (14 jio(t) - S — jef 4 jrenfd
. 2 e o
¢ cos(wet) - R |1+ jo(t) — “02(0 — ]‘PS—?) +... —&-]”@Tgt) — (5.21)

!
o sin(wet) - S 14 jop(t) — S0 — e 4y jnet@)
¢ [cos(wct) — (t) - sin(w.t) — 902251?) cos(wet) + “Ozgt) sin(wet) + .. }

Tom(t)

Il
S S e N NS

Folgende Aussagen kénnen aufgrund der letzten Zeile dieser Umfortitnenglas Spektrum eines PM- oder
FM-Signals gemacht werden:

* Der allererste Term erzeugt einen nicht-modulierten Trégeradtgilcos(w.t).

* Der zweite Term entspricht einer DSB-SC mit einem Sinustrage(t) - A. - sin(w.t).

* Auch die nachfolgenden Terme sind DSB-SC auf Cosinus- oder Sagestr gleicher Frequerz.

e Inder Summe aller Terme l6schen sich modulierte und nicht-modulierte Tridigidesauch wieder aus.
» Die modulierenden Faktoren sind ab dem dritten Term ausgepragt niehtdirusdriicke von(t).

* Diese Nicht-Linearitat erhoht die Bandbreite dieser modulierenden feakim Vergleich zup(t).

+ Die Terme werden ab ca. jener n-ten Potefizt) schnell irrelevant, wa > max(¢(t)) gilt.

Eine dusserst vorsichtige Schatzung der Bandbreite des winkelmoduliégteals kann mit diesen Aussagen
zusatzlich noch erfolgen. Da die Multiplikation im Zeitbereich einer Faltung ieg&enzbereich entspricht,
ergibt sich fir jeden modulierendesr? (¢)-Terms gerade eine maximale Bandbréie, = n - B,,, Da jeder
Term einer DSB-SC entspricht, wird flr jeden Term jeweils die Bandbreisendodulierendep™(¢) noch
verdoppelt.

In Bezug aufp(t) wird insgesamt fur das winkelmodulierte Signal also nicht nur einfach eieguenz-
verschiebung zur Tragerfrequenizf. = +%< durchgefihrt. Stattdessen wiggt) vor dieser Verschiebung
bei der jeweiligen Potenzierung®(t) ausgepragt nicht-linear verformt Daher spricht man bei PM oder FM
auch von einer nicht-linearen oder exponentiellen Modulation.

Diese starken Nicht-Linearitaten verunmdaglichen es aber, eine analyti$shmg fur das PM- bzw. FM-
Spektrum von beliebigen modulierenden Nachrichtensignadér) zu finden. Fir die Berechnung solcher
Spektren muss man sich auf numerische Lésungen beschranken. @ezdl&ille sollen dennoch weiter-
verfolgt werden: einerseits die Kleinhubwinkelmodulation (Englisch:avépand angle modulation) und, als
einziger Vertreter einer Grosshubwinkelmodulation (Englisch: widebaglkkanodulation), ein Eintonsignal,
d.h. ein sinusférmig moduliertes FM- oder PM-Signal.

5.9.1 Kleinhubsignale
Die ldee bei einem Kleinhubsignal bzw. bei der Kleinhubwinkelmodulatiestdht darin, die Aussteuerung
des Winkelsp so klein zu halten, dass die nicht-linearen Terme 6t) in der Reihenentwicklung im Ver-

gleich zum linearen Term verschwindend klein bleiben, @gﬁ,)ﬂ << |p(t)|. Dies ist ungeféhr so lange der
Fall, wie p(t) < 0.2 rad gilt, d.h. bei einer maximalen Phasenabweichung von ca. 10 bis 12 Grad
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Die Reihenentwicklung kann dann in guter Naherung nach dem linearemal®ebrochen werden:

NBoM (1) = Ac - cos(wet) — Ac - (1) - sin(wct) (5.22)

Oder separiert fir Phasen- und Frequenzmodulation:

xnpMm(t) = Ae - cos(wet) — Ae - kp - m(t) - sin(wet) (5.23)

t
xnBrM(t) = Ae - cos(wet) — A - k- / m(7) dr - sin(w,t) (5.24)

Der Vergleich mit gewohnlicher AM dréngt sich bei einem winkelmoduliertdairkubsignal auf. Wie
bei gewohnlicher AM besteht das Kleinhubsignal zur Hauptsache emsnicht-modulierten Trageranteil
A, - cos(w.t), welcher keine Information tragt und beim Empfanger weggefiltert wies Bachrichtensignal
m(t) vollzieht zusétzlich noch eine Zweiseitenband-Amplitudenmodulation, allesdiiedpt in gleicher Pha-
senlage wie der nicht-modulierte Trageranteil, sondern orthogonal zerdjeauf dem Sinustragersignal mit
negativem Vorzeichen.

Mit einer maximalen Aussteuerung von ungeféhkax < 0.2 rad kann wie bei der gewohnlichen AM
die Leistungseffizienz) berechnet werden, welche beschreibt, welcher Anteil der gesamiefel8stung
fur die Demodulation des Nachrichtensignals genutzt werden kann.tSetbhs ein kleiner Scheitelfaktor

C = Lﬂ—;’; = /2 eines modulierenden Sinussignals angenommen wird, bleibt die Leistunigseffbei

einem bescheidenen Wert van< 2%. Bei realen Nachrichtensignalen mit einem in der Regel héherem
Scheitelfaktoi”' sinkt diese tiefe Leistungseffizienz der Kleinhubwinkelmodulation noch weite

Eine verbesserte Empfangsqualitat im Vergleich zur Amplitudenmodulation kanKleinhub PM- oder
FM-Signalen somit nicht erzielt werden, Dies darf erst erwartet wendenn eine Grosshubwinkelmodula-
tion durchgeflhrt wird, was im Modul Nachrichtentechnik 2 noch azéggt wird.

5.9.2 Grosshubsignal

Bei einem Grosshubsignal kdnnen die nicht-linearen Termexomicht mehr vernachléassigt werden. Durch
die nicht-linearen Terme entstehen neue Frequenzkomponenten, wiel@endbreite des modulierten PM-
oder FM-Signals erhéht. Durch die Nicht-Linearitaten ist zudem eine kktagaalytische Bestimmung des
Spektrums fur beliebige Nachrichtensignalét) nicht mehr durchfuhrbar.

Weiter ist auch der Uberlagerungssatz nicht mehr giiltig und selbst ealeiSkg des Nachrichtensignals
hat im Spektrum des winkelmodulierten Signals ausgepragt nicht-lineaé@dé&rungen zur Folge, was das
intuitive Verstandnis fur den Frequenzbereich winkelmodulierter Sigrdiestark erschwert.

Far Eintonsignale, d.h. sinusférmig modulierte PM- und FM-Signale, sollSgektrum bei Grosshubwin-
kelmodulation dennoch bestimmt werden, da diese Signale in der Praxis tsigiake oft verwendet werden
und das Spektrum Rickschlisse auf die bei der Modulation verweRtietsenhubkonstantg, bzw. Fre-
quenzhubkonstantey erlaubt.

Um das Spektrum fir PM und FM gemeinsam berechnen zu kénnenemdid modulierenden Nachrich-
tensignalenpm(t) bzw. mem(t) unterschiedlich angesetzt:

mpm(t) = Ay, - sin(wpt) (5.25)
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mem(t) = Ay, - cos(wimt) (5.26)

Mit diesen Nachrichtensignalen kann die Phase des modulierten Tragersignals sofort bestimmt werden,
bei PM durch eine einfach Skalierung mit der Phasenhubkonstaptdrei FM mit der Frequenzhubkon-
stantent; und anschliessender Integration, wodurch aus dem frequenzmedalésr Cosinus ebenfalls ein
phasenmodulierender Sinus wird:

wpm(t) = kp - Ap, - sin(wimt) (5.27)
1
orm(t) = kyp - Ap, - o sin(wp,t) (5.28)

Die Phase verandert sich fur PM und FM sinusférmig mit einer maximale Rabaeichung’, welche sich
— zur Unterscheidung nachfolgend einmalig @& bzw. Spm bezeichnet — wie folgt berechnet:

/BPM = kp : Am (529)
ki A,
B = (5.30)

Diese maximale Phasenabweichyhgird auch als Modulationsgrad (Englisch: modulation index) der Win-
kelmodulation bezeichnet, ist aber nur fir Eintonsignale, d.h. sinusférmiyiecte PM- und FM-Signale
definiert. Die Unterscheidung vafpy und Sgy in den vorhergehenden Formeln soll nur unterstreichen, dass
der Modulationsgrad fur PM und FM unterschiedlich berechnet wira@llen nachfolgenden Formeln wird
zusammengefasst nur noch ein einzigeserwendet. Fur diesen allgemeinen Modulationsgtaduss dann

aber jeweils die Formel fiBpy bzw. Spm verwendet werden, je nachdem ob eine Phasen- oder Frequenzmo-
dulation vorliegt.

Mit dieser maximalen Phasenabweichuhgann das winkelmodulierte Eintonsignal wie folgt umgeschrie-
ben werden:

rstam(t) = A - R [ej(wctﬂa(t))} — AR [ejwct . piBsin(@m (1)) (5.31)

Der erste Terme/~<t wird mit Hilfe des Frequenzverschiebungssatzes der Fouriertramsfion (bzw. des
Modulationssatzes aufgrund der Realteilbildung) verrechnet. Der zTagitee’? si*(«m?) jst das modulieren-
de Signal. Da das Argument der Exponentialfunktisin (v,,,t)) ein periodisches Signal ist und somit nach
jeder Periodendaudr die gleichen wiederkehrenden Werte erzeugt, besitzt auch die komptexaéntial-
funktion e/ sin(wnt) die gleiche Periodizitat und kann als periodisches Signal mit Hilfe eineri¢teReihe
ausgedrickt werden.

Die Berechnung der Fourier-Koeffizienten ist aufwandig und sollignt durchgefihrt werden. Stattdessen
wird das Ergebnis gleich hingeschrieben und anschliessend erlautert.

rstom(t) = Ac - Y Jn(B) - cos ((we + nwnm)t) (5.32)

Bei J,,(3) handelt es sich um Besselfunktionen erster Art und n-ter Ordnungichhwie Exponentialfunk-
tionen oder sinusférmige Funktionen werden auch Besselfunktioneh éime Reihenentwicklungen defi-
niert. Ein wichtiges Anwendungsgebiet fir Besselfunktionen sind [&ifféalgleichungen zweiter Ordnung.
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Die Besselfunktionen bilden die Koeffizienten flir die Cosinussignale heddei der Tragerfrequerfg = 5¢
sowie in einem linken und rechten Seitenband im Rasterfypr- 5= auftreten. In Abbildund.27sind die
Besselfunktionen fiir positive Ordnumgmit 0 < n < 19 undg < 15 dargestellt.

‘1777‘177777777777‘1777!"‘]"(3)'77‘17777777T777T7777777T777‘17777777777777777777777777777

n=0,10
n=1,11
n=212

L |

n=515
n=6,16
n=7,17 ¢ N
n=8,18 / \

Abbildung 5.27: Besselfunktionen erster Art und n-ter Ordnung

Fur Besselfunktionen mit negativer Ordnung gilt folgende Beziehung im Vergleich zu den Besselfunktio-
nen mit positiver Ordnung:

Jon(B) = (=1)" - Jn(B) = Ju(=5) (5.33)

Zur lllustration wurde in Abbildund.27 auch ein Abschnitt vow,,(—3) dargestellt. Man erkennt daraus,
dass fur gerade Ordnungerdie Besselfunktion erster Art eine gerade Funktion ist (d.t—03) = J,.(5))
und damitJ_,(5) = J,(B) gilt. Fir ungerade Ordnungenist die Besselfunktion erster Art eine ugnerade
Funktion (d.h.J,,(—3) = —Jn(5)), womit gleichzeitig_,,(5) = —J,(3) gilt.

Unabhéangig vorp ergibt weiter die Summe aller quadrierten Besselkoeffizietitgrs):

i JaB) =1 (5.34)

n=—oo

Berechnet man die Leistung eines FM-Signals mit Hilfe des Satzes vornv®afetgt dank dieser Summen-
formel sofort, dass das winkelmodulierte Eintonsignal dieselbe Leistuivgesi wie der nicht-modulierte
Trager, d.hP = %3. Mit sehr guter Naherung trifft dies auch fir FM- und PM-Signale zelclve mit einem

beliebigen Nachrichtensignal(¢) moduliert wurden.

Als weitere Eigenschaft (im Rahmen des Moduls Nachrichtentechnik altgrdion untergeordneter Bedeu-
tung) existiert folgende Rekursionsformel:

Jusr(B) + Jur(B) = Zﬁ”w) (5.35)

Die graphische Darstellung der Besselfunktionen kann im Hinblick aufelin&dulierte Eintonsignale wie
folgt interpretiert werden: bei kleine, das heisst kleiner maximalen Phasenabweichung, wie sie bei Klein-
hubmodulation vorliegt, besteht das Spektrum des winkelmodulierten Eintahsigauptsachlich aus einem
grossen Trageranteih(= 0) sowie zwei Seitenlinien{ = +1). Alle anderen Seitenlinierjs¢| > 1) haben
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zwar auch schon Koeffizienteh,(/5) > 0 sind aber in Bezug auf ihnren Amplitudenanteil und somit erst recht
auch ihrer Leistung vernachlassigbar klein.

Theoretisch besitzt somit ein winkelmoduliertes Eintonsignal schon beikéghen maximalen Phasenab-
weichungerns < 0.2 rad ein Spektrum mit unendlich grosser Bandbreite, doch kdnnen biehilesignalen
in praktischer Hinsicht sémtliche Koeffizienten mit > 1 vernachlassigt werden.

Bei grosser werdender maximalen Phasenabweicliuagrd der nicht-modulierte Trageranteil (Ordnung
n = 0) immer kleiner, hat zwischenzeitlich bgi ~ 2.4 den Wert Null, steigt dann mit negativem Vorzei-
chen wieder an und oszilliert anschliessend mit zunhemerttdabklingend weiter. Zugleich steigt die erste
Seitenlinie (Ordnung, = 1) mit grésser werdenderi bis zu einem Maximum be# ~ 2 rad an, um dann
ebenfalls oszillierend abzuklingen. Je grésser der Modulationgtvedd, umso mehr Seitenlinien im Spek-
trum kommen mit relevanten Amplituden zum Vorschein.

In der nachfolgenden Tabelle sind die Koeffizientenanteile von Trafyés{) und Seitenlinien flr verschie-
dene Werte des Modulationsgradeaufgefiihrt.

B Jo(B) J1(B) J2(B) J3(8) Ja(B) J5(8) Js(B) | J2(B) | Js(B) | Je(B) | J10(B)
0.0 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.1 0.9975 0.0499 0.0012 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.2 0.9900 0.0995 0.0050 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.3 0.9776 0.1483 0.0112 0.0006 0.0000 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.4 0.9604 0.1960 0.0197 0.0013 0.0001 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.5 0.9385 0.2423 0.0306 0.0026 0.0002 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.6 0.9120 0.2867 0.0437 0.0044 0.0003 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.7 0.8812 0.3290 0.0588 0.0069 0.0006 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.8 0.8463 0.3688 0.0758 0.0102 0.0010 0.0001 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.9 0.8075 0.4059 0.0946 0.0144 0.0016 0.0001 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
1.0 0.7652 0.4401 0.1149 0.0196 0.0025 0.0002 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
1.2 0.6711 0.4983 0.1593 0.0329 0.0050 0.0006 0.0001 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
1.4 0.5669 0.5419 0.2074 0.0505 0.0091 0.0013 0.0002 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
1.6 0.4554 0.5699 0.2570 0.0725 0.0150 0.0025 0.0003 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
1.8 0.3400 0.5815 0.3061 0.0988 0.0232 0.0043 0.0007 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
2.0 0.2239 0.5767 0.3528 0.1289 0.0340 0.0070 0.0012 | 0.0002 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
2.2 0.1104 0.5560 0.3951 0.1623 0.0476 0.0109 0.0021 | 0.0003 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
2.4 0.0025 0.5202 0.4310 0.1981 0.0643 0.0162 0.0034 | 0.0006 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000
2.6 | —0.0968 0.4708 0.4590 0.2353 0.0840 0.0232 0.0052 | 0.0010 | 0.0002 | 0.0000 | 0.0000
2.8 | —0.1850 0.4097 0.4777 0.2727 0.1067 0.0321 0.0079 | 0.0016 | 0.0003 | 0.0000 | 0.0000
3.0 | —0.2601 0.3391 0.4861 0.3091 0.1320 0.0430 0.0114 | 0.0025 | 0.0005 | 0.0001 | 0.0000
3.5 | —0.3801 0.1374 0.4586 0.3868 0.2044 0.0804 0.0254 | 0.0067 | 0.0015 | 0.0003 | 0.0001
4.0 | —0.3971 | —0.0660 0.3641 0.4302 0.2811 0.1321 0.0491 | 0.0152 | 0.0040 | 0.0009 | 0.0002
4.5 | —0.3205 | —0.2311 0.2178 0.4247 0.3484 0.1947 0.0843 | 0.0300 | 0.0091 | 0.0024 | 0.0006
5.0 | —0.1776 | —0.3276 0.0466 0.3648 0.3912 0.2611 0.1310 | 0.0534 | 0.0184 | 0.0055 | 0.0015
5.5 | —0.0068 | —0.3414 | —0.1173 0.2561 0.3967 0.3209 0.1868 | 0.0866 | 0.0337 | 0.0113 | 0.0034
6.0 0.1506 | —0.2767 | —0.2429 0.1148 0.3576 0.3621 0.2458 | 0.1296 | 0.0565 | 0.0212 | 0.0070
6.5 0.2601 | —0.1538 | —0.3074 | —0.0353 0.2748 0.3736 0.2999 | 0.1801 | 0.0880 | 0.0366 | 0.0133
7.0 0.3001 | —0.0047 | —0.3014 | —0.1676 0.1578 0.3479 0.3392 | 0.2336 | 0.1280 | 0.0589 | 0.0235
7.5 0.2663 0.1352 | —0.2303 | —0.2581 0.0238 0.2835 0.3541 | 0.2832 | 0.1744 | 0.08%9 | 0.0390
8.0 0.1717 0.2346 | —0.1130 | —0.2911 | —0.1054 0.1858 0.3376 | 0.3206 | 0.2235 | 0.1263 | 0.0608
8.5 0.0419 0.2731 0.0223 | —0.2626 | —0.2077 0.0671 0.2867 | 0.3376 | 0.2694 | 0.1694 | 0.0894
9.0 | —0.0903 0.2453 0.1448 | —0.1809 | —0.2655 | —0.0550 0.2043 | 0.3275 | 0.3051 | 0.2149 | 0.1247
9.5 | —0.1939 0.1613 0.2279 | —0.0653 | —0.2691 | —0.1613 0.0993 | 0.2868 | 0.3233 | 0.2577 | 0.1650

10.0 | —0.2459 0.0435 0.2546 0.0584 | —0.2196 | —0.2341 | —0.0145 | 0.2167 | 0.3179 | 0.2919 | 0.2075

Tabelle 5.1:Werte der Besselfunktionen erster Art umder Ordnung/,, (5)

Eine Abschatzung der Bandbreite kann sowohl fur Kleinhubwinkelmdidanldungefahrs < 0.2 rad) wie
auch fur Grosshubwinkelmodulation (ungeféghe> 1 rad) nach Carson durchgefiihrt werden. John Carson
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hat gezeigt, dass alle Spektralanteilel@ab> 5 + 1 héchstens nock% der Signalleistung beinhalten. Die
sogenannte Carson-Bandbreite eines winkelmodulierten Eintonsignadsasiegso definiert, dass sie minde-
stens98% der Signalleistung des modulierten Signals umfasst. Da ein winkelmodulierted Sogvahl ein
oberes wie auch ein unteres Seitenband besitzt, verdoppelt sich dibrBaedwas den Faktar in der fol-
genden Formel nach Carson erklart, welche die Bandbreite eines wirtkdierten Eintonsignals wiedergibt:

Wm

Bstgm =2- (B +1) o

(5.36)

Neben dieser Carson-Bandbreite gibt es auch andere Nahermmgbkfpwelche die Bandbreitengrenze noch
eine weitere Spektrallinie weiter entfernt von der Tragerfrequenz zidbie Bandbreite eines winkelmodu-
lierten Eintonsignals berechnet sich dann migrsm = 2 - (6 + 2) - 9.

Die maximale Phasenabweichufgeines Eintonsignals kann auch mit Hilfe der Frequenz des modulieren-
den Signalsf,, = 5= und dem Frequenzhul f = %—7‘;’, d.h. der maximalen Abweichung von der nicht-
modulierten Tragerfrequenz ausgedrickt werden, was spezidiiMiBignale folgende praktische Formel

ergibt:

g Bwm _Af (5.37)
Wm Im
Durch Einsetzen in die Bandbreitenformel nach Carson und ausmultiptizenélt man:
Bstom =2 (Af + fim) (5.38)

Die Carson-Bandbreite des winkelmodulierten Eintonsignals ergibt sich smisidlen 2 Seitenb&ndern mit
Spektrallinien im Rastef,,. Beide Seitenbander umfassen jeweils die maximale Frequenzausstengiung
(Frequenzhub) und dariiber hinaus noch eine zusétzliche Spektriatidiestandf,,, .

Ohne Beweis kann diese Bandbreitenformel auch auf beliebige moduaéMaxchrichtensignale mit Band-
breite B,,, erweitert werden:

Oder ausgedriickt mit Hilfe des Hubverhaltnisses (Englisch: deviattm) /a = % ;

m

5.10 Technische Entwicklung des UKW-Radios

Die Anfange und die weitere Entwicklung von UKW-Radio in der Schweizdeun [2] dokumentiert, wor-
aus ein paar technisch interessante Details nachfolgend beschrieberi&urert werden.

UKW-Radio wurde in der Schweiz versuchsweise schon seit 194998P ih regularem Betrieb ausge-
strahlt, zuerst in Mono, ab 1978 in Stereo. Im Monobetrieb bildet dagdzmnenzte Audiosignal von 30 Hz
bis 15 kHz das Nachrichtensignal. Der maximale Frequenzhub betradiZ, 5nomit sich fur einen UKW-
Rasdiosender im Monobetrieb eine Bandbreite geméass Carson von $&9dibi.
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Die Frequenzmodulation besitzt die Eigenschaft, dass sich weisses/gl.lddy Frequenz konstantes) Kanal-
rauschen nach der Demodulation bei hoheren Freqeunzen stankerkdbar macht als bei tieferen Frequen-
zen. Um diesem Effekt entgegenzuwirken werden beim Sender dezdrdRrequenzanteile des Nachrichten-
signals vor der Modulation angehoben (Preemphase). Der Empfaogayidrt diese Anhebung wieder mit
einer entsprechenden Dampfung, welche aber auch die Rauschagitdiéahéheren Frequenzen vermindert
(Deemphase). Die Grenzfrequenz, ab welcher die Anhebung (lemwv.EBmpfanger die Absenkung) einsetzt,
liegt bei 3.18 kHz (USA: 2.1 kHz)1[0].

Das Nachrichtensignal wurde in einem zweiten Schritt fir die Sterettégeng erganzt. Um die Kompatibi-
litat mit dem Monosignal beizubehalten, wird der linke und rechte Kanat giclzeln sondern als Summen-
signal (entspricht dem Monosignal) und Differenzsignal Gibertrélgeide mit Preemphase). Das Differenzsi-
gnal wird mit einer DSB-SC auf einem 38 kHz-Trager aufmoduliert urfohet sich so komplett ausserhalb
des Horbereichs. Fur die korrekte Demodulation wird ein 19 kHz Trigeakals sogenannter Pilotton mit-
geliefert, welcher gleichzeitig auch anzeigt, dass es sich beim Nachisgmeahum eine Stereolbertragung
handelt. Die Kombination von L+R Monosignal, Pilotton und L-R DSB-SC wirdMisgtiplex-Signal be-
zeichnet. Es bildet beim Stereobetrieb das Nachrichtensignal welchesifM-Modulator eingespiesen
wird.

Ab 1980 wurde das modulierende Multiplex-Signal erganzt mit dem voABE entwickelten ARI (Auto-
fahrer-Rundfunk-Informationssystem), welches innerhalb des fithténsignals auf einem 57 kHz-Trager
aufmoduliert war. Die Informationen Uber das aktuelle Sendegebiet sbaiknzeige, dass eine Verkehrs-
durchsage vorliegt, wurde durch Amplitudenmodulation des 57 kHz-Tsagi Sinussignalen verschiedener
Frequenzen realisiert.

Das sehr rudimentare ARI wurde ab 1988 durch RDS (radio data systgamz¢ und seit 2003 komplett ab-
geldst. RDS wird ebenfalls auf einem 57 kHz-Tréager als differentiellegrbgPhase-Shift Keying (DBPSK)
tibertragen. Damit in der Ubergangsphase der Betrieb von ARI undd®®&hzeitig moglich war, verwen-
dete man aber fir RDS das zum ARI-System orthogonale 57 kHz TrggaksDank dem im Nachrichten-
Multiplex schon vorhandenen 19 kHz-Pilotton war beim Empfanger einessefach implementierbare Syn-
chronisation fur die koharente Demodulation von Inphase-Signal (&R1I)Quadratur-Signal (RDS) mdglich.

Diese kurze Beschreibung zeigt, dass die im Unterricht behandelterd®tadulationsarten in der Praxis
oft nicht in reiner Form sondern kombiniert vorkommen, selbst bei elirefa Anwendungen, wie dem UKW-
Radio. Sogar beim urspriinglichen Monobetrieb liegt keine reine Frequedulation vor, da durch die diffe-
rentielle Charakteristik der Preemphase die héherfrequenten Anteileudiéssfgnals im Grunde genommen
nicht mehr eine Fregeunzmodulation sondern eine Phasenmodulatioradessignals vollziehen.

In Abbildung5.28ist ein einfaches Blockschaltbild dargestellt, wie bei UKW-Radio das Netdiensignal
vor der Frequenzmodulation zusammengestellt wird.
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Nachrichtensignal m(t) bei UKW-Radio
(modulierendes  Basisbandsignal)

Source /—\ _/—

L+R
BP Filter Preemphasis
30Hz ..15kHz (HP 3.2 kHz)
m(t)
. BP Filter Preemphasis
Right 30Hz ..15kHz (HP 3.2 kHz) +

Oscillator
38 kHz

Oscillator Stereo Pilot Tone

19 kHz

Oscillator - DBPSK
57 kHz | Modulator

'y

RDS-Data
1187.5 bit/s

Abbildung 5.28: Blockschaltdbild des modulierenden Signals bei UKW-Radio

Nach der Demodulation des FM-Signals beim Empfanger missen die einZelteile des modulierenden
Nachrichtensignals wieder voneinander getrennt werden. Da alle Sigsalanteile des Nachrichtensignals
beim Sender noch vor der Frequenzmodulation als Frequenzmultiplemnmesggestellt wurden, missen
sie nun beim Empfanger nach der FM-Demodulation mit Filtern und zugembhtieern wieder in ihre
urspringliche Form im Basisband gebracht werden. Die spektralEnfusnsetzung dieses Frequenzmulti-
plexes ist in5.29vereinfacht als einseitiges Spektrum dargestellt.

Spektrum des Nachrichtensignals m(t) bei UKW-Radio
(modulierendes Basisbandsignal)

A v
pilot tone L-R RDS
0.03 15 19 23 53 57 f (kHz)

Abbildung 5.29: Spektrale Zusammensetzung des modulierenden SignaliwgiRadio
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Kapitel 6
Digitalisierung von Signalen

6.1 Welche Vorteile bringt die Digitalisierung von Signalen?

Die Idee der Digitalisierung von Signalen besteht darin, analoge zeitlichal8aglaufe mit Zahlen darzu-

stellen. Dazu wird die Amplitude des Signals in regelmassigen Zeitabstandesgpgmand als Zahlenwert
ausgedrickt. Diese Zahlen kénnen anschliessend verarbeitetiahpespeder Ubertragen werden. Oft erfolgt
anschliessend oder zu einem spateren Zeitpunkt wieder eine Rudkwaii ein analoges Signal.

Damit ein analoges Signal mit einer endlichen Anzahl von Bit digitalisiert emikann, muss sowohl die
Anzahl gemessener Abtastpunkte pro Zeiteinheit beschréankt, als suGedauigkeit der Zahlenwerte auf
eine endliche Anzahl von Bit pro Abtastwert reduziert werden.

Liegen diese zeitdiskreten und quantisierten Amplitudenwerte vor, mussssticlienoch festgelegt wer-
den, in welchem (binéren) Zahlenformat die Amplitudenwerte codierteverd

Diese drei Schritte sind die klassische Vorgehensweise, wie ein ana&agea digitalisiert wird. Eine der
ersten wichtigen Anwendungen, wo sich die Digitalisierung gegentbemesgbon bestehenden analogen
System durchgesetzt hat, war die Sprachkommunikation per Telefondidsem Anwendungsfeld heraus
entstand auch der Begriff Pulse-Code Modulation (PCM) fur das ebschbiebene Standardverfahren der
Digitalisierung.

In den 1950er Jahren experimentierten Ausristerfirmen der Telefeltgghaften mit Pulseamplitudenmo-
dulation (Englisch: pulse-amplitude modulation, PAN3).[Dabei wurden analoge Telefongesprache durch
Multiplikation mit einer periodischen Folge von kurzen Rechteckpulsen auiekZeitabschnitte pro Pulsin-
tervall reduziert.

Die so gewichteten Rechteckpulse sind zeitlich diskretisierte aber nochquehtisierte Signale, die zu-
sammen mit anderen PAM-Signalen im Zeitmultiplex ineinander verschachteftaden wurden. Der Zeit-
multiplex erlaubte es zudem, relativ einfach Vermittlungsfunktionen einerdretehtrale zu implementieren
und dies erst noch mit elektronischen Komponenten anstatt den damaleatdiektromechanischen Relais.
Diese PAM-Systeme konnten sich aber dennoch nicht durchsetzen.

Erst die zusatzliche Quantisierung der Amplitudenwerte und die Ubertgagdieser Werte als 8-Bit Code
brachten den Durchbruch. Da Quantisierung und Codierung als Weitec&lung von Pulse Amplitude Mo-
dulation verstanden wurde, bezeichnete man dieses Verfahren delliBgitag als Pulse Code Modulation
(PCM).

Auch wenn dieser Begriff aus heutiger Sicht etwas eigentiimlich wirkt,iblatdse Bezeichnung PCM oder
auch Linear PCM (LPCM) fur das Standardverfahren der Digitalisgman allem im Audiobereich bis heu-
te gehalten. So wird dieser Begriff auch flr das Format der Audiodater©Ds verwendet, bei welcher die
16-Bit Abtastwerte pro Stereokanal ,uncodiert” vorliegen, d. h. nitigatzlich mit einem Audiokompressi-
onsverfahren verarbeitet wurden.

Digitale Ubertragungs- und Speichersysteme haben sich heute gegemabegen Losungen in fast allen
wichtigen Bereichen der Kommunikationstechnik durchgesetzt. Denndltisstie die Frage, welche Vorteile

71
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diese Umstellung von analog auf digital gebracht hat. Einige Punkte zchiedenen Anwendungsbereichen
sind nachfolgend aufgefuhrt:

» Fehlerfreie Ubertragung: auch uber Kanéle, welche stark linear oder nicht-linear verzerrt sidd u
auf welche Stdrungen von aussen einwirken, kénnen digitale Infornestians praktischer Sicht und
bei angepasster Datenrate zu 100% fehlerfrei Ubertragen weBdeanalogen Signalen konnen die
erwahnten Verzerrungen nur teilweise korrigiert werden. Zudenm&d Storsignale mit gleicher Cha-
rakteristik wie das Nutzsignal nicht mehr von diesem getrennt werden.

« Weniger Bandbreite im Ubertragungskanal: zwar beansprucht die Ubertragung von digitalisierten
Signalen tendenziell eher mehr Bandbreite als deren direkte analogeddbeg. Mit Hilfe der Quel-
lencodierung kann aber in vielen Fallen die Redundanz und Irrelewandigitalen Nachrichtensignals
deutlich gesenkt werden. Fir die so komprimierte Informationsmenge wind il@gesamt weniger
Bandbreite im Ubertragungskanal benétigt als fiir das urspriingliviiege Signal.

 Einheitliche Speicherung:wéahrend fur analoge Systeme pro Medium (z.B. Photo, Film, Audio) und
fur unterschiedliche Qualitéats- und Preisklassen jeweils eine eigene Spedttomologie notwendig
war (Papierkopie, Druckerzeugnisse, Photo, Diapositiv, Sup¥ie@o, Kassette, Tonband, etc.), ist
die Speicherung unterschiedlicher digitaler Daten nicht mehr an anwgssherifische Technologien
gebunden.

* Vervielfaltigung ohne Qualitéatseinbussedie Kopie kommt nicht ans Original heran, ist eine Aussage
aus der analogen Zeit. Qualitatseinbussen waren bei jeder weiteren d@pi@pie unumganglich.
Digitale Informationen kdnnen hingegen beliebig und bei gleich bleibendalit@t reproduziert wer-
den, solange beim Kopiervorgang die gespeicherten Originaldaten inrdtime nicht algorithmisch
beeintrachtigt werden.

 Algorithmische Verarbeitung: digitale Daten kdnnen mit aufwéndigen Algorithmen auf kleinster
Chipflache beliebig aufbereitet und auf das Wesentliche reduzierewgird einem Ausmass, welches
bei analoger Verarbeitung auch bei beliebiger Baugrésse und wseimginktem Budget den Rahmen
des technisch umsetzbaren um Grossenordnungen gesprengt hatte.

« Chiffrierverfahren: fur den Schutz der Ubertragenen oder gespeicherten Informatiamedaubtem
Zugriff und gezielter Veranderung gab es im analogen Bereich nurradimentéare und unbefriedi-
gende Losungsansatze. Selbst wenn davon ausgegangen wsrdsdeshl niemals ein nicht knackba-
res Verschlisselungsverfahren geben wird, muss anerkannenyetass algorithmische Verfahren zur
Chiffrierung von digitalen Daten die Hurde fur nicht authorisierte Pezagruppen sehr hoch legen.

All diese Vorteile durch die Digitalisierung mussen durch zusétzliche platerisder organisatorische Mass-
nahmen unterstitzt werden, damit sie Uberhaupt zum Tragen kommean®aukch eine digitale Dateniiber-
tragung sehr viele Fehler aufweisen, wenn die Fehlerrate im Ubertyakanal die Moglichkeiten der fehler-
korrigierenden Codierung sprengt. Eine Kopie einer JPEG-codiehtetographie kann durchaus schlechter
sein als das ebenfalls schon JPEG-codierte Original, wenn beispielsmédisend des Kopiervorgangs das
Softwaretool die Daten ein zusétzliches Mal decodiert und mit leicht witisxdlichen Parametern wieder
frisch codiert. Und als weiteres Beispiel sind auch die besten Chiffriatwen nattrlich nur so lange taug-
lich, wie Personengruppen, vor deren uneingeschranktem ZugeifDdten geschutzt werden sollen, sich
nicht eine Zugangsberichtigung mit bewusster oder unbewusster Hiff@ewtorisierten Personen erschlei-
chen kénnen.

6.2 Abtastung

Die Reduzierung eines zeitkontinuierlichen Signalverlaufs auf eine pteidleeit endliche Anzahl von repra-
sentativen Amplitudenwerten wird als Abtastung (Englisch: sampling) bezstichiblicherweise geschieht
dies mit einer konstanten Abtastrafe [samplé¢s], bei welcher periodisch mit der Periodendaiier= fl

jeweils ein einzelner Amplitudenwert des Signals erfasst wird.
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Es stellt sich hier sofort die Frage, ob durch diese zeitliche Diskretigienicht zuviel Information tber
den analogen Signalverlauf verloren geht und ob dieser Uberhaagemrekonstruiert werden kann. Die
Antwort auf diese Frage wird sicher auch von der Beschaffenhgiadelogen Signals und der Abtastrfife
abhangen. So wird vermutlich ein einziger Abtastwert alle 5 Minuten den Traxtypeerlauf der Aussenluft
sehr gut wiedergeben, wahrend diese tiefe Samplerate fir ein gans#sshick offensichtlich niemals aus-
reicht.

Um beurteilen zu kénnen, ob die Abtastwerte den analogen Signalveatgkk weidergeben, muss als
erstes der Abtastvorgang mathematisch verstanden werden.

6.2.1 Mathematische Beschreibung des Abtastvorgangs im Zegbeich
Natural Sampling im Zeitbereich

Wird die Abtastung nur fir sich betrachtet und die Quantisierung und @odjenoch nicht miteinbezogen,
mussen drei Eigenschaften fur ein einfaches und zugleich méglichg&sdgampling erftllt werden:

» Der Abtastvorgang soll periodisch mit der Peridde= fi erfolgen.

* Die Erfassungszeit > 0 eines einzelnen Amplitudenwertes soll sehr kurz sein. Bei idealem Sampling
soll diese Zeit gegen — 0 streben.

» Obwohl die urspriinglichen Amplitudenwerte ven(t) bei kleinemr > 0 nur Uber sehr kurze Zeit
im abgetasteten Signal erscheinen, sollen das Amplitudendichtespektdudieu@esamtleistung des
abgetasteten Signats(t) nicht verschwindend klein werden.

Mathematisch kann dieser Vorgang durch eine Multiplikation des analogealSignit einer Rechteckpuls-
folge mit Periodendauér; und einer sehr kurzen Pulsbreiteaufgefasst werden. Dazu definieren wir den
folgenden, einzelnen, normierten Rechteckpuls:

1<

rect(t) = { 0 |t~ (6.1)

D[RO =

Hat der Rechteckpuls anstatt die Breitdie Breiter (von —3 bis +7), kann dies durch eine Skalierung der
Zeitachse wie folgt ausgedrtckt werden:

1<

rectt/r) = { 0 |i> (6.2)

ISIETGIE]

Wird dieser Puls nun periodisch im Abstafigwiderholt, ergibt dies folgende Rechteckpulsfolge re@t/7):

[e.e]

t—mn-Ts
recty, (t/7) = nz_:oo rect(T) (6.3)
Die Multiplikation des Nachrichtensignats(¢) mit dieser Rechteckpulsfolge rectt/7) entspricht einem
pulsamplitudenmodulierten Signatpam(t). Bei kleinemr ist die resultierende Amplitude vompam(t)

die meiste Zeit Null. Dadurch wird aber auch die mittlere Leistung und das Amplitici@espektrum von
mpam(t) gegen Null streben. Um die mathematische Behandlung des abgetastetda &igh fur sehr kurze
Pulsbreitenr einfach zu halten, soll dieser Effekt kompensiert werden, weshatbSkalierung mit% vorge-

nommen wird.

Der gesamte Vorgang, d.h. Multiplikation mit der periodischen Rechteckpgéstind Skalierung miq%_ wird

— bei endlich kurzemr > 0 — als Natural Sampling bezeichnet. Dies ist in folgenden Graphen fur%
undr < T, dargestellt, wobei fir die einfache graphische Darstellung im Zeitbedéicbben beschriebene
Skalierung vorm(t) mit % durch eine Skalierung mit wieder riickgangig gemacht wurde:
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Abbildung 6.1: Natural Sampling mit = 0.575 undT = 0.1 7, im Zeitbereich

Bei Natural Sampling resultiert im Zeitbereich folgendes abgetastetesiblateimsignalnns(t) :
1
mns(t) = m(t) - - recty, (t/7) (6.4)

Ideales Sampling im Zeitbereich

Beim idealen Abtastvorgang (Englisch: ideal sampling) lasst man schliedgti¢tulsdauer noch ganz ge-
gen Null streben, um den Abtastvorgang anstatt auf ein kleines Zeitititanfaeinen einzelnen diskreten
Zeitpunkt zu beschrénken. Bei diesem Grenziibergang kdnnen di}eshistlierten Rechteckpulse durch Di-
rac’'sche Deltafunktionedi(t) ersetzt werden:

1 - 1
113%; recty, (t/7) = 71_11}(1); rect( ) Z 0t —n-Ts) = or,(t) (6.5)

n=—oo n=—oo

Damit ergibt sich flr das ideale Sampling folgende kompakte Formel im Zeithere
ms(t) = m(t) - o7, (t) (6.6)

In mathematischer Hinsicht erweist sich ideales Sampling als sehr handlichesta Form ein einfacher
Ausgangspunkt ist, um auch das Natural Sampling mit endlicher Pulshreitel weitere Einflisse realer
Abtastschaltungen zu berechnen. Dies wiegt den Nachteil auf, desesdeampling in der Praxis nicht
implementiert werden kann, da ein analoges Signal weder mit unendlicbrkZeit abgetastet werden kann,
noch eine Skalierung mlfg%% durchfihrbar ist.

6.2.2 Abtastvorgang im Frequenzbereich
Natural Sampling im Frequenzbereich

Um das Spektrum eines mit Natural Sampling abgetasteten Signals zu bestirolnals,exstes die Fourier-
reihe des mit: skalierten periodischen Rechtecksignals €t r) berechnet werden. Dazu bestimmen wir
die Koeffizienten der komplexen Fourierreihe dieser Rechteckpulsfolge

+T/2
ip2m 1 1 1 _o2nT . om T 1 sin(ZET
— / Jnggt dt — — . = . - [6 nT s _ €+JnTs S| . 75755 ) (6.7)
/2 TS T _]ni TS Tq
—T

Mit diesen Koeffizienten lautet die Fourierreihe dieses skalierten pectoelisRechtecksignals:

1 1 sin(%57) 2mn
; . I’eCtTS (t/T) = T . Z TZS . 6'7 Ts t (68)
S p=—oo Ts

Beim Natural Sampling wird nun das Nachrichtensignalg) mit dieser Summe von komplexen Schwin-
gungen multipliziert. Auf jedes Teilprodukt vam(¢) mit einem Summanden voi6.§) kann nun der Fre-
quenzverschiebungssatzes der Fouriertransformation angewegrdiein. Mitw,; = ZT—” ergibt sich damit fur
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das mit Natural Sampling abgetastete Nachrichtensigngl(t) = m(t) - L recty, (t/7):

1 sin(2=T)

mns(t) oL T Z ﬁJ\J(w—n-ws) (6.9)

n=—oo

Es handelt sich hierbei um ein im Raster der Samplefreqy‘i@r@etiertes Spektrum des Nachrichtensignals
M (w), welches neben dem Faktét noch mit der Sinc-Funktioﬁmﬁ%) gewichtet ist.
S 2

Das Amplitudendichtespektrui/ys(w) ist in den folgenden Graphen blau dargestellt, einmal-fis %

und einmal furr = Zx.
Um die Graphen in normierter Weise darzustellen, wukdigs(w) jeweils noch mit dem identischen Ska-
lierungsfaktorTs gewichtet.

_ IMg(w)] - Tg 4

M) T 4

|
+

I
+

|

Abbildung 6.2: Natural Sampling mit = 0.57 undT = 0.1 7, im Frequenzbereich

Die violett hinterlegte Kurve reprasentiert das ffjtskalierte Spektrum des abgetasteten Signals bei idealem
Sampling, was im folgenden Abschnitt noch mathematisch behandelt wird.

Ideales Sampling im Frequenzbereich
Als erster Schritt, um das Spektrum eines ideal abgetasteten Signaldimnbes, wird die Fourierreihe der
periodischen Diracimpulsfolggr, (t) = > (¢t — nTs) berechnet:

Ts/2 Ts/2
1 . 1 . 1
_ —Jnwst _ —Jnwst _
o= / Sr, (0 dt = / S(t)emet dt = o (6.10)
—~Ts/2 ~Ts/2
Und damit:
6, (1) = i 1 it (6.11)
’ n=-—00 TS

Mit Hilfe des Frequenzverschiebungssatzes der Fouriertransformaithw, = %’T kann nun wiederum das
Spektrum fur ein ideal abgetastetes Nachrichtensigné) = m(t) - 07, (t) hingeschrieben werden:

ms(t) Lo L. Z M(w—n-ws) (6.12)
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Ideales Sampling prasentiert sich im Frequenzbereich noch einfashatural Sampling: im Raster der
Samplefrequenzs wird das Spektrum des Nachrichtensignafgw) wiederholt und mit dem Fakto%
gewichtet.

6.2.3 Nyquist-Shannon Abtasttheorem
Abtasttheorem flr Basisbandsignale

Bei Natural Sampling wie auch idealem Sampling ist die Rickfihrung eirgetagieten Nachrichtensignals
ms(t) in seine ursprungliche analoge Form(t) mathematisch sehr einfach realisierbar: mit einem Tief-
passfilter kann das Spektrum im Basisband (das heisst bei0 im repetitiven Spektrum) herausgefiltert
werden. Nach einer Skalierung riif liegt das urspriingliche Spektrum wieder vor.

Die Ruckwandlung mit diesem sogenannten Rekonstruktionsfilter wirdralvedann das Spektrum des ur-
spriinglichen analogen Signalg(w) korrekt wiedergeben, wenn die Teilspektren, das heisst die im Raster
n - ws wiederholten AnteileV/ (w — n - w;) sich nicht Uberlappt haben. Dazu mussen schon bei der Abtastung
zwei Bedingungen erfullt sein:

 Das urspriingliche analoge Nachrichtensignét) muss auf eine Bandbreife,, bandbegrenzt sein.

« Die benachbarten Teilspektren, d. h. die in der Distanz der Abtagtrate+-5= verschobenen Spek-
tralanteile miissen so weit vom urspriinglichen Spektrum im Basisbandraisiéén, dass sie im Basis-
band keine Uberlappung verursachen.

Dies fuhrt zum sehr einfachen aber ebenso wichtigen Nyquist-Shafibiasttheorem flr Basisbandsigna-
le, welches flr korrektes Sampling eine Abtastrateverlangt, die mehr als der doppelten Bandbréitg
des Nachrichtensignals entspricht. Diese minimale Abtastrate wird auch alssiwte f;, , der maximale
zeitliche Abstand zwischen zwei SamplEg, = #N als Nyquistintervall bezeichnet:

f5>fsN:2'Bm (613)

Umgekehrt kann aus den vorhergehenden Uberlegungen heffalgegewerden, dass bei einer gegebenen
Abtastratefs das abzutastende analoge Nachrichtensigi{a) eine maximale BandbreitB,,, < % haben
darf, bzw. mit einem Tiefpassfilter auf diese Bandbreite begrenztememtliss. Die maximale Frequenz im
Basisbandsignal, welche bei vorgegebener Abtastrate noch kerfakst werden kann, wird dabei als Ny-
quistfrequenzfy bezeichnet.

Abtasttheorem fur Bandpasssignale

Dieselbe Uberlegung, welche minimale Abtastratéeim Sampling verwendet werden muss, kann auch fiir
Bandpasssignale durchgefiihrt werden, d.h. fir Signale, derstetiefequenzanteile nicht bis ins Basisband
hinunter reichen. Bei Bandpasssignalen ist das Spektrum um eine egeehzf. herum gruppiert, welche
typischerweise deutlich grdsser als die Bandbreite des Nachrichtelssging. >> B,,,.

Auch bei der Abtastung eines Nachrichtensignals als Bandpasssejteal die zwei Grundsatze:
» Das analoge Nachrichtensignalt) muss mit einer BandbreitB,,, bandbegrenzt sein.

* Die um jeweilsn - fs = n - 5= verschobenen Spektren durfen sich nicht tberlappen.

Ist dies fUr eine gewahlte Abtastrgtegewahrleistet, kann aus dem Spektrip(w) des abgetasteten Signals
das urspriingliche analoge Signal mit einemMiskalierten Bandpassfilter wieder rekonstruiert werden.

Tiefe Abtastraten flr Bandpasssignale zu finden, bei welchen sichedéehobenen Spektren nicht tber-
lappen, ist ein rein geometrisches Problem, wie die wiederholten und wéesobn Spektren auf der Fre-
quenzachse ohne Uberlappung angeordnet werden konnen.
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Die korrekte Abtastung von Bandpasssignalen mit einer tieferen Sampferais sie fur eine Basisbandab-
tastung notig ware, wird als Unterabtastung (Englisch: undersamplingasupling oder sub-Nyquist samp-
ling) bezeichnet, wobei der englische Begriff sub-sampling je nach titeiidlich oder etwas umstritten ist.

Der Subsampling-Faktot gibt an, wie oft sich das Spektrum des Bandpasssignals von derdfzgis
und mit dem Frequenzbereich des urspriinglichen Spektrums unteiigst, ohne dass eine Uberlappung
erfolgt. Dabei wechseln sich auf der Frequenzachse jeweils datebene Frequenzband der positiven Fre-
guenzachse mit jenem der negativen Frequenzachse ab.

Der Subsampling-Faktor und die zulassigen Sampleraten berechneniesiciigiy

n—1

. Ju 2fu 201
1§n<fu7fl < fy <

e fu. Hochster (upper) Frequenzanteil des Bandpasssignals.

e f1.  Tiefster (lower) Frequenzanteil des Bandpasssignals.

e fs:  Samplingfrequenz.

* n:  Subsampling-Faktor (Integer).

Aliasing

Ubersteigt bei Basisbandsignalen die Bandbréite die halbe Samplingrat%, fuhrt dies zu einer Uber-
lappung der sich auf der Frequenzachse wiederholenden Teilspekireh eine falsche Wahl voffi; bei
der Unterabtastung von Bandpasssignalen wird zu einer unerwiindgheglagerung des repetitiven Spek-
trums fuhren. Bei der Rekonstruktion des analogen Signals mit einemassdiiber (bzw. Bandpassfilter bei
Bandpasssignalen) entstehen durch diese Uberlappung Spektralmnteionstruierten Signal, welche im
urspringlichen Signal nicht vorhanden waren.

Diese Falschsignale werden als Aliasing oder Alias-Effekte bezeichtiesidg kann bei Basisbandabta-
stung sehr einfach verhindert werden, indem vor der Abtastung didlBeite das Nachrichtensignals mit
einem Anti-Aliasing Filter auf den WeiB < % begrenzt wird. Die Begrenzung der Bandbreite Bu& %

ist auch bei der Unterabtastung eines Bandpasssignals eine notweaimigaicht hinreichende Bedingung
fur Aliasing-freie Abtastung, Zusatzlich muss die AbtastrAtauch noch allen anderen Bedingungen genu-
gen, die im zuvor behandelten Abschnitt Unterabtastung aufgefiindamnu

6.2.4 Rekonstruktion

Bei einem realen A/D-Wandler kommt die Abtastung sehr nahe an idealediSgun@ran und Effekte des
Natural Samplings und seiner nachfolgenden Schaltungsblocke miissestdns bei Wandlern mit sehr ho-
her Abtastrate beachtet werden. Bei einem D/A-Wandler weicht himgeégetechnische Realisierung, wie
abgetastete Signale in ihre analoge Form zurtickgewandelt werdéligtdstérker von den idealen theoreti-
schen Verhaltnissen ab.

Technisch ist es nicht mdglich, Folgen von idealen Diracimpulsen auf eipddsfilter auszugeben, welches
das analoge Signal im Basisband rekonstruiert, da solch riesige @renaandlich grosse) Amplitudenwerte
nicht verarbeitet werden kénnen.

Sollen aber Pulse mit adaquaten d. h. endlichen Amplitudenwerten ausgegelden, dirfen diese Pulse,
damit das rekonstruierte analoge Signal auch eine brauchbar hohe niisxeng aufweist, bei der Ausgabe
durch den D/A-Wandler auch nicht mehr unendlich kurz sein, sondesseniauf eine brauchbare zeitliche
Ausdehnung verlangert werden.

Nur auf den ersten Blick bestechend ist die Idee, den Effekt der lmpui®rt des Rekonstruktionsfilters
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in die Amplitudenausgabe des D/A-Wandlers schon miteinzubeziehen, ekt eiine Uberlagerung von ge-
wichteten Sinc-Pulsen durch den D/A-Wandler ausgeben zu lassenisDiesn technischen Aufwand aber
kaum umsetzbar, unter anderem auch, weil die Uberlagerung der mBatmpleamplituden gewichteten
Sinc-Pulse bei ungliicklich verlaufenden Sequenzen von Samplesctgécht (bis gar nicht) konvergiert.

In einem weiteren Losungsansatz bietet es sich vielleicht an, anstatt migu&ieo die Amplitudenwerte
zwischen zwei Samples einfach nur linear zu interpolieren, was auf Ehgits Zusammenhang mit der In-
terpolation durch Polynome auch als First-Order Interpolation bezeigtircet

Stattdessen wenden aber alle tblichen D/A-Wandler noch ein simplere®dndingenaueres Rekonstrukti-
onsverfahren an, welches als Zero-Order Hold bezeichnet wird/deWandler gibt dabei flr jeden neuen
Sample entsprechend seinem Gewicht eine Amplitude aus, welche Ubemdie $amplezeil; gehalten
wird.

Als mogliche Variante werden diese Rechteckpulse auch verkirzt mitudsbreiter < T, (und damit
wiederum mit verkleinerter Leistung) ausgegben, um anschliessendnehitier restlichen Zeit des Abtastin-
tervallsT, auf den Amplitudenwert Null zurlickzufallen.

Abbildung 6.3: Rekonstruktion mit Zero-Order Hold mit unterschiedlicluislanger im Zeitbereich

Im Gegensatz zu Natural Sampling, bei welchem das abgetastete Sigmahdéer Pulsdauer dem ur-
sprunglichen Amplitudenverlauf vom(¢) folgt, ist bei dieser Ausgabe die Amplitude wéhrend der ganzen
Pulsdauer konstant. In Anlehnung an diese Eigenschaft wird die Rekonstruktionenit-Drder Hold auch
Flat-top Samplingoder auch — im Zusammenhang mit dem Abtastvorgang bei A/D-Wand|S&ample &
Hold genannt.

Im Vergleich zur idealen Riickwandlung eines abgetasteten Signals imdérgan Bereich, wo durch ein
Rekonstruktionsfilter direkt aus einer Folge von Dirac-Impulsfunktiaenanaloge Basisbandsignal zurlick-
gewonnen wird, besitzt Zero-Order Hold aus systemtechnischer Sieht zusatzlichen, dem Tiefpassfilter
vorgelagerter Block, welcher folgende Impulsantwa(t) besitzt:

Lt <

hzon(t) = { oS (6.14)

[SIETGIE

Dieser Zero-Order-Hold-Block ist ein LTI-System und wandelt jederaébuls in ein Rechtecksignal mit
voller Pulsbreiter = T oder verkirzt mitr < T um. Systemtechnisch kann somit immer noch mit idealen
Samples und ihren einfachen repetitiven Spektren gerechnet wardetiaureale Ausgabe durch einen D/A-
Wandler entspricht nur noch einem LTI-System gemass Gleichtudd)( welches von den idealen Samples
durchlaufen wird.

Da die Impulsantworbzon(t) bekannt ist, kann auch die Frequenzantwidgby(w) bestimmt werden, mit
welchem das abgetastete Signal vor dem Reconstruction-Filter gewidtdet w
sin ¥
Hzon(w) = T - —5° (6.15)
2

Dieses bei fast allen D/A-Wandlern angewandte Ausgabeverfaleedero-Order-Holds vollfiihrt somit im
Basisband eine betrachtliche Verfalschung des Frequenzgangi|lispei den Spektralanteilen in der Nahe
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der Nyquistfrequengy = £.

In den folgenden Graphen wurde die Frequenzantéin(w) (schwarz, skaliert mit mit dem Faktér)

als spektrale Gewichtsfunktion auf das Spektrlim der idealen Samples angewandt. Die beiden resultie-
rende Amplitudendichtespektréf/zon(w)| sind wiederum fir die Pulsbreiten= T sowier = TS ohne
zusatzliche Skalierung rot dargestellt. Abgesehen vom insgesamt neswdéa Gewmhtsfaktolal faIIen bei

den verkiirzten Pulsen die Unterschiede zwischen dem roten rekensinuSpektrum und dem urspriingli-
chen Spektrund/ (w) des Nachrichtensignals deutlich kleiner aus.

M (w)|-To [H w) /T M w T=T
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Abbildung 6.4: Rekonstruktion mit Zero-Order Hold mit unterschiedliciuislanger im Frequenzbereich

Die zusatzlich verbleibenden roten Anteile der wiederholten Teilspektreinnsioh der Ausgabe mit Zero-
Order Hold ebenfalls nur ungentigend gedampft. Diese Spektralantiiénsain noch vom nachfolgenden
analogen Rekonstruktionsfilter moglichst gut elimniert werden.

Der Ubergangsbereich von Durchlass- zu Sperrbereich eineseadkitiers ist sehr schmal, speziell, wenn

im Basisband die Spektralanteile nahe der Nyquistfreqyanz % tatsachlich genutzt werden. Die An-
forderungen an die Flankensteilheit des Rekonstruktionsfilters sina skl hoch. Gefordert ist somit ein
Tiefpassfilter mit Eckfrequenf,. = J% von sehr hoher Ordnung, was wegen den Toleranzen von passiven
Bauteilen bei einer Serieproduktion mit aufwendigem Abgleichen des Fdiengrgeht.

Zugleich konnte allerdings ein solches aufwendiges, analoges Rakktimtsfilter so implementiert wer-
den, dass es im Basisband gleichzeitig die leicht gedampften Anteile in derdeéiNyquistfrequenz wieder
richtigstellt.

6.2.5 Interpolation im digitalen Bereich

Steht auf digitaler Seite (z.B. des Mikroprozessors, DSPs, FPGA#A&I&s) genligend Rechenleistung zur
Verfiigung, kann durch Berechnen von zusatzlichen interpolierteach@nwerten das analoge Rekonstruk-
tionsfilter wesentlich vereinfacht werden.

Die Idee bein-facher digitaler Interpolation mit-facher Samplerat¢;, = n - fs besteht in einem ersten
Schritt darin, die Zero-Order Hold Funktion mit urspringlicher Samplefatend den verkirzten Pulsen

T = % durch Einfuigen von jeweils — 1 Nullen zwischen zwei urspriingliche Samples schon im digitalen
Bereich nachzubilden.
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Abbildung 6.5: Zweifach interpoliertes Zero-Order Hold Signal, vor ungimaem digitalen Tiefpassfilter

Wird dieses neue digitale Signal,, (k- T, ) mit n-facher Samplerate als Zero-Order Signal mit voller neu-
er Pulslange,, = T, = % ausgegeben, ist es im Zeitbereich und damit naturlich auch im Spektialbere
identisch mit der Ausgabe des urspringlichen digitalen Sigmal§k - ), bei welchem die Zero-Order
Hold Pulse auf- = L= verkiirzt wurden.

Durch die erhdhte Samplerafe, = n - fs hat sich auch die Nyquistfrequenz aty, fS" =n-fyn
erhoht. Dadurch kann nun mit einem mdaglichst idealen digitalen Tlefpasslﬁdtensprungllche Frequenzbe-
reich zwischerd und f durchgelassen und die zuséatzlichen Frequenzanteile zwigghend fn, = n- fx
unterdriickt werden.

Aufgrund der Kausalitat ist auch im digitalen Bereich ein ideales Tiefgesgiicht realisierbar. Ein qualita-
tives hochstehendes Tiefpassfilter ist zudem mit erheblichem Redemaluverbunden, mit einer Vielzahl
von Filterkoeffizienten hoher Auflésung. Im Vergleich zu einem analdgker liegt jedoch der grosse Vor-
teil eines digitalen Filters in der prazisen Realisierung, da diese — solangefilierten Signale den digitalen
Bereich nicht verlassen — komplett unabhangig von Bauteiltoleranzen ist.

Mit dem (idealen) digitalen Tiefpassfilter resultiert ein Spektrum des inlienpen Zero-Order Hold Signals,
welches in nachfolgendem Graphen flr zweifache Interpolatioa @) dargestellt ist.

[Mg(w)] - Tg/2 |HZOH(w)| I‘r A |MZOH(w)| L .T= Tg/2 ~ 1_2x interpolated

—+—+—-+-+

ottt - —+—+

Abbildung 6.6: Zweifach interpoliertes Zero-Order Hold Signal im Freqziggreich

Aus dem hinterlegten violetten Spektrum der idealen, zweifach interpolieasples geht hervor, dass sich
das Basisbandspektrum nur noch |m Raster der neuen Sampfgrate2 f, wiederholt, Weiter wurden im
nun erweiterten Basisband bfg = == = f, — dank dem digitalen Filter — die spektralen Anteile zwischen
j;s und f, unterdriickt. Dadurch smd die Anforderungen an die Flankensteilesiaidalogen Rekonstrukti-
onsfilters um eine Grossenordnung gefallen.

Mit einem nun deutlich einfacher realisierbaren analogen Rekonstrgkittenkénnen nun noch die im Ra-
ster2 f, wiederholten Frequenzanteile weggefiltert werden. Die leichte Dampfmgitheren Spektralanteile
im Basisband kann schliesslich ebenfalls noch korrigiert werden, detveds ergédnzender Teil des digitalen
Interpolationsfilters oder im Rahmen des analogen Rekonstruktionsfilters.

6.3 Quantisierung

Nach dem Sampling liegen die zeitdiskreten Abtastwerte noch immer amplitudenkeriiah vor. In einem
zweiten Schritt sollen sie nun auf eine endliche Anzahl diskreter Amplitudeewingeschrankt werden, die



6.3. Quantisierung 81

mit einer begrenzten Anzahl Bit pro Sample codiert werden konnen.

6.3.1 Gleichférmige Quantisierung

Bei der gleichformigen Quantisierung (Englisch: linear quantization) wardAdnplitudenbereich zwischen
der kleinsten zulassigen Amplitudenin und dem grossten zulassigen Weftax in L = 2™ gleich grosse
Intervalle A unterteilt. Dabei entspricht der Anzahl Bit pro Sample. Jedem deQuantisierungsintervalle
wird bei der Codierung eine eindeutige Bitkombination der Lamgegeordnet.

Die Grosse des IntervallA ergibt sich sowohl aus der Anzahl Intervallewie auch aus der Grosse des
zuladssigen Amplitudenbereiehnax — amin @am Eingang des Analog-Digital-Wandlers. Bei einem normierten
Eingang des A/D-Wandlers mit maximalen Amplitudefux = 1 undamin = —1 ergibt sich flrA:

Amax — Gmin 2 1
A _ 2 6.16
L mn 2n71 ( )

Alle Abtastwerte des zeitdiskreten Nachrichtensignal$t), welche in das gleiche Quantisierungsintervall
fallen, werden auf den selben Amplitudenwert in der Mitte dieses Intervadjslaldet. Durch diese Quan-
tisierung ergibt sich aus dem zeitdiskreten Sigmalt) das digitale Signalen,(t), welches nun sowohl
zeitdiskret wie auch amplitudendiskret ist.

Bei der Quantisierung entsteht folgendes Fehlersigial - T5):

qe(k - Ts) = mg(k - Ts) — mg(k - Ts) (6.17)

Dieser sogenannte Quantisierungsfehler ist ebenfalls zeitdiskrehdvaim ein zufalliges Nachrichtensignal
m(t) eine kontinuierliche Amplitude im Bereida%. Verfugt zudem die Aufldsung der Abtastwerte tber eine
gentigend hohe Anzahl Bit pro Samplewird der Quantisierungsfehleg (% - 1) weder mit dem Nachrich-
tensignalns (k- Ts) noch mit vorhergehenden oder nachfolgenden Werten des Quantgséghlers;. (i - T)
korreliert sein, d.h. keine statistische Ahnlichkeit zu diesen aufweisen.

Der Begriff und die mathematischen Eigenschaften der Korrelation westtnn einem spateren Kapitel
eingehend behandelt. Die nachfolgenden Eigenschaften des korrsfedion Quantisierungsfehlers werden
somit ohne Beweis aufgefihrt:

« Der Quantisierungsfehleg (k - T;) ist statistisch gleichverteilt im Intervat 5 ... + 5.

+A/2
« Die Leistung des Quantisierungsrauschens bef¥ggt (¢?) = x [ ¢2 dge = f—;
~A/2

* Die spektrale Leistungsdichte vaY, ist Gber den gesamten Frequenzbereich konstant.

Mit einem solchen frequenzunabhéangigen Leistungsdichtespektrtsprieht der Quantisierungsfehler ei-
nem weissen Rauschen. Deshalb hat sich flr das Fehlersignal deti€perung der Begriff Quantisierungs-
rauschen durchgesetzt.

Bei periodischen Signalen mit Periodendailigfund insbesondere, werhein ganzzahliges Vielfaches der
Sampleperiodd’; ist), wiederholen sich die Quantisierungsfehjetk - 7s) nach einem wiederkehrenden
Muster. Dies fuhrt dazu, dass dieses Fehlersignal nicht der Ghartik von einem spektral gleichverteilten
weissen Rauschen entspricht, sondern vielfache Harmonksc%;eder Grundfrequenz, = % des periodi-
schen Signals aufweist. Diese periodischen Fehlersignale entspramenvielmehr einem Klirr als einem
statistisch unabhangigen Rauschsignal.
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Um starke nicht-lineare Verzerrungen am Eingang des A/D-Wandlexchdblipping zu verhindern, dar-
fen die Peak-Amplituden des analogen Signals die Eingangsgrenggnnd amin nicht tber- bzw. unter-
schreiten. Das Eingangssignal muss daher so tief skaliert werdasrgaulas seltene Spitzenwerte noch richtig
digitalisiert werden. Dadurch sinkt aber auch die Signalleistsimmp Vergleich zur LeistungV, des Quanti-
sierungsrauschens.

Bei normiertem Eingangsbereich {ax = +1 und amin = —1) sowie einem normierten Nachrichtensignal
|my(t)] < 1 mit ScheitelfaktorC' berechnet sich der Stérabstand des Signals zum Quantisierundgiausc
SNR; dann wie folgt:

S mj (l)2 3
SNR, = — = —MS = 07— .92 (6.18)
. % (271171)2 02

1

Wird der Stérabstand des Quantisierungsrauschens in Dezibel ailskteztrgibt sich folgende, in Bezug auf
die n Bit pro Sample einfach zu merkende Formel:

SNR, = n-6.02 + 10 - log, <é’2> dB (6.19)

Pro zusatzlichem Bit Aufldsung des A/D-Wandlers kann somit mit einemadbritéheren Stérabstand zum
Quantisierungsrauschen SN&erechnet werden.

Bei einem 16 Bit A/D-Wandler, der mit einem Sinussignal (Crestfakto= 1/2) voll ausgesteuert wird,
ergibt sich somit eine SNR= 16 - 6.02 + 10 - log;(3) = 98.1 dB.

Wird mit dem gleichen A/D-Wandler ein analoges Signal digitalisiert, dessenliimi@ gleichverteilt ist
im Bereichamin . . . amax, Wie dies beispielsweise bei einem periodischen Dreiecksignal odez&ag der
Fall ist, ergibt sich eine SNR= 16 - 6.02 = 96.3 dB.

Liegen als Nachrichtensignale Sprache, Musik oder andere breitleafidiglissignale vor, ist der Crestfaktor
noch deutlich héher als bei einem Sinus- oder Dreiecksignal, wodigltder Stérabstand zum Quantisie-
rungsrauschen ohne weitere® dB unterhalb der einfachen Regel von SNR n - 6 dB befinden kann,
zumindest, wenn ein Ubersteuern des A/D-Wandlers jederzeit mit sebr ki¢khrscheinlichkeit verhindert
werden soll.

6.3.2 Ungleichférmige Quantisierung

Ist die Anzahl Bit pro Sample fur eine A/D-Wandlung einmal festgelegtnkiagi gleichformiger Quanti-
sierung die LeistungV, des Quantisierungsrauschens sofort berechnet werden. Abacheem, wie stark
das Nachrichtensignah(¢) den A/D-Wandler aussteuert, wird die Signalleistuiges Nachrichtensignals
deutlich variieren. Dies wirkt sich direkt auf den Storabstand zum Quentiggsrauschen SNRus.

Verschiedene Grunde kdnnen aus praktischer Sicht zu einer tiefstederung fuhren:

» Das analoge Nachrichtensignalt) besitzt einen hohen Crest-Fakt@r weshalb der zeitliche Signal-
verlauf mehrheitlich kleine Amplituden und nur wirklich selten Spitzenwerte aistwDie optimale
Aussteuerung eines A/D-Wandlers orientiert sich jedoch an den Spigzeamund nicht an der mittle-
ren Signalleistung.

« Die Signalleistung variiert zeitlich sehr stark. Als Beispiel dazu dient Idakse Musik auf einer CD,
wo sich oft imposante Forte-Stellen des gesamten Orchester mit sehr lessag&aabwechseln.

* Die zu erwartenden analogen Amplitudenwerte sind zu wenig bekanrfill@ftdies dazu, dass zuviel
Sicherheitsmarge einberechnet wird, um Ubersteuern zu verhindedurch der maximale Bereich
des A/D-Wandlers gar nicht ausgenutzt wird.
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Die wohl naheliegendste Mdoglichkeit, das Problem einer fir kleine Signditaisgn zu tiefen SNR zu
beheben, besteht darin, die Anzahl Bit pro Sample des A/D-Wandleeshgihen. Dadurch werden zwar
Signalanteile mit grossen Amplituden mit einer unnétig hohen Qualitat codiei,idbandererseits sicher-
gestellt, dass auch Signale mit deutlich tieferer Amplitude durch das Quantigsauschen nicht zu stark
beeintrachtigt werden.

Die hohere Auflosung pro Abtastwert wirkt sich aber nicht nur Glmgyprtional auf den Preis eines A/D-
Wandlers aus, sondern verursacht auch einen erhdhten Bediddpazitat auf dem Speichermedium bzw.
Bandbreite im Ubertragungskanal.

Diese Einschrankungen waren vor allem in vergangenen Jahrzetomtenosser Bedeutung. Uber eine Stun-
de Musik in bester Qualitat auf ein massentaugliches Medium zu bringen wlanii980er Jahren bei der
Einfihrung der CD eine technische Meisterleistung, zu einer Zeit, als @ctligitale Kommunkation auf
analoge Modems mit einer Datenrate von 300 bis 1200 Bit pro Sekunderéekte.

Seither hat jedoch in Bezug auf die verfiighbare Speicherkapazitadiaridbertragungsbandbreite eine Re-
volution stattgefunden, welche selbst heute noch grenzenlos scheiteimZgibt es fur digitale Audiofiles,
Photos und Video ausgekliigelte Quellencodierungsverfahren, walictoptimierten Algorithmen (Sprach-
codecs, MP3, AAC, JPEG, MPEG, etc.) die Datenmenge auf die Wahrmgsféinigkeit der menschlichen
Sinne reduzieren.

Solche Reduktionsverfahren gehen historisch gesehen auf die drigiaicge Quantisierung (Englisch: non-
linear quantization) im Telefoniebereich zurlick, bei welcher Spraninkonikation mit der amerikanischen
pu-Law Codierung bzw. der etwas spéater eingefihrten europaischemw/ Codierung digitalisiert wird. Diese
Technik wurde bis zur Abldsung durch Voice over IP in den Telefotraéen fur analoge Teilnehmer sowie
direkt von ISDN-Telefonen angewandt.

Die Idee besteht darin, grosse Amplituden mit grossen QuantisierungsitgéarA und kleine Amplitu-
den mit kleineren Intervallen zu quantisieren. Dadurch ergeben sicig@rdQuantisierungsintervalle als bei
gleichférmiger Quantisierung, wo Uber den ganzen Amplitudenbereich migldehen feinen Auflésung
operiert wird. In der Telefonie wurde so insgesamt mit 8 Bit pro SamplestsbHi leisen, um 30dB abge-
schwéchten Signalen noch eine SNRN ca. 30 bis 40 dB erreicht. Dies entspricht etwa einer Audioqualitat,
wie sie bei gleichformiger Quantisierung mit etwa= 12 Bit/Sample erreicht wird.

Eine einfache Mdglichkeit, eine ungleichférmige Quantisierung zu realisibesteht darin, das Audiosignal
Uber eine analoge, nicht-lineare Kompressorkennlinie in Bezug auf dgsgm Amplituden zu komprimie-
ren, und das komprimierte Signal anschliessend gleichférmig zu quantisdaeh der Riickwandlung in den
analogen Bereich missen naturlich mit einer Expander-Kennlinie gemaiateenform die urspriinglichen
Amplitudenverhaltnisse wieder hergestellt werden. Da es sich um die glglees angewandte) Kennlinie
handelt, verwendet man fur sie das Kunstwort Kompander-Kennlinie.

Im klassischen digitalen Telefonnetz gab es zwei Verfahren, die amesdkee,-Law und die européische
A-Law Codierung. Dieu-Law Kennlinie der nordamerikanischen Telefonie berechnete sichdiiimiertes
—1 < zjjn < +1 sowie dem Parameter= 255 wie folgt:

In(1 + p - |wjin])
In(1+ p)

(6.20)

x, = sign(xin) -

Dabei resultierte folgende Kompressionskennlinie, bei welcher dagahgssignat,, ebenfalls auf:1 nor-
miert ist:
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Abbildung 6.7: Amerikanischeu-Law Kompanderkennlinie

Kleine Amplitudenzji, werden mit dieser Kennlinie auf grossere Werfeabgebildet. Amplitudendifferen-
zen bei grosseni, fuhren aber nur noch zu einem kleinen Anstieg wvgn

Wird nun das komprimierte Signal, gleichférmig quantisiert, im Graphen mit 6 Bit oder 64 Quantisierungs-
intervallen (im Gegensatz zur Telefonie, wo die Unterteilung mit 8 Bit bzwchl@56 Intervalle geschieht),
ergibt dies fir die urspriungliche Amplitudeg, eine ungleichférmige Quantisierung, bei welcher kleine Amli-
tudenwertex;i, fein, grosse Amplitudenwerta;, recht grob quantisiert werden. Die Quantisierungsintervalle
sind im Graphen der Abbildung.7 gestrichelt dargestellt.

Um dieses ungleichférmig quantisierte digitale Signal wieder in seinen urglictien analogen Verlauf um-
zuwandeln, konnen als erstes die analogen Amplitudenwer@urch einen gleichférmigen D/A-Wandler
gebildet werden. Dieses Signaj(t) wird nun an der inversep-Law Kennlinie wieder auf die ursprungli-
chen Signalverlaufy, () abgebildet.

Wie schon erwahnt wurde in der europaischen Telefonie die A-Lamlga fir die ungleichformige Quan-
tisierung verwendet, wobei die nachfolgende Formel wiederum fimisote Ein- und Ausgangsamplituden

gilt:

TET  Tiin fur |zin| < %
TA= (6.21)

1+1In(A-|ay . §
W -sign(zin)  fur 4 < || <1

Mit dem in der européischen Telefonie verwendeten Paramketer 87.6 verlauft die Kennlinie praktisch
identisch zur amerikanischenLaw Kurve. Auch die (fir wiederum 6 anstatt 8 Bit) dargestellten Quantisie
rungsintervalle unterscheiden sich nur geringfigig:
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Abbildung 6.8: Kompanderkennlinie von A-Law im Vergleich zuLaw

Mit folgender digitalen Approximation kann die Implementierung der A-Law i€adhg zusétzlich verein-
facht werden: als erstes wird das analoge Signal mit einer relativ féinffisung quantisiert. Anschliessend
werden bei den grossen Amplitudenwerten mehrere dieser Intervalieem einzigen, grosseren Intervall
zusammengefasst.

In der europaischen Telefonie erfolgte die Quantisierung als erstes ntt Buflésung. Die dabei ent-
standenen 4096 Intervalle wurden wie folgt fur beide Vorzeichen iresiébeare, gleichformig quantisierte
Abschnitte und insgesamt 256 Intervalle zusammengefasst:

e Symmetrischer Eingangsbereich des A/D-Wandlers mit maximaler Amplitide

e 1 Bit Vorzeichen, d.h. es bleiben je 128 Quantisierungsintervalle prceirenbereich.

o 0<umin<g: 32Codesmi\ = 5z (entspricht einer 12-Bit Auflésung).
o & <uin< g5 16Codes mi\ = ;2= = o5;  (entspricht einer 11-Bit Auflosung).
e & <uin< 15 16Codes mi\ = = = =5  (entspricht einer 10-Bit Auflosung).
o L <umin<i 16Codesmith = ;2 =5k (entspricht einer 9-Bit Auflosung).
o L<umin<i 16Codesmith = ;1% = ;3= (entspricht einer 8-Bit Auflosung).
e 1<uzin<j3  16Codesmith = 22 =L (entspricht einer 7-Bit Auflosung).
e I <uzjin<1l: 16Codesmith = ;3 = (entspricht einer 6-Bit Auflosung).

Die insgesamt 256 Intervalle kénnen mit 8 Bit codiert werden, wobeil&iing Amplituden die 12-Bit Auflo-
sung erhalten bleibt. Der folgende Graph zeigt die Unterschiede in dap#&oaderkennlinie und den Quanti-
sierungsintervallen zwischen der A-Law Kompanderkennlinie und déafig Approximation. Um die gra-
phische Darstellung Ubersichtlicher zu halten, wurde anstelle der 25@&i€aeungsintervalle die Auflosung
wiederum auf 64 Quantisierungsintervalle reduziert.



86 Kapitel 6. Digitalisierung von Signalen

+—+-—+—-+-+-+-+-+-+-F XA XAd+-+-+-+—-+—-+—-+
I Y o [ N N
t—t -t -t -t -t -t -+ - Gpmt—mt—t—t—t—t -+
T T e L R e s e abte = I
+—t—+—F -t -t -t —+—+ - +
L [N |
+-t+-+-—+-+-—+-—F+-—+-+- i+ -4+ -+ -+ -+
e [ O O T I R I
+-+-+-—+-+-F+-—F+-—+-+- Ht 4 - A - -+ -+
e LLLR O T A T I R Y I
+t-t-—+t-—+-+t-—F+ -t -+ -+ -—FAHHE - A -+ -+
e LU IR T T I S L B
+t-t-—+-—+-—+t-—F+ -+ -+ -+ -t - A - -4 -+
e LLLCL IR T T IO S L B
t-+-—+t-—+t—-+t-—+-—+ -+ -+ -+ -+
[ [N BT T T R B
+ -ttt -+ -+ -+ -+ —JRIHHE R -H A - -+

|

Lo 1 migge oo

[ N O I RN
+—+—+1-+F H-+ 4 H 4 +HHHI
L e L N e e W A
+—+—+-+F H-+ 4 H4 +HHHI
L e L N e N A
+—+—+-+F H-+ 4 H 4 +HHHI
[ I N O I RN

______ —+—+—+—+—+—F—t+—+—+
____________ R R R N
e it il Sl Sl it i il

[ T
—t -t -t -t -+ -+ —+—+—+

+—+—+—-+—-+—-+—-F+ -+ -+
Abbildung 6.9: Kompanderkennlinie und digitale Approximation von A-Law

Zahlenbeispiel:

Fur die Abtastung eines analogen Telefonsignals mit einer BandiBeite 3.1 kHz im Bereich von ca. 300 Hz bis 3.4 kHz ist
das Nyquist-Shannon Abtasttheorem fiir Basisbandsignale einzutgdtémterabtastung nicht méglich ist. Mit etwas zuséatzlicher
Reserve ergibt sich dadurch eine Sampleratesvk8amplé's, d.h. allel25 s muss die Amplitude des Sprachsignal erfasst werden.
Die Taktrate vor8 kHz ist Gibrigens auch im heutigen, durch Datenkommunikation gepr&giekbone des Telefonnetzes eine immer
noch wichtige Grundfrequenz. Zusammen mit den 8 Bit pro Sample demiAcodierten Signals ergab dies folgende Datenfgge

fur ein digitalisiertes analoges Telefonsignal:

dpps = 8 Bit/Sample 8 kSamplg's = 64 kBit/s

6.3.3 Heutige Audiokompressionsverfahren

Digitale ISDN-Telefone und analoge Telefongeréte, deren Signale ifetifonzentrale digitalisiert wurden,
sind heute durch IP-Telefone und Mobiltelefone mit raffinierten Voiceldes abgeltst worden. Damit hat
aber auch die ungleichférmige Quantisierung im Zeitbereich ihre vormalgigéctechnische Bedeutung
verloren.

Die Idee, ungleich grosse analoge Amplitudenwerte mit ungleich grossamtiQerungsintervallen zu quan-

tisieren, hat aber nichts an Aktualitat eingebusst. Heutige Audiokompnassidahren vollziehen jedoch die

ungleichférmige Quantisierung im Freugenzbereich. Zu ihnen zéhleennéér wohl bekanntesten, heute
aber Uberholten MP3-Codierung auch das Advanced Audio Codin@JAd seine Weiterentwicklungen,

welche unter anderem bei DAB+, iTunes Store oder bei Streaming-@ieasrwendet werden.

Warum sich der Aufwand lohnt, ein Audiosignal in den Frequenzbemidhansformieren und die ungleich-
férmige Quantisierung im Spektrum zu realisieren, hat vor allem physialogisnd psychoakustische Griin-
de. Unser Gehdr bzw. unsere akustische Wahrnehmung hat jeweilsafineines schmalen Frequenzbandes
einen stark eingeschrankten Dynamikbereich, d.h. wir nehmen kleinerditAdem von Frequenzanteilen
kaum noch wahr, wenn in unmittelbarer spektraler Nahe gleichzeitig audréalione vorhanden sind. Dies
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bedeutet nun aus nachrichtentechnischer Sicht, dass jedes schriglbarduenzband mit ein paar wenigen,
den grdssten dort aufzufindenden Spektrallinien angepassten Qerantisintervallen digitalisiert werden
kann, ohne dass die Qualitat der akustischen Wahrnehmung deutlichleetgert wird, da das Nutzsignal
den adaptiv vergrosserten Quantisierungsfehler maskiert.

Indem nun ein Audiosignal pro schmalbandigem Frequenzband ntarmicein paar wenigen Bit codiert
wird, kann die Datenrate eines digitalisierten Musik- oder SprachsignatBathestarker gesenkt werden, als
dies bei &hnlicher Qualitat mit einer ungleichférmigen Quantisierung im Zeittdemaglich ware.

Wieviel Bitrate in welchen Lebenssituation fiir eine gentigende Audioqualititicht, wird wohl von jeder-
mann unterschiedlich beurteilt. Die Eidgendssische KommunikationskommissionGam) verlangt aber
bei der Ausschreibung von terrestrischen T-DAB+—KonzessiondBand 1l (174 bis 230 MHz), dass eine
Mehrheit der Radiostationen in einem zu vergebenden Frequenziwadkd36 MHz mit einer Qualitat von
mindesten$4 kBit /s Ubertragen wird. Diese Bitrate eines HE AAC v2 codierten DAB+ — Raigjsals, wel-
che bei der A-Law Qunatisierung in der Telefonie gerade einmal fura@menalige Audiobandbreite von
< 4kHz ausreichte, entspricht im Alltag einer Quasi-UKW Qualitat bei Sterexdidgung.

6.4 Weitere Verfahren der A/D-Wandlung

Die einfihrend behandelte Pulse-Code Modulation ist auch heute neahalst verwendete Verfahren, um
in einem ersten Schritt ein analoges Signal in den digitalen Bereich zu imamdeliesem Kapitel sollen
mit dem Deltamodulator und dem Delta-Sigma A/D-Wandler noch alternativaMa vorgestellt werden,
wobei vor allem letzterer eine immer grossere Verwendung findet.

6.4.1 Deltamodulator

Anstatt die Amplituden jedes Abtastwerts mit voller Auflosung zu erfassernzunzbdieren, versucht der
Delta-Modulator das analoge Eingangssignal mit einer Treppenstufieulzitden.

w — A-2 > LPF

L

my(t) m,(t)

A

A2

Abbildung 6.10: Mit Summator implementierter Deltamodulator

my(t)

Im Takt der sehr hohen Samplerate welche typischerweise auch fur moderate Wortbreitanindestens
zwei Grossenordnungen hoher ist als die Nyquistfrequenz, vemglde Komparator das analoge Eingangs-
signalm,(t) mit der Nachbildung des Deltamodulators (¢). Ist ma(t) < mg(t), wird ma(¢) um eine
weitere Quantisierungsstuf® erhéht, im anderen Fallhfa(t) > m,(t)), um eine Quantisierungsstufe
vermindert. Der digitalisierte Bitstroma (t) besitzt die Bitratelyps = f,. Einer und Nullen représentieren
die Treppenstufe-A bzw. —A. Die Rekonstruktion des analogen Signals erfolgt durch Aufsummienen de
Treppenstufen und einer Glattung mit einem Tiefpassfilter. Dies ist autdbten Seite des vorhergehenden
Blockdiagramms dargestellt.

Anstatt mit einem Summator ,eckig” die Treppenstufen am Anfang jedes Vildkz 7, = fi auf einmal
zu erklimmen, kann ein Integrator den Ausgang des Komparators (mit Ampiitatleaufintegrieren.
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Abbildung 6.11: Mit Integrator implementierter Deltamodulator

Mit der Integratlonskonstantdn— —= wird der um einA veréanderte neue Amplitudenwert gerade am Ende
des TaktzyklusT; erreicht. Diese Integratlon ist im Vergleich zur zeitdiskreten Summation ¢iafam-
plementierbar. Bei der Ruckwandlung in den analogen Bereich erlaichtelem diese kurzen integrierten
Rampen im Vergleich zu den harten summierten Stufen die Glattung des Signasmiliefpassfilter.

Obwohl die Deltamodulation schaltungstechnisch sehr einfach realisisdew&ann, hat sie sich wohl aus
einem einzigen Grund nicht in markttauglichen Produkten durchsetzerekofiir eine gute SNRist die
bendtigten Sampleratg viel zu hoch, ein Schwachpunkt, welcher der Delta-Sigma ADC ohneamsverte
andere Nachteile deutlich entschéarfen kann.

6.4.2 Delta-Sigma A/D-Wandler

Delta-Sigma Wandler decken heute einen immer grosser werdenden Artéiladktes ab. Sie eignen sich
fur sehr feine Auflésungen von 32 Bit/Sample bei sehr tiefen Wande]rigéern eine Auflosung von 24

Bit im Audio-Bereich bis192 kSamplég's und erreichen heute bei einer Auflésung von 16 Bit/Sample Wand-
lungsraten von bis zu0 MSamplée's, bei einer Auflésung von 12 Bit/Sample 68.MSample's.

Das Blockschaltbild eines Delta-Sigma A/D-Wandlers ist nachfolgend diglife Systemtechnisch scheint
sich vorerst im Vergleich zum Deltamodulator nichts verandert zu hatierneiden Integratoren der Riick-
wandlung und im Rickkopplungspfad wurden in den Vorwéartspfasioherben. Da es sich aber bei der Kom-
paratorschaltung um eine abgetastete (d.h. zeitvariante) und vor allémnmiab¢-lineare Operation handelt
und somit kein LTI-System vorliegt, hat sich durch diese Umstellung allesditag Verhalten dieser neuen
Schaltung veréandert.

I

: k- - —— > na0 —| LPF

—>
m,(t) m(t)

Abbildung 6.12: Delta-Sigma A/D-Wandler mit anschliessender analogeioRstkuktion

Die Ruckwandlung eines Delta-Sigma codierten Bitstreams in ein analoges$Sgteht nur noch aus einem
Tiefpassfilter.

Das Eingangssignal soll nachfolgend als normjiert(¢)| < 1 angenommen werden, ebenso der Ausgang des
zeitdiskreten Komparators mit Amplitudenwerté&n, welche jeweils Gber einen ganzen TaktzyKIys= fi
konstant sind.

Liegt nun beispielsweise mit,(¢) = 0.8 ein konstanter, deutlich positiver analoger Amplitudenwert vor,
ist die Abweichung zur Komparatoramplitudel relativ klein, jene zur Amplitude-1 jedoch recht gross.
Der Integrator nach der Differenzbildung vollzieht somit eine schnellgeGleewegung wennax (t) = —1

gilt, wahrend die Korrektur beiax.(t) = +1 langsamer erfolgt. Der Amplitudenwechsel von ,-1“ zu ,+1*
erfolgt in diesem Fall somit nach einem einzigen Taktzykluswahrend der Wechsel von ,+1" zu ,-1" erst
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nach einigen Taktzyklen vollzogen wird.

Der Delta-Sigma A/D-Wandler schaltet somit regelméssig seinen Komparsg@aray um, doch wird die
statistische Verteilung zugunsten von ,+1" ausfallen, wemy(¢) > 0 gilt, bzw. zugunsten von ,-1" bei
me(t) < 0. Die statistische Mittelung des Komparatorausgangs (z.B. mit einem Tiefpa$srgibt die
analoge Eingangsamplitude, wahrend das sehr haufige Umschaltenitazéss die meisten spektralen
Anteile der riesigen Quantisierungsfehig(k - Ts) < +(amax — amin) IN €inen so hohen Frequenzbereich
verschoben werden, dass sie mit dem Tiefpassfilter bei der Wandlaleg ianalogen Bereich eliminiert wer-
den.

Bei handelsublichen Delta-Sigma A/D-Wandlern wird dieser 1-Bit Samplestnit digitalen Tiefpassfil-
tern wieder in das PCM-Format umgerechnet, womit die Samplerate wieden iBateich der Nyquistrate
fsy Sinkt und die Anzahl Bit pro Sample wieder auf typischerweise 12 .. .. 32 Bit/Sample steigt.

6.4.3 Delta-Sigma D/A-Wandler und Pulsweitenmodulation

Die Art und Weise, wie der Delta-Sigma A/D-Wandler das analoge Eingaymgdsligital approximiert, kann
auch fur die Rickwandlung vom digitalen in den analogen Bereich mit einelta{Sigma D/A-Wandler ver-
wendet werden.

Liegt ein digitales Signal als PCM-Signal mit SamplerAteind Auflésungn vor, muss als erstes ein Samp-
lestrom mit einer Auflésung von nur noeh= 1 Bit/Sample und einem Vielfachen der Sampleraterzeugt
werden.

Dies geschieht durch eine digitale Nachbildung der Approximation, wie si®dka-Sigma A/D-Wandler
vornimmt, inklusive dem dazu benétigten, nun digitalen Tiefpassfilter. Ber sighr einfachen Implementie-
rung kann anschliessend diese schnelle Bitfolge auf ein einfaddteSiefpassfilter ausgegeben werden.

Das Verfahren ist sehr ahnlich zur Pulsweitenmodulation (PWM), weghalbelta-Sigma D/A-Wandlung
und das PWM-Verfahren einander gegentber gestellt werden sollen.

Die Idee bei PWM ist, die Amplitudenwerte der Samples auf die Pulsbreite EswTasstverhéltnis eines
Rechtecksignals abzubilden. Die Pulsbreite kann digital mit einem sehelsgktakteten Logiksignal gene-
riert werden, wobei die Taktrate um Groéssenordnungen hoher alsydjeistrate der digitalen Samples ist.
Somit handelt es sich bei PWM eigentlich um eine Oversampling-Technik.

Hohe Amplituden werden auf ein hohes Tastverhaltnis des PWM-Signal®(denlange , 1“-Phase und kur-
ze ,-1"-Phase des bipolaren Logiksignals), mittlere Amplituden auf ein @asétnis von 50% (gleich lange
»1% und ,-1“-Phase) und tiefe Amplituden auf ein tiefes TastverhaltnisrZk ,1“- und lange ,-1"-Phase)
abgebildet. Mit einem anschliessenden analogen Tiefpassfilter wirdwdis &ignal gemittelt, wodurch sich
wieder der kontinuierliche Verlauf des urspriinglich abgetasteten ara®ignals ergibt.

Beim Delta-Sigma D/A-Wandler wird versucht, anstatt mit einem relativ langéNHPuls mit unterschiedli-
chen Tastverhaltnissen die D/A-Wandlung mit méglichst kurzen , 1“- uait-Rulsen und maglichst haufigen
Amplitudenwechseln zu erzeugen, wobei die Einer und Nullen ungleidigh&arkommen.

In statistischer Hinsicht entspricht beim Delta-Sigma DAC das Verhaltnis varall ,1“ zur gesamten An-
zahl ausgegebener Bit gerade dem Tastverhéltnis des PWM-Signalsjdr relativen Aussteuerung des zu
erzeugenden analogen Amplitudenwertes. Da im Vergleich zum PWMyven der Delta-Sigma DAC das
Quantisierungsrauschen zu noch héheren Frequenzen hin vétsdlasitzt er bei gleicher Oversampling-
Rate und tendziell einfacherem analogen Filter sogar die hohere Andifals dies bei einer Ausgabe mit
PWM der Fall ist.
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Zur lllustration sind nachfolgend die beiden Pulsfogen des Delta-SigmataAdlers und des PWM-Verfahrens
dargestellt:

XZA(t) 4 ,XP,WM(O

Abbildung 6.13: Delta-Sigma D/A-Wandler im Vergleich zu PWM



Kapitel 7
Ubertragung von digitalen Signalen

7.1 Digitale Information auf analogen Signalen

Wie schon bei den analogen Kommunikationssystemen wird auch bei detatigiignaliibertragung unter-
schieden, ob das Nachrichtensignal im Basisband ubertragen wirdl@s ein Tragersignal moduliert und
so als Bandpasssignal Gber den Kanal gesendet wird.

Der Begriff digitale SignalUbertragung ist aber — wortwortlich interpretiegtwas irrefihrend. Die Uber-
tragenen Signale haben immer kontinuierlichen und nicht diskreten Charskigass man besser von einer
Ubertragung von digitaler Information mit Hilfe von analogen Signalen $@esollte. Denn: selbst wenn
diskrete Ubergange der Amplitude oder Phase bei Nachrichtensigmajesteebt werden, sind die Anstiegs-
und Abfallzeiten solch harter Amplitudentbergange nicht unendlich kvag,zumindest in einem kurzzeiti-
gen Ubergangsbereich zu kontinuierlichen Amplituden fiihren wird.

Meist sind aber solch harte Ubergéange unerwiinscht, da der Batediexarf dadurch stark ansteigt. Deshalb
werden Amplitudeniibergénge mit — im Rahmen der Datenrate — moglichst hardpaufenden, kontinuier-
lichen Signalverlaufen implementiert, um gezielt Bandbreite zu sparen.

Trotzdem werden nachfolgend in einem ersten Schritt die digitalen Basisigmale wie auch die modu-
lierenden Signale von digitalen Modulationsverfahren als Zero-Ordét Flolse dargestellt. Diese Signale
weisen zwar an den harten Amplitudentbergdngen Unstetigkeitsstelleblgib&n aber so in ihrer einfa-
chen und Utbersichtlichen Form sehr Uberschaubar. In einem zweleitt &/ird dann anschliessend gezeigt,
wie ,digitale Signale* mdglichst optimal mit bandbreitesparenderen stetigeal&gmen tGbertragen werden
konnen. Beide Auspragungen dieser digitalen Signale erfillen inrenteaipen Zweck: digitale Information
wird vom Sender zum Empfanger tGbertragen.

Digitale Information kann entweder paketweise oder als kontinuierlichemiSaien vom Sender zum Emp-

fanger gelangen. In beiden Fallen wird der Signalverlauf in einzelne 8iben unterteilt, wahrend der ein

binares oder mehrwertiges Symbol gesendet wird. Eine wichtige AufibEmpfangers besteht darin, sich
aufgrund des Signalverlaufs (oder mit der Untersitzung von Hilfskgnaie einem Clocksignal) auf dieses
periodische Raster von Symbolzeiten aufzusynchronisieren.

Pro Symboilzeit wird je nach System oder Konfiguration ein binares oderweeiges Symbol Gbertragen.
Alle moglichen Symbolwerte bilden zusammen das Alphabet der digitalen Ugpenga

Im binéren Fall besteht das Alphabet aus 2 Symbolwerten, welche ldtmtragungtechnik auch mit Mark
(Ubertragene Eins) und Space (Ubertragene Null) bezeichnetnv@demehrwertigen Symbolen ist das Al-
phabet der Ubertragung umfangreicher und besitzt oft eine Anzat?2v Symbolen. Solche Symbolwerte
von mehrwertigen Symbolen besitzen keine einheitlichen Bezeichnungensortern erhalten bei Bedarf
meist eine Bezeichnung, die an ihre Bedeutung im hoheren Kommunikatienskay Ubertragungsprotokoll
angelehnt ist.

Bei einer binaren Ubertragung wird jeweils ein Bit pro Symbolzeit tibeetnaginfache Beispiele dafiir sind

Logikschaltungen auf der Leiterplatte oder in einem FPGA oder ASIC, glielie Schnittstelle RS-232,
USB 2.0 oderl 0 Mbit/s Ethernet 10BASE-T.

91
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Bei mehrwertigen Symbolen, werden pro Symbolzeit gleich mehrere Bitagesr. Beispiele dafur sind die
klassischen Modems oder Faxgeréate des analogen Telefonne@eis,s Ethernet 1000BASE-T, sowie die
Vielzahl von OFDM-modulierten Ubertragungsverfahren, wie sie beBADterrrestrischem Digital Audio
Broadcasting (DAB-T), WLAN oder Powerline Communications eingesetztien.

Sowohl bei bindren wie auch bei mehrwertigen Ubertragungsverfasull jeder Symbolwert des Alphabets
auf eine ganz spezifische Signalform abgebildet werden. Je bédselies Signalformen der verschiedenen
Symbolwerte unterscheiden, umso weniger Fehler wird der Empfangartrd&ennen dieser Werte gene-
rieren, auch wenn solche wegen starker Signaldampfung, Vergemwmnd Stérungen nie ganz verhindert
werden kdnnen.

Ist der Empfanger in der Lage, den Frequenzgang des Kanals zgiéman und Storsignale in hohem Masse
zu unterdriicken, kann die Anzahl unterscheidbarer Signalformsteigert werden, was zu einer hdheren
Anzahl Bit pro Symbolzeit und damit zu einer hoheren Datenrate fihrtl &m Empfangsbedingungen zu
schlecht, muss die Ubertragung auf ein binares Verfahren reduzedew, in der Hoffnung, dass der Emp-
fanger wenigstens noch zwei unterschiedliche Signalformen auseireattgn kann.

Schliesslich gibt es bestimmte Ubertragungsverfahren, denen zweschitatliche Signalformen fir den
gleichen Symbolwert zur Verfligung stehen. Dadurch kdnnen sipibkig/eise die spektralen Eigenschaf-
ten des Signals verbessern oder die Synchronisation beim Empfamgefaehen. Werden im binaren Fall
zwei Symbolwerte auf total drei Sighalformen abgebildet, so spricht mampseudoterndren Signalen. Diese
pseudoternare Ubertragungsart war im klassischen TelekommunikB&ahk&one PDH/SDH bei elektri-
schen Schnittstellen (wie E1, DS1, E3, DS3) weit verbreitet, wird abdr-auc differentieller Auspragung —
bei 100 Mbit/s 100BASE-TX verwendet.

7.2 Digitale Basisbandiubertragung

Sowohl bindre wie auch mehrwertige Signale werden im Basisband mit Hiffdgitungscodes (Englisch:
line codes) Ubertragen. Sie definieren, wie die unterschiedlichen Syratbelauf Signalformen abgebildet
werden.

Leitungscodes sind mehr oder weniger aufwendig implementiert und erlesines oder gleich mehre-
re von folgenden Zielen:
« Anpassung des Spektrums an die Eigenschaften des Kanals (z.Bel@C}bertragung).

* Minimieren des Bandbreitenbedarfs.

Einfache Synchronisation beim Empfanger (Taktrickgewinnungligaig clock/data recovery CDR).

Hohe Storfestigkeit bei der Ubertragung (d.h. kleine FehlerratedfedthReichweite und tiefer Sende-
leistung).

Erkennung von Ubertragungsfehler (evtl. auch nur statistischea§§esszur Fehlerrate).

Tiefe Kosten, d.h. geringe Komplexitat bei der Implementierung.

Je nach Kombination der Anforderungen eignen sich unterschiedliati@hven, womit sich eine Vielzahl
von Leitungscodes etablieren konnten. Eine Auswahl von sehr bekaheitungscodes wird in den nachfol-
genden Abschnitten beschrieben.

Neben der Wahl eines geeignenten Ubertragungsverfahrens siredlam auch die physikalischen Kana-
leigenschaften entscheidend fir eine erfolgreiche Kommunikation. AsgeKgriinden versucht man beim
Ubertragungskanal aber oft, diesen so einfach wie mdglich zu halteihmdafir mit aufwendigerer Technik
beim Sender und Empfanger maximal auszunutzen. Nachfolgend sindaimvjthtige Kanaleigenschaften
aufgefiihrt, ohne naher auf diese Themen einzugehen:
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» Wahl des Mediums (Eindrahtleitung, ungeschirmte oder geschirmte Zwéiitang, Coaxialkabel,
Drahtlosubertragung).

« Eigenschaften des Mediums (Wellenimpedanz, Linearitat, Ubertragamggdng, Schirmdampfung,
Reflexionen, Ubersprechen auf andere Verbindungen).

 Ein- und Auskopplung aufs Medium (asymmetrisches Signal, symmetrisaipesl Srdfreie Verbin-
dung).

7.2.1 Unipolares NRZ-Signal

Bei einem unipolaren NRZ-Signal wird Uber die gesamte BitZe#in Mark mit der AmplitudeA (z.B.

A = 1) und ein Space mit der Amplitudegesendet. NRZ bedeutete Non-Return-to-Zero, d.h. die Amplitu-
denwert bleibt Uber die Bitzeit konstant und fallt im Gegensatz zu eineunriRéo-Zero Signal in der Mitte
der Bitzeit nicht auf Null zurtick. Da der Amplitudenwert direkt den Bitiveprasentiert, spricht man bei
diesem Code auch von einem NRZ-Level (oder NRZ-L) Signal.

A %)

+1

Abbildung 7.1: Unipolares NRZ-Signal im Zeitbereich

Die beschriebene Zuordnung der beiden Amplitudenwerte zu den Bitwisttso zwar sehr Ublich, aber
eigentlich willkirlich gewahlt. Ebenso gut ist diese Zuweisung umgekemklzhe, d.h. die Amplituded
steht fur ein Space und entsprechend die Amplitddér ein Mark. Auf der Leiterplatte, an den Ein- und
Ausgangen von ICs, wird eine solch umgekehrte Amplitudenzuweisungieiseise als low-aktives Signal
bezeichnet. Solche unterschiedlich definierten Implementierungen sindibdetragungstechnik leider die
Regel und nicht die Ausnahme. In Bezug auf Leitungscodes scheiigsmzu gelten, dass alles, was so oder
gerade andersherum implementiert werden kann, mit Sicherheit aucidanbadglichen Varianten schon
realisiert wurde.

Eigenschaften des unipolaren NRZ-Signals:

« Komplexitat: sehr klein, da die bei digitalen Logikschaltungen ubliche elektrische Diarsjeder
Bitwerte mit einer kleinen Treiberschaltung direkt ausgegeben werdem liad somit kein Codie-
rungsaufwand natig ist.

» DC-Freiheit, Spektrum: nicht DC-frei, selbst bei statistisch gleich haufigen Mark und Spacegé.a
Folgen von gleichen Symbolen (d.h. grosse sogenannte Run-Lenbtenfidudem zu tieffrequenten
DC-Fluktuationen.

 Taktriickgewinnung, Synchronisation: schwierig, speziell bei hohen Run-Length. Mit einem Scram-
bler kann aber das Auftreten von grossen Run-Length vermindert, gétich eingefligten Bitwerten
(Bitstopfen, Englisch: bit stuffing) oder durch zusatzliche Codebits @uBch eine 8b/10b-Codierung)
sogar ganz vermieden werden.

» Beispiele:CMOS-Signale auf Leiterplatte, optische Kommunikation tiber Lichtwellenleiteranam-
bler oder 8b/10b-Code).
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In den nachfolgenden Unterabschnitten sollen Scrambling, Bitstopfe@/d@b-Codierung kurz erlautert
werden. Im Vergleich zu den weiteren vorgestellten Line-Codes haeslsith aber bei allen drei Verfahren
um Massnahmen, welche in Bezug auf die Implementierung deutlich aufvesrsiingl.

Scrambling

Mit Scrambling mdchte man die Abfolge von Mark und Space in eine gleichverifédlige Verteilung
zwingen, unabhangig davon, welche Nutzdaten Ubertragen werdeicHt werden kann dies zum Beispiel,
indem die Nutzdaten mit einer pseudo-zufalligen Bitsequenz Modulo-2raedieden. Die Modulo-2 Addi-
tion entspricht einer XOR-Verknupfung der beiden Bitwerte.

Diese pseudo-zufallige Bitsequenz kann zum Beispiel mit einem riickgeken Schieberegister erzeugt
werden, wie dies beim unten dargestellten SDH/SONET-Scrambler realigidrtBei SDH und SONET
handelt es sich um Gigabitverbindungen im Glasfaser-Backbone tE@fenunikationsnetzes.

Scrambler / Descrambler: 1+ x%+ x’

Input

o

z-1 z1 z-1 z-1 z-1 z1 z-1 F +>
o

Output

Abbildung 7.2: Additiver Scrambler von SDH/SONET

Sowohl beim Scrambling des Senders wie auch beim Descrambling desrigrarg&ann die gleiche Schal-
tung eingesetzt werden. Der Startwert im Schieberegister darf benedditiven Scrambler (wie dem in
Abbildung (7.2) dargestellten SDH/SONET-Scrambler) nicht aus lauter Nullen bestetaatwé&rt und Start-
zeitpunkt mussen zudem beim Sender und Empféanger bitsynchron sein.

Neben dem additiven Scrambler gibt es auch noch selbstsynchrondgeserambler, welche im Vergleich
zu additiven Scramblern zwar vereinfachte Startbedingungen, dadiireine von der Anzahl Abgriffen des
Scramblers abhangige Vervielfachung der Ubertragungsfehleessen

Bei beiden Typen von Scramblern gibt es zwar keine Garantie, dassuvidiSpace anschliessend gleichver-
teilt auftreten und die Run-Length tatsachlich beschrankt wird. Manatsf annehmen, dass die zu Uber-
tragenden Nutzdaten mit der Pseudozufallssequenz des Scrambledsonieliert sind. Grosse Run-Length
werden damit in der Praxis nur mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit auftr&®er amerikanische SONET-
Standard wie auch das europaische SDH spezifizieren zudem eirtabiters jitterfreien Bittakt, dass selbst
in extremen Fallen von Run-Length Gber mehrere hundert Bit die Talgeiidknung des Empfangers die
Synchronisation nicht verlieren wurde.

Bitstopfen

Beim sogenannten Bitstopfverfahren (Englisch: bit stuffing) erzwitegtSender nach einer definierten An-
zahl gleicher Datenbit (z.B. 6 nacheinander folgende Mark) einen Bitsed, indem er ein zusétzliches in-
formationsloses Bit mit einem zur Sequenz invertierten Bitwert (im BeispieSpate) einfugt. Dies passiert
unabhéangig davon, ob das nachfolgende Datenbit diesen Wechsessschon erzeugt hatte.
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Der Empfanger kann diese Stopfbit sehr einfach erkennen und auPdeenstrom wieder entfernen, in-
dem er nach der Sequenz mit maximal zulassiger Run-Length das nacidel8it einfach wieder 16scht.

8b/10b-Codierung

Bei der 8 Bit zu 10 Bit Codierung (8b/10b-Code) werden jeweils 8 Datestbauf 10 Codebit abgebildet,
dass unabhé&ngig von den Nutzdaten Mark und Space immer gleich haufigitreigenen Bitstrom auftreten.
Zudem garantiert diese Codierung, dass die Run-Length auf eine maxiérade von 5 aufeinanderfolgen-
den gleichen Bit begrenzt bleibt.

Der 8b/10b-Code wurde urspriinglich von IBM fir Glasfaservenonggn entwickelt, findet aber heute auch
Anwendung bei SuperSpeed USB 3.0, S-ATA, PCI Express, optis¢higabit-Ethernet und in leicht modi-
fizierter Form auch bei den HDMI- und DVI-Schnittstellen. Ganz offelmtich lohnt es sich, eine um 25%
hohere Ubertragungsrate wegen der 8b/10b-Codierung hinzunglimedgie spektralen Eigenschaften des
Signals zu kontrollieren und dem Empfanger die Synchronisation zu ddeich

7.2.2 Bipolares NRZ-Signal

Bei einem bipolaren NRZ-Signal wird Uber die gesamte BitZe#in Mark mit der AmplitudeA (z.B. +1),

ein Space mit der Amplitude A (z.B. —1) gesendet. Wiederum handelt es sich um eine NRZ-L Codierung,
bei welcher der Amplitudenwert direkt den Bitwert reprasentiert. Jb haeratur wird diese Ubertragungsart
auch alspolaresNRZ-Signal bezeichnet und der Begrifipolar fur das weiter unten vorgestellte Alternate
Mark Inversion (AMI) verwendet.

A Xy(t)

+1

T 2T 3T 4T 5T 6T T t

Abbildung 7.3: Bipolares NRZ-Signal im Zeitbereich

Die Zuordnung der beiden Amplitudenwerte zu den Bitwerten ist wiederdiebiig

» Komplexitat: sehr klein, da wiederum kein Codierungsaufwand sondern nur egileeFschaltung mit
entsprechenden Ausgangspegeln notwendig ist.

e DC-Freiheit, Spektrum: DC-Freiheit deutlich besser als unipolares NRZ, speziell wenn Mark und
Space statistisch gleich haufig vorkommen. Grosse Run-Length oder zeiilicichnitte mit einseitiger
statistischer Verteilung von Mark und Space fiihren aber weiterhin ztetigiénten DC-Fluktuationen
(Abhilfe: Scrambler, 8b/10b-Code).

 Taktriickgewinnung, Synchronisation: schwierig bei hohen Run-Length (Abhilfe: Scrambler, Bit-
Stuffing, 8b/10b-Code)

» Beispiele:Serielle RS-232 Schnittstelle, LVDS-Signale auf Leiterplatte.

7.2.3 Unipolares oder bipolares NRZ-inverted Signal

Im Gegensatz zu den beiden vorhergehenden NRZ-L Codes kaembeNRZ-inverted Codierung (NRZI)
der Bitwert nicht direkt aus dem Amplitudenwert herausgelesen wekdelmehr geben die Amplituden-
wechsel an, ob ein Mark oder ein Space Ubertragen wird. Neben demn dargestellten unipolaren NRZ|
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gibt es auch ein bipolares NRZI.

A x,(t)

+1

Abbildung 7.4: Unipolares NRZ-inverted Signal (NRZ-M) im Zeitbereich

Bei NRZI oder NRZ-M (M wie Mark), reprasentiert ein Amplitudenwedhsi@ Mark. Liegt kein Amplitu-
denwechsel vor, handelt es sich um ein Gibertragenes Space.

Bei NRZ-S (S wie Space) ist es gerade umgekehrt, d.h. jedes Spacgemen Amplitudenwechsel, wéh-
rend bei einem Mark die aktuelle Amplitude des Signals beibehalten wird.

Zwei Vorteile besitzen NRZ-inverted Signale im Vergleich zu NRZ-Levest&ms konnen lange Run-Length
gleicher Amplitude nur noch bei einem der beiden Bitwerte auftreten, da &ed@ren Bitwert automatisch
immer ein Amplitudenwechsel erfolgt. Bitstopfen fir diesen einen Bitwert bimdet dann nicht nur lange
Run-Length, sondern sorgt tendenziell (jedoch ohne Garantie)fduelne gewisse DC-Freiheit. Dies wird
zum Beispiel bei USB 2.0 genutzt, wo die Daten mit bipolarem NRZ-S lGbenragrden und grundséatzlich
ein Stopfbit-Space nach 6 aufeinander folgenden Mark eingefiligt wird

Zweitens werden NRZI codierte Daten auch dann richtig decodiert, wierkndplituden in invertierter Form
vorliegen. Ein solcher Empfang mit invertierten Amplituden tritt einfacher alsfman vielleicht vermutet:
zum Beispiel beim Vertauschen der beiden Adern einer Zweidrahtwkrbg) der Verstarkung des Signals
Uber einen invertierenden Verstarker, oder wegen eines PLLsufleieaum 180 Grad verschobene Phase
eines Tragersignals einrastet.

» Komplexitat: klein. Allerdings kann NRZI erst im Zusammenhang mit Bit Stuffing seine 8tavioll
ausspielen, was dann aber den Implementierungsaufwand deutlich.erhéh

» DC-Freiheit, Spektrum: bei bipolarem NRZI ist die DC-Freiheit gut, speziell wenn z.B. durch Bit
Stuffing die Amplitudenwerte tendenziell gleich haufig vorkommen.

» Taktriickgewinnung, Synchronisation: es sind nur noch hohe Run-Length bei einem der beiden Bit-
werte zu beflirchten (Abhilfe: Scrambler, Bit-Stuffing, 8b/10b-Code)

 Beispiele:CD-ROM (NRZ-M), Highspeed USB 2.0 (NRZ-S).

7.2.4 Unipolares RZ-Signal

Beim unipolaren RZ-Signal wird wie beim unipolaren NRZ-Signal der eiinedt mit dem Amplitudenwert
A, der andere mit dem Amplitudenwérgesendet. Allerdings fallt die Amplitudé nach typischerweise der
halben Bitzeit wieder au zuriick.
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A X,(t)

+1

Abbildung 7.5: Unipolares RZ-Signal im Zeitbereich

Es kénnen so zumindest keine langen Zeitabschnitte mit konstanter Amplitoahr auftreten, so dass sich
die Problematik einer hohen Run-Length nur noch auf den Bitwert mit derifrdp 0 beschrankt.

« Komplexitat: klein. Allerdings muss mit zusatzlichem Aufwand (Scrambling, Bit Stuffing &té10b-
Code) auch noch eine lang andauernde Amplitugerhindert werden.

» DC-Freiheit, Spektrum: nicht DC-frei, wozu es auch keine Abhilfe gibt. Wegen den kiirzerda-Pu
breiten der Amplituded vergrossert sich der Bandbreitenbedarf im Vergleich zu unipolarBz. N

 Taktriickgewinnung, Synchronisation: besser als bei unipolarem NRZ aber immer noch nicht ausrei-
chend gut, da Uber eine lange, ununterbrochene Zeit die Amplitwvdekommen kann.

7.2.5 Bipolares RZ-Signal

Beim bipolaren RZ-Signal wird wie beim bipolaren NRZ-Signal der eine Bitweét dem Amplitudenwert
A, der andere mit dem Amplitudenwertd gesendet. Allerdings féallt die Amplitude nach typischerweise der
halben Bitzeit wieder auj zurtick.

A x,(t)
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Abbildung 7.6: Bipolares RZ-Signal im Zeitbereich

Bei einem biplaren RZ-Signal kénnen keine langen Zeitabschnitte mit kuestamplitudeA oder— A mehr
auftreten. Das Synchronisationsproblem ist geldst: ein Clocksignalx&nsehr einfach durch Gleichrichten
des Datensignals aus diesem extrahiert werden.

» Komplexitat: klein.

e DC-Freiheit, Spektrum: nur DC-frei, falls Mark und Space statistisch gleich haufig vorkommens-Gro
se Run-Length oder zeitliche Abschnitte mit einseitiger statistischer Verteilomdwark und Space
fuhren aber weiterhin zu tieffrequenten DC-Fluktuationen (Abhilfea8uxer, 8b/10b-Code). Wegen
den kirzeren Pulsbreiten der Amplitudevergroéssert sich der Bandbreitenbedarf im Vergleich zu bi-
polarem NRZ.

» Taktriickgewinnung, Synchronisation: auf einfache Weise vollstandig gelost.
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7.2.6 Alternate Mark Inversion

Bei Alternate Mark Inversion (AMI-Code) wird fur ein Space die Amplitutlend fur ein Mark abwechs-
lungsweise die Amplitudel bzw. — A gesendet. AMI-codierte Signale zeichnen sich durch ein Spektrum
aus, welches nicht nur DC-frei ist sondern welches auch keingisffirequente Spektralanteile aufweist, da
unabhangig von den Ubertragenen Daten keine DC-Fluktuationentaoft@MI-Signale gibt es als NRZ-
und RZ-Signale mit leicht unterschiedlichem Spektrum.

A %)

+1

Abbildung 7.7: AMI NRZ-Signal im Zeitbereich

In Bezug auf Mark konnen keine langen Zeitabschnitte von gleicher Ampliawdtreten, womit genigend
Synchronisationsinformationen in hohen Run-Length von Mark vorsaist. In Bezug auf Space kann aber
die Amplitude0 tber sehr lange Zeit konstant anliegen. Dieses Problem kann mit eint@r@difizierten
AMI-Codierung leicht umgangen werden, indem z.B. fur das vierteiaaifelerfolgende Space anstatt die
Amplituden0 ein AMI-Puls gesendet wird, welcher nicht der alternierenden AbfatgeMark-Pulsen ent-
spricht. Mit dieser Verletzung der AMI-Codierungsregel (Englisabde violation) kann trotz gesendetem
Puls ein Space von einem Mark unterschieden werden.

Solche modifizierte AMI-Codes sind vom Implementierungsaufwand etwagsadiger, aber im PDH-Tele-
komunikationsnetz weit verbreitet: z.B. der europaische HDB3-Codbe,die amerikanischen B3ZS-, B6ZS-
und B8ZS-Codes.

» Komplexitat: klein.

* DC-Freiheit, Spektrum: inharent DC-frei und frei von ganz tieffrequenten Anteilen. Semdbaei-
teneffizient.

» Taktriickgewinnung, Synchronisation: nicht ausreichend fiir grosse Run-Length von Space, was aber
mit leicht modifizierten AMI-Codes behoben werden kann.

* Beispiele:IMFS Eurocom A, modifizierte AMI-Codes bei PDH E1, DS1, DS2 und DS3

7.2.7 Manchester-Code

Der Manchester-Code wurde 1948 von G. E. Thomas an der Univerfsifanchester erfunden. Er besitzt
ein DC-freies Spektrum und l6st samtliche SynchronisationsanforgenuiGemass Thomas wird ein Mark
mit Amplitude +A begonnen, welche in der Bitmitte atfA wechselt. Ein Space startet mit der Amplitude
—A und wechselt in der Bitmitte auf A. Auch die umgekehrte Zuordnung von Mark und Space zu den bei-
den Signalverlaufen ist blich, z.B. b Mbit/s Ethernet 10BASE-T. Der Manchester-Code wird auch als
Biphase-Level Codebezeichnet.
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Abbildung 7.8: Manchester codiertes Signal im Zeitbereich

Jedes Ubertragene Bit ist flr sich genommen DC-frei, womit auch dangescodierte Bitstrom inharent
DC-frei ist. Zudem ist in der Bitmitte immer ein Amplitudenibergang vorhandemiwfir den Empfanger
unabhéngig von den gesendeten Daten immer gentgend Signalflankgie fiynchronisation vorhanden
sind.

Der Wunsch, dass — ahnlich wie bei NRZI — auch ein Signal mit invertierteplduden wieder mit den
korrekten Bitwerten dekodiert wird, ist ebenfalls leicht zu erflllen. Sl \weispielsweise beim sogenann-
tenBiphase-Mark Codebei jedem neuen Space zwischen den beiden Signalformen des Mansbedes
gewechselt, wahrend fur ein Mark nochmals dieselbe Signalform wiendan@orhergehenden Bit ausge-
geben wird. Dadurch entsteht bei jedem Mark zu Beginn der Bitzeit einlifimrdpnwechsel, welcher bei
einem Space ausbleibt. In der Bitmitte ist unabh&ngig vom Bitwert immer eine éhrkanden. Beim
Biphase-Space Codeést das Verhalten in Bezug auf Mark und Space gerade umgekehrt. laken Codie-
rungsvarianten sind auch dbfferentieller Manchester-Code bekannt.

Eigenschaften des Manchester-Codes:
« Komplexitat: klein.

* DC-Freiheit, Spektrum: inharent DC-frei und frei von ganz tieffrequenten Anteilen. Im \eich zu
NRZ-codierten Signalen ist aber der Bandbreitenbedarf deutlich héher

« Taktriickgewinnung, Synchronisation: sehr gut, ohne dass weitere Massnahmen notwendig wéaren.

* Beispiele: 10 Mbit/s Ethernet 10BASE-T, RS-485 basierte Wired Train Bus (WTB) undilitrs,
AES-3 und S/PDIF Schnittsellen im digitalen Audiobereich.

7.2.8 MLT3-Code

Multi-Level Transmit 3 (MLT3) ist ein pseudoternérer differentieller Legscode, welcher b&0 Mbit /s
Ethernet 100BASE-TX verwendet wird. Die drei Amplitudenwestel, 0 und —A werden dabei als sich
wiederholende, sequentielle Folge 0 +A 0 -A durchlaufen, wobei eirk daen Wechsel zum nachsten Am-
plitudenwert bewirkt und bei einem Space die aktuelle Amplitude beibehalieh Bies entspricht einer
NRZI-Codierung, welche aber bei MLT3 auf 3 verschiedene Amplituskete erweitert wurde.
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Abbildung 7.9: MLT3 codiertes Signal im Zeitbereich

Eigenschaften des MLT3 Codes:
» Komplexitat: klein.

« DC-Freiheit, Spektrum: Nur etwa die halbe Bandbreite von NRZ-Signalen, aber viel tieffrequente
Signalanteile bei kleinem Anteil von Mark.

 Taktriickgewinnung, Synchronisation: heikel bei langen Space-Folgen.
* Beispiel: 100 Mbit /s Ethernet 100BASE-TX

Um sehr tieffrequente Spektralanteile (und damit auch einen DC-Anteilgchindern und um die Synchro-
nisation durch Vermeidung grosser Run-Length von Space zu verhariawird bei 100BASE-TX vor der
MLT3 Leitungscodierung eine 4B5B-Codierung vorgenommen. Dies®4B&dierung bildet 4 Datenbit auf
5 Codebit ab. Die insgesarat = 32 moglichen 5-Bit Codeworte werden wie folgt verwendet:

e Data (0 ...F):16 verschiedene Codeworte fur die 4 Eingangsdatenbit (0x0 bis @g-<rdders.

Idle (1): 1informationsloses Codewort, wenn weder Datenworte noch Steublbéfeetragen werden.

Start (J, K): 2 aufeinanderfolgende Codeworte als Steuerbefehl fir den Stag Petenpakets.

End (T, R): 2 aufeinanderfolgende Codeworte als Steuerbefehl fiir das Enele Ratenpakets.

Halt (H): 1 Codewort um ein Datenpaket abzubrechen und schon empfangésebd zu verwerfen.

Quiet (Q): Folge von ,,00000“-Codeworten, welche sich ohne weiteres Dazutueitem Signalver-
lust ergeben.

Violation (V): Die insgesamt 9 verbleibenden, unbenutzten und ungultigen 5-Bit Codewo
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Name | Data[3:0] | Code[4:0] Name | Data[3:0] | Code[4:0]
0 0000 11110 | - 11111
1 0001 01001 J 0101 * 11000
2 0010 10100 K 0101 * 10001
3 0011 10101 T - 01101
4 0100 01010 R - 00111
5 0101 01011 H - 00100
6 0110 01110 Q — 00000
7 0111 01111 \% - 00001
8 1000 10010 \% - 00010
9 1001 10011 \Y - 00011
A 1010 10110 Vv - 00101
B 1011 10111 \Y — 00110
C 1100 11010 \% - 01000
D 1101 11011 \% - 01100
E 1110 11100 \Y - 10000
F 1111 11101 \% - 11001

*) Das erste der 7 Byte langen Ethernet Praambel (0x55) vand #B5B-Code als Start (J,K) codiert.
Tabelle 7.1:4B5B-Codierung bei IEEE 802.3 100BASE-TX

Aus der Tabelle geht hervor, dass die 4B5B-Codierung Codeworte emiiger als 2 Mark nicht verwendet
(mit Ausnahme des Halt-Steuersignals, welches einmalig und nur bei einegtaBaruch gesendet wird).
Im Zeitbereich werden so grosse Run-Length gleicher Amplitude vertiinaeSpektrum die tieffrequenten
Spektralanteile reduziert. Gleichzeitig hilft die auf minimal vier Bitzeiten erhokteoRizitat der pseudoter-
naren MLT3 Codierung, die hochfrequenten spektralen Anteile wirkuwlzu beschranken.

Eigenschaften des MLT3 Codes in Kombination mit 4B5B-Codierung:
e Komplexitat: mittel.

e DC-Freiheit, Spektrum: Im Vergleich zu NRZ-Signalen hat der MLT3-Code weiterhin ca. die halbe
Bandbreite. DC-frei, da nun dank hohem Anteil von Marks tieffreq@e3pektralanteile vermieden
werden.

» Taktriickgewinnung, Synchronisation: Dank hohem Mark-Anteil werden lange Run-Length gleicher
Amplituden vermieden, wodurch die Synchronisation gewéahrleistet ist.

* Beispiel: 100 Mbit/s Ethernet 100BASE-TX.

7.2.9 PAMS5 Codierung

Pulse-Amplitude Modulation (PAM) wurde im Kapitél1.2behandelt und ist namensgebend fir die finf-
wertige (quinére) PAM5 Codierung, bei welchem pro Symbolzeit 5 yesene Amplitudenwerte und somit
theoretischéog, (5) = 2.3 bit tibertragen werden kénnen. Beim bekanntesten Vertreter diesetraljungs-
art,1 GBit/s Ethernet 1000BASE-T werden diese Amplitudenwerte normiertait-1, 0, 1 und2 bezeich-
net, weisen aber bei ungedampften Einzelpulsen eine nominale Spanmunrd5V,, —0.375V,, 0V,
+0.375V,, und+-0.75V,, auf [5].
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Abbildung 7.10: PAM5 codiertes Signal im Zeitbereich

Im Gegensatz zur MLT3 Codierung, wo die Amplitudenwerte in einer festergegebenen Reihenfolge
durchlaufen werden, werden die 5 Amplitudenwerte grundsatzlich in ligdiefReihenfolge ausgegeben,
wobei bei 1000BASE-T lange Run-Length von gleichbleibenden Amplitud®l damit sehr tieffrequente
spektrale Anteile ebenfalls vermieden werden.

Bei IEEE 1000BASE-T erfolgt die Datenlibertragung gleichzeitig Gler Aderpaare (d.h. mit Space Di-
vision Multiple Access) und dies sogar zeitgleich bidirektional (volldupleamideiner richtungstrennen-
den elektrischen Beschaltung mit einem Hybrid und einem mit digitaler Sigaabaitung implementierten
Echo-Canceller. So werden in Tx- und Rx-Richtung unabh&ngig jewsilSymbolzeitls = 8 ns vier solche
PAMS5 codierten Symbole ausgegeben, was als vierdimensionale 4D-PARiBGng bezeichnet wird.

Diese 4D-PAMS5 erlaubt pro Symbolzeit = 625 verschiedene Amplitudenkombinationen zu generieren,
was genugend Mdglichkeiten erfoffnet, um pro Symbolg&it Nutzdaten oder alternativ Steuerinformation
zu Ubertagen und gleichzeitig auch noch Platz fiir die erwéhnte Vermeidumgrossen Run-Length I&asst.
Insgesamt wird also bei 1000BASE-T ein hoher Codierungs- und Impitenengsaufwand betrieben, um
eine Datenrate vohGbit/s innerhalb des Frequenzbandes von nonites 62.5 MHz Ubertragen zu kdnnen.

Der Begriff Modulation bei PAM5 impliziert eine spektrale Verschiebungnw®asisband zum Ubertragungs-
band des Tragersignals. Dies ist jedoch bei IEEE 1000BASE-T n@mhEdll, da sich die Pulsbreite wie
bei einer NRZ-Codierung tber die ganze Symbolzeit erstreckt un8idgasl dazwischen nicht auf den Am-
plitudenwert O zurtickfallt. Eine unendlich lange Folge von solchen nicldutigrten Pulsen ergibt also ein
DC-Signal und kein Tragersignal. Dadurch bleibt bei der Formungedieslse mit dem Datensignal eine
spektrale Verschiebung aus. Bei IEEE 1000BASE-T handelt es eitiit $wie der Ausdruck ,BASE" im
Namen besagt) um eine Basisbandibertragung und nicht um eine Babilperagung eines modulierten
Tragersignals.

Eigenschaften der 4D-PAM5 Codierung von 1000BASE-T:
» Komplexitat: hoch.

» DC-Freiheit, Spektrum: Hohe Bitrate bei kleiner Bandbreite, dank vierfachem Space-Multipkik, z
gleichem bidirektionalem Datenverkehr und mehrwertigen Symbolen. digfémte Spektralanteile
werden durch Codierung vermieden.

 Taktriickgewinnung, Synchronisation: Durch Codierung gewahrleistet.

* Beispiel: 1 Gbit/s Ethernet 1000BASE-T.

7.3 Bandbreitenbedarf von digitalen Signalen

7.3.1 Bandbreitenbedarf eines PCM-Signals

Wird ein analoges Signal mit PCM digitalisiert, ergibt sich aus der Abtasftated der Sampleauflésung
sofort die Datenratéyps des erzeugten logischen Bitstroms:

dpps = fs - n Bit/s (7.1)
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Obwohl die zu Ubertragende Datenmenge somit bekannt ist, kann di¢éidteri®andbreite dieses PCM-
Signals nicht als explizite Zahl angegeben werden. Einerseits ist siegibhzn der Anzahl Bit, welche
gleichzeitig pro Symbolzeit tbertragen werden. Andererseits wird diellaite auch von der Signalform
des verwendeten digitalen Leitungscodes abhéngen.

Trotzdem soll nachfolgend der minimale Bandbreitenbedarf eines bif&dm-Signals abgeschatzt wer-
den, d.h. von einem mit PCM digitalisierten analogen Signal, bei welchem dieB&wn binarer Form als
NRZ-Signal Gibertragen werden.

Bei den vorhergehenden Leitungscodes wurde die Signalform inexckigbm dargestellt d.h. die Signale
werden Uber die ganze Bitzeit (bzw. bei RZ-Signalen und beim Mar®h€sde je zweimal Uber die halbe
Bitzeit) mit konstanten Amplituden Gbertragen.

Mathematisch kann dies fur ein NRZ-Signal so dargestellt werden, ddesszeitdiskrete Symbolwert (im
binéaren Fall Mark oder Space), auf das Gewicht einer Dirac’samguilisfunktion abgebildet wird. Am Aus-
gang des Sender befindet sich dann ein Pulsformfilter, welches auBidaerimpuls einen Codepuls gene-
riert. Bei den eckigen Signalen handelt es sich bei diesem Pulsformfitteine Zero-Order-Hold Funktion
mit folgender Impulsantwort tGber die Bitzéit

1 0<t<T
hnrz(t) = { 0 sonst (7.2)

Bei RZ-Signalen oder beim Manchestercode werden mit zwei gewichitan-Funktionen zwei solche
Pulse pro Bitzeit generiert, wodurch sich die Pulsantwort der Zer@cHold Funktion verkirzt auf:

hrz(t) = {

Um Bandbreite zu sparen, soll nun ein Pulsformfilter verwendet weddeneinen runderen, weicheren Ver-
lauf aufweist und nur noch zum Auswertzeitpunkt des Empfangersi(edgr Mitte oder am Ende des Pulses)
den exakten gewichteten Amplitudenwert ver fur ein Mark und— A fiir ein Space ausgibt.

1 0<t<L

0 sonst (7.3)

Fur ein NRZ-codiertes Signal ist also insgesamt ein Signalverlauf mit minimalediBeite gesucht, welcher

im Raster der Bitzeit diese Amplitudenwerted oder —A aufweist. Ein sehr guter Losungsansatz besteht
darin, diese mit der Datenratips auftretenden Amplitudenwerte als Samples eines digitalisierten Signals
mit Sampleratef; = dpps aufzufassen und mit einem Rekonstruktionsfilter mit Eckfrequénz % 4 €in

analoges Signal daraus zu konstruieren.
Dies fiihrt zu folgender Bandbreite fiir das PCM-Signal mit der Daterm@ndpps = fs - n Bit/s:

1 1
Bpcm = §fd: i'fs'nHZ (7.4)

Fur ein Telefoniesignal mit einer analogen Bandbreite ¥y = 3.1 kHz im Bereich von300 Hz bis
3.4 kHz, einer gemass Abtasttheorem mit etwas Marge gewahlten Abtastragek@®ample's sowie einer
Auflésung vonn = 8 Bit/Sample, fuihrt dies bei binarer Ubertragung zu einer minimalen Bandbiaite v
Bpcw = 32 kHz, also etwa 10 Mal mehr als die urspriingliche analoge BandhBgjte

Stehen fur Sender und Empfanger anstatt 2 Amplitudenwerte deren 4r&ibgemein k Werte zur Ver-
figung, kdnnen anstatt nur 1 Bit deren 2, 3 biewy, & Bit pro Symbolzeit Ubertragen werden, was die Band-
breite Bpcm sofort um den Faktor 2, 3 bzwog, k reduziert. Die Anzahl Bit pro Symbol steigt aber nur mit
dem Zweierlogarithmus aus der Grosse des Alphabets verschiedenbol@serte. Die maximal erreichbare
Anzahl Bit pro Symbol wird ausserdem schnell einmal durch den Sstaat des Signals im Ubertragungs-
kanal beschrankt.

Wie nun Bandbreite sparende Rekonstruktionsfilter am besten gewatdenyezeigt folgender Abschnitt
Uber Pulsformfilter.



104 Kapitel 7. Ubertragung von digitalen Signalen

7.4 Pulsformfilter

Werden die digitalen Basisbandsignale — so wie im Abschiin&tler Leitungscodes dargestellt — als Zero-
Order-Hold Pulse mit diskreten Amplitudenwerten lUbertragen, benétigeiesiennotige Bandbreite. Diese
hohe Bandbreite ist einerseits ein Nachteil, wenn die digitalen Nachrichtesig;(¢) als modulierendes
Signal auf einem Tragersignal Ubertragen werden und gleichzeitigregu&nzmultiplex angestrebt wird.
Andererseits ist aber auch bei Basisbandibertragung damit ziereatass der Kanal diese hohe Bandbreite
gar nicht zur Verfigung stellt und so durch lineare Verzerrung i@sabm,(t) verformt.

Prinzipiell wird man versuchen, schon am Ausgang des Senders dza Sig die Bandbreite des Kanals
abzustimmen, um die Bandbegrenzung unter eigener Kontrolle zu habemalm irgendeinem unkontrol-
lierbaren Verhalten des Kanals zu Uberlassen.

Unabhéngig davon, ob die Signale in passiver Weise durch den Kandbbgrenzt werden oder vom Sender
anstatt eckig schon mit bandbegrenztem Spektrum ausgegeben wahtediese Bandbegrenzung zu einer
Verbreiterung der Pulsformen Uber die eigentliche Symbolzeit hinausiRerd daflr ist, dass jedes streng
bandbegrenzte Signal eine theoretisch unendliche zeitliche Ausdehatingy der Praxis heisst das, dass
die Signalformen der Symbole sich mit mindestens einem oder sogar meharkbddsymbolen signifikant
Uberlappen.

Diese Uberlappung der Signale fuihrt dazu, dass die Amplitudenwerteinks Symbols mit dem Ein- und
Ausschwingen der Nachbarsymbole lberlagert werden und so digsh in ihrem Wert verfalscht werden.
Diese gegenseitige Stérung benachbarter Symbole wird als Intersymielieter (Englisch: inter-symbol
interference, ISI) bezeichnet.

Auch wenn bei einer binaren Ubertragung die Stérung nicht so grosdaiss diese direkt zu Bitfehlern
fuhrt, verliert man durch die Intersymbolinterferenz dennoch einessgiro Anteil an Marge im Storabstand.
Bei mehrwertigen Symbolen kann aber die Intersymbolinterferenz dusalfezu flihren, dass alleine durch
sie schon Ubertragungsfehler auftreten.

Bei bandbegrenzten Kanalen ist Intersymbolinterferenz unumgangidhmacht sich umso mehr bemerk-
bar, je weniger Bandbreite fiir die Ubertragung zur Verfiigung stedin@ es jedoch, zum Auswertzeitpunkt
des Empfangers (z.B. in der Mitte oder am Ende der Symbolzeit) die Intecdyrdsferenz zu minimieren
oder sogar zu elimnieren, kann weiterhin der korrekte Amplitudenwertideslnen Pulses korrekt detektiert
werden. Dieser Ansatz fuhrt uns zum ersten Nyquist-Kriterium der ¢iégit8ignaltibertragung.

7.4.1 Erstes Nyquist-Kriterium

Das erste Nyquist-Kriterium formuliert die Bedingung, wie ein digitales Sigrnighandbegrenztem Spektrum
beschaffen sein muss, damit es ohne Intersymbolinterferenz zum Amsitgunkt empfangen und ausgewer-
tet werden kann.

Mathematisch sollen dabei die zu sendenden bindren oder mehrwertigdrol8yals eine Reihe von Di-
rac Impulsfunktionen im Abstand der Symbolzgit(bei RZ-Signalen oder Manchesterpulsen im Abstand
von %) aufgefasst werden, welche je nach zu sendendem Amplitudenwéseriitht A; besitzen sollen:

ma(t)= > Aj-6(t—i-T) (7.5)

1="00

Anstatt nun daraus mit einem Zero-Order Hold eine Uber die ganze Syeitldblgder halbe Symbolze@)
konstante Amplitudel; zu erzeugen, soll mit einer geeigneteren Impulsantivgiteine Pulsform mit band-
begrenztem Spektrum erzeugt werden, welche nach einer zeitlichedgéeung, gerade den gewtinschten
AmplitudenwertA; ausgibt.
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Ausgehend vom, soll zudem im Abstand von - T' (odern - %), d.h. im Raster der Pulse, eine Nullstelle vor-
handen sein, damit das Gesamtsignal trotz Uberlappung der benaottaribole jeweils bei = t) +n - T
gerade die gewlinschten Amplitudenwerte der einzelnen Pulse widergibt:

h(n-T—to):{go Z;g (7.6)

Bei einem normierten Signalpuls kahp = 1 gesetzt werden. Die zeitliche Verzégerunailft, das Filter
Uberhaupt kausal implementieren zu kénnen, und muss nicht riesig ggasthlt werden, da in der Praxis
nach wenigen Nachbarpulsendie Approximation der Impulsantwort abgebrochen wird. Mit einer solchen
Approximation ergibt sich zwar wieder eine zeitlich begrenzte Pulsformeimetheoretisch unendlich breites
Spektrum zur Folge hat, aber die spektralen Anteile werden dank dereiterung des Pulses viel steilflan-
kiger gegen Null konvergieren.

Vereinfachend (und mathematisch eleganter) setzen witgen0, d.h. die Kausalitat soll nur bei der eigent-
lichen Implementierung und nicht schon bei dieser mathematischen Behgrtiicksichtigt werden:

h(n~T):{ o Z;g (7.7)

Ausserhalb der Stellen= n - T'ist fur eine 1SI-freie Pulsform der Signalverlauf irrelevant, so dadebige
Pulsformenz,(t), welche an den abgetasteten Stellean - T" den Vergleiche,(n - T') = h(n - T') erfillen,
denkbar und zulassig sind. Diese einzige Bedingung ist nachfolgei@liaime festgehalten. Diese Summe
kann aber sofort vereinfacht werden, da ausset bei0 alle Stitzstellen Null sind. Somit lautet das erste
Nyquist-Kriterium im Zeitbereich:

i h(n-T)-6(t—n-T)=ho-0d(t) (7.8)

n=—oo

Das erste Nyquist-Kriterium im Frequenzbereich ergibt sich aus detdfransformation der vorhergehen-
den Formel:

T

n=—oo

1 2T
Hlw—-n-22)=h 7.9
< " T) 0 (7.9)

Somit filhren nur jene Pulsformen zu einer ISI-freien UbertragungeruAliswertzeitpunkten = n - T,
wenn die Summe ihres im Raster= n - 2% wiederholten Spektrums insgesamt konstant ist.

Insbesondere lasst sich aus dem ersten Nyquist-Kriterium im Frelgemieich auch schliessen, dass dieses
wiederholte Spektrum nur dann in der Summe konstant sein kann, wenn dieai@Bandbreite eines ISI-
freien Ubertragenen SignalB = % . % d.h. die Halfte der Symbolrate betragt. Andernfalls wirden sich
zwischen den wiederholten Anteilen Licken mit dem Wert Null ergeben.

Mit dieser Erkenntnis kann man nochmals auf die minimale Bandbreite einesiliiaétragenen Datensi-
gnals mit Datenratéy,s zurtickkommen: Soll die Ubertragung im Raster der Symbolzeit I1S|-éiei gilt fir
die Bandbreite des binér Uibertragenen Nachrichtensigngls):

1

7.4.2 Raised-Cosine Puls

Ein beliebtes Pulsformfilter, welches das erste Nyquist-Kriterium erflllt, ast Raised-Cosine Filter. Die
Pulsform ist im Zeitbereich wie folgt definiert:

sin &t cos st
h(t) = — - -
It 1 — (2akt/m)?

(7.11)



Kapitel 7. Ubertragung von digitalen Signalen

106

Der erste Term, die Sinc-Funktion, sorgt fir die gewlinschten NullstebsrRaised-Cosine Pulses an den
Stellent = n-T (mitn # 0). Der zweite Term sorgt fuir ein unterschiedlich schnelles AbklingerPdésform

-off Fakteim Bereich0 < o < 1.

im Zeitbereich, je nach gewahltem Roll

hﬂh-+-+-+-+-+-+-+-+-+-

hﬂh-+-+-+-+-+-+-+-+-+-

F—d—t—F—F—F—F—F—+—+—

|
-+
l
-+
|
-+
|

F—d—t—F—F—F—F—+—+—+—+

A

—dt -+ —F—F—F—F—F—F—+—+—]
.

A

— -t -+t —+—+—t+t—+—+—+—+—]
J

-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-4|ﬂﬂ

—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—“|ﬂﬂ

Abbildung 7.11: Raised-Cosine Pulse mit unterschiedlichen Roll-off Fekio

Im Frequenzbereich ergibt sich die namensgebende angehobenasziesrm:
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% und eine Pulsform, welche gerade

der Sinc-Funktion entspricht und somit nur sehr langsam gegen Nuwlekgiert. Mit Roll-off Faktora = 1

ergibt sich die vergleichsweise doppelte Bandbréite:

konvergiert.

Mit Roll-off Faktor o = 0 ergibt sich die kleinste Bandbreite

und eine Pulsform, welche sehr rasch gegen Null

1
T
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Abbildung 7.12: Raised-Cosine Pulse im Frequenzbereich

Im sogenannten Augendiagramm werden séamtliche mdglichen Signalformeseig Bwf die Symbolzeit
exakt ubereinandergelgt. Im unten dargestellten binaren Fall sind w&&smur zwei verschiedene Pulsfor-
men. Da sich jedoch — vor allem bei kleinem Roll-off Faktor eine grossere Anzahl von Nachbarpulsen
durch Intersymbolinterferenz bemerkbar machen kénnen, ergibt idied/elzahl von leicht abweichenden
Signalverlaufen:
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Abbildung 7.13: Augendiagramme der Raised-Cosine Pulse

Bei allen vier Augendiagrammen ist ersichtlich, dass zum Zeitpuekd - 7' = 0 keine Intersymbolinterfe-
renz auftritt, und das digitale Signale entweder die Amplitdde +1 oderA = 0 besitzt, welche bei einerm
unipolaren NRZ-Level Signal beispielsweise Mark und Space repiiésen.

Da bei einem Roll-off Faktorr = 1 die Impulsantworth(¢) sehr schnell abklingt, fuhren nur die direkten
Nachbarpulse und eventuell — in viel kleinerem Masse — die Ubernadlatehbarn zu unterschiedlichen Si-
gnalverlaufen, womit die Anzahl der sich deutlich unterscheidenderalsignéufe recht klein ist.

Bei einem Roll-off Faktora. = 0 konvergierth(t), ein Sinc-Puls, sehr langsam gegen Null, womit sehr
viele Nachbarn an der Uberlagerung der Pulsformen beteiligt sind. Réprechend riesige Anzahl von Bit-
kombinationen flhrt zu einer grossen Vielfalt von Signalverlaufen.
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7.4.3 Zweites Nyquist-Kriterium

Die Augendiagramme zeigen auch auf, wie viel Marge verloren geht, @En8ynchronisationsschaltung
beim Empfanger leicht vom idealen Auswertzeitpunkt abweicht. Je grdssse Abweichung ist, desto ge-
nauer muss der Threshold des Empfangers exakt in der Mitte der baidenalen Amplitudenwerte liegen,
damit der Detektor nicht versehentlich ein Mark als ein Space auswegeuatyekehrt. Bei mehrwertigen
Symbolen wird die sowieso schon viel kleinere Marge bei kleinsten zeitliélhereichungen noch schneller
verlorengehen.

Dem Empfanger wird somit die fehlerfreie Auswertung erleichtert, wersnAdagendiagramm nicht nur zu
den Zeitpunkten = n - T'in Bezug auf die Amplitude maximal offen ist, sondern auch auf der Zeitd¢inse
die Synchronisation mdglichst viel Marge lasst.

Idealerweise sind bei den Ubergangen zwischen zwei PulsformezuttZeitpunkt = i% nur die beiden
Nachbarn beteiligt und nicht noch weiter entfernte Pulse. Dazu muss diefPui (¢) nicht nur geméass dem
ersten Nyquist-Kriterium an den Stellén= n - T' (mit n # 0) Nullstellen aufweisen, sondern auch an den
Stellent = +£3F, ¢ = £3L ¢+ = £ etc.

Bei dieser Anforderung, welche das Augendiagramm auch auf dexchee maximal 6ffnet, handelt es sich
um das zweite Nyquist-Kriterium. Von den Raised-Cosine Pulsen erlilltieuPulsform mit dem Roll-off
Faktora = 1 das zweite Nyquist-Kriterium.

7.5 Digitale Modulation von Tragersignalen

Anstatt im Basisband kénnen digitale Informationen auch mit Hilfe eines motaridragersignals in den
héheren Frequenzbereichen beliebiger Ubertragungsbandéraigieer werden. Es gibt hauptsachlich zwei
Griinde, welche flr die Nutzung eines Tragersignals sprechen:

» Anpassung an die physikalischen Kanaleigenschaften (z.B. Furikddpeng mit kleinen Antennen).
» Frequenzmultiplexing zur mehrfachen Nutzung des Kanals.

Im Gegensatz zu rein analogen Modulationsverfahren fallt der drittel Glie Ubertragungsqualitat, prinzi-
piell weg. Bei analogen Signalen bot eine FM- oder PM-Ubertragungleieher Sendeleistung die bessere
Empfangsqualitat als eine Amplitudenmodulation oder eine Ubertragung imbRasisBei digitalen Kom-
munkationssystemen bieten sich sehr viel mehr Mdglichkeiten, die Dateneatébiite des Signals und die
Bitfehlerrate unabhangig vom Modulationsverfahren aufeinanderséibzmen und die Empfangsqualitét bei
kleiner Sendeleistung zu optimieren. Aus Sicht der Storfestigkeit eignierssinit sowohl Basisbandsignale
wie auch Bandpasssignale fur eine sichere Datenibertragung, Iseilleshem sehr kleinen Stérabstand im
Ubertragungskanal.

Als formbare Parameter bieten sich immer noch die drei von den analogeale3igrekannten Parameter
eines Tragersignals an: Amplitude, Phase und Momentanfrequenzeh\Vgigl von einem bindren Datensi-
gnal verandert bzw. zwischen zwei Werten umgeschaltet, spricht mangtischen von Switching oder
Keying. Die drei Grundformen von binarer Signalubertragung mit Hilfte Voagersignalen lauten daher:

» Amplitude Shift Keying (ASK): das modulierende digitale Signal schaltet zwischen zwei Amplitu-
denwerten des Tragers um.

» Phase Shift Keying (PSK):das modulierende digitale Signal schaltet zwischen zwei Phasenlagen des
Tragers um.

* Frequency Shift Keying (FSK): das modulierende digitale Signal schaltet zwischen zwei Momentan-
frequenzen des Tragers um.
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7.5.1 Digitale Amplitudenmodulation
Amplitude Shift Keying (ASK)

XASK(t)

o LA

Abbildung 7.14: Amplitude Shift Keying im Zeitbereich

Je nach Symbai;, welches Ubertragen wird, besitzt das Tragersignal eine unterchedmplitude A;.

ASK kann sowohl fir binare wie auch fur mehrwertige Symbole realisiertien. Die durch die Symbolwer-

te erzeugte Abfolge von Amplituded; bilden hintereinandergereiht das modulierende Nachrichtensignal
m(t). Im oben dargestellten bindren Fallis{t) = 1 fur ein Mark undm(t) = 0.5 flr ein Space.

Dieses Nachrichtensignal(¢) vollzieht mit dem Tréager eine Zweiseitenband-Amplitudenmodulation (DSB-
SC), d.h. das Spektrum des Nachrichtensignals im Basisband wird 2stenbandern links und rechts der
Tragerfrequenz verschoben. Es ist schon jetzt offensichtlicls, @aseckiger Verlauf des Nachrichtensignals
m(t) auch im Ubertragungsband viel Bandbreite beanspruchen wird, wias unerwinscht ist. Ziel wird
somit sein, zum Beispiel mit Raised-Cosine-Pulsfiltern ein modulierendeslSign) mit glattem Verlauf
und tieferem Bandbreitenbedarf zu erzeugen.

Da aber die eigentliche Charakteristik der verschiedenen digitalen Moddatien bei eckigen modulieren-

den Signalen deutlicher erkennbar ist, wird in den prinzipiellen Darsteliudgses Abschnittes am eckigen
Verlauf vonm(t) vorerst festgehalten.

On-Off Keying (OOK)

XOOK(t)
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Abbildung 7.15: On-Off Keying im Zeitbereich
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Ein Spezialfall bei der Ubertragung von binaren Symbolen ist das @K&fng, bei welchem einer der bei-
den Symbolwerte auf die Amplitude(¢) = 0 abgebildet wird. On-Off Keying entspricht einer Zweiseitenband-
Amplitudenmodulation (DSB-SC) mit einem modulierenden unipolaren NRZ-8igna

7.5.2 Digitale Phasenmodulation
Binary Phase Shift Keying (BPSK)

B:‘SK(t)

05F

—05}

Abbildung 7.16: Binary Phase Shift Keying im Zeitbereich
Bei Binary Phase Shift Keying (BPSK) handelt es sich um ein binareguldtionsverfahren, bei welchem
der Trager zum Beispiel fir Mark mit der Phasenlage 0° und entsprechend fir Space mit der Phasenlage
© = 180° Ubertragen wird.

BPSK kann somit auch als Zweiseitenband-Amplitudenmodulation mit den Amplitvetean A; = +1
realisiert werden und enspricht daher einer DSB-SC mit einem moduliendsipolaren NRZ-Signal.

Quaternary Phase Shift Keying (QPSK)
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Abbildung 7.17: Quaternary Phase Shift Keying im Zeitbereich

Bei vierwertigem Phase Shift Keying kénnen pro Symbolzeit vier untéggtiche Symbole tbertragen wer-
den, was einer Informationsmenge von 2 Bit pro Symbol entspricht.
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Die Phasenlagen fur die vier moglichen Bitkombination werden von Vorteil @nzinder maximaler Di-

stanz verteilt und lauten zum Beispiel gemass obenstehender Darstelurg:0, ¢1 = 5, 2 = 7 und
3

¥3 =5
Ausgehend von QPSK kann die Anzahl zulassiger Phasenlagen nisamm@dht werden und so die Anzahl

Bit pro Symbolzeit weiter gesteigert werden. Meist erfolgt die Steigerumgeinen Faktor 2, was zu einem
8-PSK oder n-PSK Signal fuhrt, mit welchdog, (n) Bit/Symbol tbetragen werden kénnen.

Je mehr zulassige nominale Phasenlagen genutzt werden, umso metmatidarkann pro Zeit Ubetragen
werden, doch umso praziser muss der Empfanger diese Phasenlabemieder detektieren kbnnen. Wegen
Verzerrungen im Kanal und den darin vorhandenen Stérungen andcRen kann diese Anzahl nominaler
Phasenlagen nicht auf einen beliebig hohen Wert gesteigert werden.

Differential Binary Phase Shift Keying (DBPSK)

-
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Abbildung 7.18: Differential BPSK im Zeitbereich

Differential Binary Phase Shift Keying ist eine Variante von BPSK, weldre Anforderungen an die Syn-
chronisation vereinfacht.

Beim vorgestellten BPSK sind ohne zusatzliche Information Mark und Skaaen oder gar nicht unter-
scheidbar, speziell auch im allgemeinen Fall, wo das modulierende Naemsajmnal nicht mit der Trager-
periode synchronisiert ist. Ein Wechsel des Symbolwertes ist zwaefilEmpfanger sofort erkennbar, aber
es ist unklar, ob das modulierende Signal dabei eine fallende oderrsteigéanke ausgefihrt hat, weil sein
Vorzeichen mit dem Vorzeichen der aktuellen Phasenlage des Tragdssig unbekannter Weise verkniipft
ist.

Bei Basisbandubertragung wurde die Schwierigkeit, das Vorzeidhbtigr zu erkennen, mit einem NRZ-
inverted Code geldst. Dieser NRZ-inverted Code bildet nun auch dasliemahade Signal einer DBPSK-
Modulation: beispielsweise soll bei jedem Mark ein Phasenwechsel B&&KEignals stattfinden und bei
einem Space soll die Phasenlage beibehalten werden.

Ein Nachteil von DBPSK ist, dass ein einzelner Bitfehler sofort einen zwdigfehler nach sich zieht.
Auch wenn dies nicht nach einer grossen Einschrankung tont, ertgitiehe regelmassige Burstfehler und
die insgesamt leicht erhohte Ubertragungsfehlerrate die Anfordenuaig Fehler erkennende und Kkorrigie-
rende Codes markant.

Ein Anwendungsbeispiel fir DBPSK ist das schon frihrer erwédhamidRData System (RDS) Signal bei
UKW-Radio.
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7.5.3 Digitale Frequenzmodulation

Frequency Shift Keying (FSK)
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Abbildung 7.19: Frequency Shift Keying im Zeitbereich
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Bei Frequency Shift Keying wird jedem Symbolwert eine Uber die Synditolz konstante Momentanfre-
quenz des Tragersignals zugewiesen.

Im einfachsten Fall kann FSK durch Umschalten zwischen verschierdesillatoren erzeugt werden. Aller-
dings wird solch hartes Umschalten zu beliebigen Phasenspriingen im migauligdgersignal fihren, was

zu einer starken Verbreiterung des Spektrums fihrt.

Um Bandbreite zu sparen ist es von Vorteil, die Umschaltung zwischen deneltanfrequenzen mit ei-
nem FM-Modulator durchzufiuihren. Im binaren Fall kann dabei dadutierende Signal ein NRZ-Signal

sein. Da es bei der Verwendung eines FM-Modulators zu keinen Ré@msmgen kommt, spricht man in die-

sem Zusammenhang auch von Continuous Phase Frequency Shift KEIAR§K), oder ganz allgemein von
Continuous Phase Modulation (CPM).

Minimum Shift Keying (MSK)
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Abbildung 7.20: Minimum Shift Keying im Zeitbereich

10

Bei Minimum Shift Keying handelt es sich um ein bindres Continuous Phesguéncy Shift Keying. Im
Vergleich zum nicht-modulierten Tréagersignal gewinnt beispielsweise airk Mahrend der Symbolz€it
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einen Phasenvorsrpung vén wahrend sich ein Space einen ebensolchen Ruckstand einhandeltcibadu
werden die beiden Symbole Mark und Space orthogonal zueinanddwmneén vom Empfanger einfacher,
d.h. mit einer tieferen Fehlerrate detektiert werden.

Dank der phasenkontinuierlichen Modulation (CPM) hat MSK ebenfalks ldinere Bandbreite als ein hart
umgeschaltetes FSK-Signal. Allerdings wird in der vorhergehenderidllargy die Momentanfrequenz, d.h.
die erste zeitliche Ableitung der Phase, immer noch hart umgeschaltet. Um Beriigioreite zu sparen, ist es
von Vorteil, wenn auch die Momentanfrequenz und héhere AbleitungeRltiese keine Unstetigkeitsstellen
aufweisen.

Dies kann zum Beispiel erreicht werden, indem die bindren Pulse deslisretiden Signals mit einem
Gauss-Filter erzeugt werden. Das daraus entstehende Gaussian MiSiniftiKeying (GMSK) ist eine Mo-
dulationsart, wie sie bei Schnurlostelefonen nach dem DECT-Standardyeim ersten digitalen Mobilfunk-
Standard GSM (2G-Netz) eingesetzt wird bzw. wurde.

7.6 Aguvialente Basisbanddarstellung von Bandpasssignalen

Im Kapitel der analogen Modulationsarten wurde fur ein Bandpasdsigpé&) die aquivalente Darstellung
im Basisbandeeq(t) = a(t) + j - b(t) eingefluhrt, welche im Allgemeinen ein komplexwertiges Signal ist.

zgp(t) = R [weq(t) - €7°!] = a(t) cos(wet) — b(t) sin(wet)

Es zeigt sich, dass diese Darstellung sehr hilfreich ist, um digitale Modusatitem zu charakterisieren und
in einem weiteren Schritt zu analysieren, wann Ubertragungsfehleirssidigitalen Signaliibertragung auf-
treten.

7.6.1 Basisbanddarstellung von ASK und PSK

Fur binares oder mehrwertiges Amplitude Shift Keying (ASK) und Phask Kéying (PSK) ist die Ba-
sisbanddarstellung besonders aufschlussreich, da zum Auswentdeitpy Idealfall nur einzelne diskrete
Amplituden- und Phasenwerte vorliegen, welche Punkte in der komplexemekdarstellen. Als erstes Bei-
spiel dient Amplitude Shift Keying (ASK), hier konkret das binare Ori4Gdying (OOK):

OOK Baseband Signal
15 T T T

A

Imaginary Part jy
o
o (4]

1
4
n

-1

-15 . . . . . . .
-15 -1 -0.5 0 05 1 15
Real Part x

Abbildung 7.21: Basisbanddarstellung eines OOK-Signals

Die Amplitudenwerte des Basisbandsignals betragen entwgder0 + 0 - ¢ oder (in der L&nge normiert)
z1 = 1+0-4. Somitist das modulierte Signal im zeitlichen Verlauf entweder Null oder sationstant als
Cosinussignal.
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Der Empfanger wird mit einem QAM-Demodulator aus dem Bandpassigsidt) das aquivalente Basis-
bandsignalreq(t) zuriickgewinnen. Dabei ergeben sich bei der koharenten Demodutatialem Cosinus

der Realteil der komplexen Amplitude in Basisbanddarstellung, bei derdwotein Demodulation mit dem
Sinus den negativen Imaginarteil. Aufgabe des OOK-Empfangers istreszam idealen Auswertzeitpunkt
fur jedes empfangene Symbol zu entscheiden, welcher der beideatdisimplitudenwerte vorliegt.

Diese Entscheidung wird dadurch erschwert, dass das modulierte S8@matrt und verrauscht ist und zu-

dem beim Verschieben in das Basisband ein Frequenz- oder PHastroftreten kann. Schliesslich fuhrt

ein Abweichen der Synchronisationsschaltung vom idealen Entscheizkitigunkt meist dazu, dass sich der
empfangene Wert im Basisband vom nominalen Punkt in der komplexere En¢fiernt.

Bis auf das Rauschen (und evtl. andere stochastische Storquellat®lthes sich bei diesen Beeintréchti-
gungen um systematische Fehler, welche bei entsprechendem teehmsdivand meist korrigiert werden

kénnen, z.B. mit einem Entzerrer fir die Korrektur der Frequenzamttes Kanals oder mit einem PLL zur
Nachfuhrung der Trager-Synchronisation sowie des optimalen Emdseigszeitpunktes. Grundlage fiir sol-
che Korrekturen ist die statistisch gemittelte Auswertung des aquivalensasbadsignals.

Je nachdem, wieviel Aufwand fir diese einzelnen Korrekturen betriefirel, kann dies zu unterschiedlichen
Entscheidungsgrenzen zwischen den nominalen komplexen Amplitudeepuiikren. Bei On-Off Keying
wird der Detektor vermutlich die Grenze am besten mit einem Kreis mit R@dius < 1 um den Ursprung
legen. Liegt der Empfangswert innerhalb des Kreises, d.h. liegen@nekAmplituden (z.B. Rauschen oder
Ubersprechen) vor, wird atfentschieden, liegt er ausserhalb dieses Kreised, &ifie solche Entscheidung
wére damit unabhangig von der Phasenlage des empfangenen komphegitudenwertes.

Als zweites Beispiel dient bindres Phase Shift Keying (BPSK).

Binary PSK (BPSK) Baseband Signal
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Abbildung 7.22: Basisbanddarstellung eines BPSK-Signals

Die einfachste Grenze, fir welchen der beiden Phasenwerte sichmgidéger entscheiden wird, bildet die
Ordinate. Sind aber unterschiedliche Auftretenswahrscheinlichkeiteiviaok und Space zu erwarten, kann
die optimale Grenze sogar etwas weiter entfernt vom haufigeren und e#lias beim seltener auftreten-
den komplexen Amplitudenwert liegen. Die optimale Grenze wird im Zusammenhardem Maximum-
Likelihood Detector in Nachrichtentechnik 2 behandelt.

Die Erweiterung von Phase Shift Keying auf ein vierwertiges Signal, @Quaatg PSK (QPSK), ist nach-
folgend dargestellt.
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Quaternary PSK (QPSK) Baseband Signal
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Abbildung 7.23: Basishanddarstellung eines QPSK-Signals

QPSK erlaubt die Ubertragung von 2 Bit pro Symbolzeit. Dabei sind abatiskreten Punkte im Vergleich
zu BPSK deutlich ndher zusammengerickt, was sich bei verrauschtesle®igoder bei Synchronisations-
abweichungen in einer hoheren Bitfehlerrate bemerkbar machen karthddse sogenannte Konstellation
des Basisbandsignals uni4 gedreht, fihrt dies zu folgender neuen Konstellation, bei welcher jBieftir
die Amplitude des Realteils und eines fur den Imaginarteil zustandig ist. Sakiaemem QAM-Modulator
dieses QPSK-Signal, welches in dieser Art oft auch als QAM-4 Signagiblenet wird, besonders einfach

gebildet werden.

Quaternary PSK (QPSK) Baseband Signal
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Abbildung 7.24: Basisbanddarstellung eines QAM-4 Signals

7.6.2 Quadraturamplitudenmodulation QAM

Quadraturamplitudenmodulation (QAM) wurde bisher nur anhand von geal8ignalen vorgestellt. Sehr
viel wichtiger ist aber QAM bei digitaler Signaltibertragung.

Bei einer digitalen QAM-Modulation erzeugen das Inphase-Signal teslden Cosinus moduliert) und das
Quadratursignal (welches den Sinus moduliert) je ein Amplitude Shift Keywofpei sowohl positive wie
auch negative Amplitudenwerte zugelassen sind. Die Amplituden diesenb&gle-Signale werden in ge-
wissen QAM-Konstellationen sogar mit vollkommen unabhangigen Bitwertepgers.

In Basisbanddarstellung entspricht der Amplitudenwert des moduliertem@dragersignals dem Realteil
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eines Konstellationspunktes, die Amplitude des Sinustragersignals detiveedaaginarteil. Trotz der zwei
Tragersignale bleibt QAM in Basisdarstellung somit sehr tGbersichtlich imdhsetzung der komplexwer-
tigen Konstellationspunkte in ein Bandpasssignal ist mit dem QAM-Modulafortsmplementierbar.

Die Konstallationspunkte sind in der komplexen Ebene regelmassig angeonah dem Ziel, trotz einer

zum Teil grossen Anzahl von Punkten die minimale Distanz zwischen zvweinaten komplexen Amplitu-

denwerten moglichst gross zu halten. So kann einerseits eine hohel xoadsit pro Symbolzeit Gbertragen
werden. Andererseits bleibt die Gefahr von Verwechslung zweier Skwebte und damit von Bitfehlern
relativ klein, auch wenn das Signal durch die Ubertragung beim Emeféastgvas verzerrt und ein wenig
verrauscht vorliegt.

Durch die verhaltnismassig grossen Distanzen zwischen den zahlr&ohstellationspunkten ist QAM eine
sehr effektive digitale Modulationsart, um zuverlassig eine hohe Dagetiégungsrate zu erzielen. Entspre-
chend wird es in reiner Form (z.B. analoges Telefonmodem, Richtstraitdeingen etc.) oder als Teilfunk-
tion bei der Modulation von Subtragern bei OFDM (DAB, DVB, WLAN, ADSetc.) in vielen aktuellen
Kommunikationssystemen eingesetzt.

Die nachfolgende Konstellation zeigt QAM-16:

QAM-16 Baseband Signal
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Abbildung 7.25: Basishanddarstellung eines QAM-16 Signals

Je zwei Bit sind fur das Inphase-Signal (Realteil welcher den Cosimughiliert) und das Quadratur-Signal
(Imaginarteil, welcher den negativen Sinus moduliert) zustandig.

Soll pro Symbolzeit ein weiteres, funftes Bit Ubertragen werden, eigjnbtfolgende QAM-32 Konstella-
tion:



118 Kapitel 7. Ubertragung von digitalen Signalen

QAM-32 Baseband Signal
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Abbildung 7.26: Basisbanddarstellung eines QAM-32 Signals

Die funf Bit kbnnen jetzt nicht mehr separat auf Inphase- und Quackignal veteilt werden. Stattdessen
mussen die 32 mdglichen Bitkombination gemeinsam den 32 Konstellationspunkgnigsen werden.

Mit QAM-64 lassen sich 6 Bit Ubertragen:

QAM-64 Baseband Signal

15

A

e
15

Imaginary Part jy
O/0 O O|]O O OO
O O 0|0 OO
O O 0Oj0O OO
O\O0 O O|O O O /O
v

-1

-15 . . . . . . .
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Real Part x

Abbildung 7.27: Basisbanddarstellung eines QAM-64 Signals

Im Vergleich zu QAM-32 ist der Gewinn an Ubertragungsrate schorivedascheiden (20% von 5 auf 6
Bit/Symbol). Der Abstand zwischen zwei nominalen Konstellationspunkteritiatoei diesem Schritt aber
erneut deutlich verkleinert, wodurch im Vergleich zu QAM-32 die Ubentray storanfalliger sein wird und
mit einer hdheren Bitfehlerrate zu rechnen ist. Je nach Rauschantei¢sst Behlerrate immer noch ver-
schwindend klein und somit noch nicht relevant oder erreicht schan @iisse, die z.B. QAM-16 oder
QAM-32 zur besseren Wahl als QAM-64 machen.

Die Konstellationspunkte bei QAM-Modulation werden jeweils nicht in aufstedter Weise mit der Amplitu-
de des Inphase- bzw. Quadratursignals durchnummeriert. Stattdefsdghose Zuordnung zu den Bitwerten
mit einem Gray-Code:
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QAM-16 Linear Coded QAM-16 Gray Coded
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Abbildung 7.28: Bitfehler durch benachbarten QAM-Konstellationspunktlinearer und Gray Codierung

Eingezeichnet sind drei mogliche Bitfehler, wie sie mit grosser Wahrslittgirit auftreten konnen: anstatt
dem gesendeten Symbol wird wegen einer kleinen Stérung oder adfgounRauschen im Kanal falschli-
cherweise ein Nachbarsymol detektiert. Bei einer linear duchnummerieagierung von QAM-16 kdnnen
bei einer horizontalen oder vertikalen Abweichung bis zu 2, in der Dialgdnis zu vier Bitfehler auftreten.
Durch Gray-Codierung werden benachbarte Empfangsfehler amf1diagonal auf 2 Fehler reduziert.

7.6.3 Bandbegrenzte digitale Modulation

Bei Amplitude Shift Keying (ASK) oder Quadraturamplitudenmodulation (QAMI die Bandbreite des
modulierten Signal$3gp im Ubertragungsband im Vergleich zur Bandbrefitgs des modulierenden Nach-
richtensignals gerade verdoppelt. Eine nachtragliche Bandbegigimubbertragungsband wiirde nach der
Demodulation zu Intersymbolinterferenz (I1SI) fihren, wie dies schoBasgisbandibertragung der Fall war.

Um einerseits Bandbreite zu sparen, sollen die digitalen modulierendeneSarstatt mit einem eckigen
Amplitudenverlauf und konstanten Amplituden Uber die ganze Symbdzé&fiero-Order-Hold) mit einem
Pulsformfilter erzeugt werden, welches einen kontinuierlichen und m@&gligatten Amplitudenverlauf auf-
weist. Um andererseits Intersymbolinterferenz zum Auswertzeitpunkerduindern, mussen solche Pulse
beim Empfanger das erste Nyquist-Kriterium erfillen.

Damit kommen wieder die Raised-Cosine-Filter ins Spiel. Oft wird dieses PuiBfier noch auf Sender
und Empfanger aufgeteilt, was je ein Root-Raised-Cosine Filter ergibt. Wetmteile dies bringt, wird im
Zusammenhang mit Matched Filtern in Nachrichtentechnik 2 erlautert.

Fur QAM (bzw. QPSK) sind untentstehend die Amplitudenverlaufe der madulilen Raised-Cosine-Pulse
im Basisband dargestellt. Im linken Graphen betragt der Roll-off Fakterl, im rechten Graphen = 0.75.
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Abbildung 7.29: Basisbanddarstellung von QPSK mit bandbegrenztem Spektru

Nur zum Auswertzeitpunkt ist garantiert, dass sich die nominale komplexdi#tiadgwgerade auf einem Kon-
stellationspunkt befindet.

Offset QPSK

Tritt bei QPSK sowohl auf dem Inphasesignal wie dem Quadratursggm®itwechsel auf, ergibt dies einen
diagonalen Ubergang zwischen den beiden Konstellationspunkteni eiels®mplexe Amplitude durch den

Ursprung verlauft und das modulierte Signal zwischenzeitlich kurzhersmden wirde. Dies ist sowohl fur

den Sender ein Nachteil, welcher hohe Leistungsspringe zu verarbatievie auch fir den Empfanger, bei
welchem zum Beispiel die Synchronisation erschwert wird.

Abhilfe schafft hier ein kleiner Trick, indem die Bitzeiten des Inphased Quadratursignals um eine hal-
be Symbolzeifl’ zueinander verschoben werden. Diese Modulationsart ist unter deneilN Offset-QPSK
bekannt. Die Basisbanddarstellung ist fur beide Roll-off Faktoren déeseR-Cosine-Filters nochmals darge-

stellt;

Offset QPSK (OQPSK) Baseband Signal Offset QPSK (OQPSK) Baseband Signal
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Abbildung 7.30: Basisbanddarstellung von Offset-QPSK mit bandbegren&peektrum

Ausgewertet wird das Signal mit doppelter Symbolrate, aber jeweils nueciselnd je einmal pro Symbol-
zeit fur das Inphase, bzw. Quadratursignal. Als Konstellationspurdtentmeben den bisherigen, mit roten
Kreisen markierten Punkten zusétzlich auch noch die mit roten Dreieckésemtian Ubergangspunkte auf.



Kapitel 8

Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Zufallsvariablen

8.1 Bedeutung der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Nachribtentechnik

Dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Nachrichtentechnik enrzezgatrale Bedeutung besitzt, mag
auf den ersten Blick vielleicht etwas erstaunen. Aus Sicht des Ingsrigutiel einer jeden technischen oder
nicht-technischen Kommunikation, eine Information des Senders frei ufilligkeiten und Missverstand-
nissen einem oder mehreren Adressaten zukommen zu lassen.

Dieser Vorstellung von idealer Kommunikation steht aber die Realitat gegeniib der Empfang der infor-
mationstragenden Signale von Stérungen derart beeintrachtigt wesdandass Fehler bei der Auswertung
der Nachricht unvermeidbar sind.

Solche Ubertragungsfehler kénnen durch diese Storsignale llperrst verursacht werden, weil auch die
Ubertragene Information einen zufalligen Charakter hat und damit aderifeles Nachrichtensignals stocha-
stisch ist. Wiisste namlich der Empfanger zu jedem Zeitpunkt, welche Informasioachstes gerade ansteht,
koénnte er unabhéangig von der Empfangsqualitat den richtigen Infornséitisa immer perfekt nachbilden.

Aus technischer Sicht macht aber eine Kommunikation erst dann wirklich &&mn der Empfanger eben
gerade nicht diese exakte Vorkenntnis Uber den eintreffendermafamsfluss besitzt. Andernfalls kénnte
man ja auf die Ubertragung des Nachrichtensignals gleich ganz verzidateer Empfanger sowieso schon
alles weiss.

Kommunikation beinhaltet aus technischer Sicht somit immer einen gewisseraGradgalligem Charak-
ter, sowohl in Bezug auf das Nutzsignal, wie auch auf allfallige Stérunggemehr Information pro Zeit in
ein Nachrichtensignal gepackt wird, umso zufélliger wird auch sein ¥esi@in und schon kleinste Variatio-
nen im Signalverlauf werden einen leicht unterschiedlichen Informateregder Nachricht reprasentieren.

Mit dieser Uberlegung wird zugleich ein Grundprinzip der Informationstieeveranschaulicht: will man
die Ubertragungsrate eines Kommunikationssystems signifikant erh@bsst, man friiher oder spater an ei-
ne Grenze, wo sich auch das Risiko fiir einzelne Ubetragungsfehlkamaergrossert.

Die Zufalligkeit erschwert es auch, die Charakteristik eines Kommunkatystsms zu bestimmen. Die un-
endlich grosse Anzahl unterschiedlicher Informationsfolgen und Sagngen erlaubt es nicht, fir jedes ein-
zelne Signal die Ubertragung tber ein Kommunikationssystem zu berecitiee auszumessen. Trotzdem
winscht man sich eine Charakterisierung der beteiligten Signale und Syb&ismelsweise wie die spektra-
le Zusammensetzung eines Manchester-codierten digitalen Ausgangssgnand zwar unabhéngig davon,
welche konkreten Bitfolgen gerade gesendet werden. Eine solchmmenfassende Beschreibung kann nur
auf statistische Art und Weise erfolgen.

Weiter mochte man dank einer Charakterisierung der Storsignale statistisshagin dariber machen kon-
nen, wie gut die Qualitat des empfangenen analogen Nachrichtensigimalgisl, beziehungsweise wie hoch
die Bitfehlerrate bei digitalen Signalen ausfallen wird. Solche Berecteruhglfen, ein Kommunikations-

system korrekt zu planen und zu implementieren. Verbessernde Niassn&konnen rechtzeitig getroffen

121
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werden, indem z.B. die Sendeleistung erhdht wird, die Datenrate gesgdkoder méchtigere fehlerkorri-
gierende Codes eingesetzt werden.

Schliesslich findet bei vielen Kommunikationssystemen ein stochastischeffZiog verschiedenen Teil-
nehmern auf begrenzte Ressourcen statt. Dies war schon beim andklgémnetz der Fall, welches in
Bezug auf die Anzahl Verbindungen so dimensioniert wurde, dassraalat sdmtliche Teilnehmer gleichzei-
tig telefonieren konnten, aus statistischer Sicht aber trotzdem eine Ne#gibeg praktisch ausgeschlossen
werden konnte. Ahnliche ressourcenbegrenzte Zugriffe ergétiebe digitaler Kommunikation, z.B. immer
dann, wenn ein physikalischer Ubertragungskanal im Zeitmultiplex méhdanutzt wird, oder auch, wenn
mehrere Informationsstrome durch eine begrenzte maximale IP-PaketraRoubtern oder einen maximal
mdoglichen Datendurchsatz von Kommunikationsschnittstellen beschrard&mver

Auch fir die Analyse solcher Zugriffsverfahren ist der Einsatz vahWcheinlichkeitsrechnung unumgang-
lich, wobei dieses letzte Thema im Rahmen der beiden Module Nachrichtartdchnd 2 nicht behandelt
wird.

Mit einer kurzen Zusammenfassung in WahrscheinlichkeitsrechnungieolBegriff der Zufallsvariablen
nochmals aufgegriffen und anschliessend auf den zweidimensiondlesrwaitert werden. Zweidimensio-
nale Zufallsvariablen bilden die Grundlage fur den im folgenden Kapitelbdelten Zufallsprozess, mit
welchem das Leistungsdichtespektrum von stochastischen Signalen statisgshrieben werden kann.

8.2 Zufallsexperiment

Ein Experiment ist ein Beobachtungsprozess, bei welchem ein Voeyasyglost oder eine Messung gestartet
wird und das Ergebnis anschliessend ausgewertet wird.

Bei einem Zufallsexperiment ist der Ausgang des Experiments unbestimmésddann bei mehreren glei-
chen oder gleichartigen Durchflihrungen des Experiments jeweils eirsahiiedliches Ergebnis resultieren.

Klassische Zufallsexperimente, erganzt mit Beispielen aus nachricttergeleer Sicht, sind nachfolgend
aufgefihrt:

e Minzwurf.

Wiirfeln.

Fussballspiel.

Empfang eines einzelnen Symbols innerhalb eines digitalen Datenstroms.

Anzahl der zu verarbeitenden IP-Pakete bei einem Router.

Amplitude einer Rauschspannung.

Um die verschiedenen denkbaren Ergebnisse zu kategorisieren uimhemtanschliessend statistische Aus-
sagen zu machen, soll als erstes ein Modell des Zufallsexperiments exstelkn. Als wohl wichtigste
Eigenheit dieses Modells muss dabei festgelegt werden, welche redevamd sich gegenseitig ausschlies-
senden Ergebnisse bei einem Zufallsexperiment Uberhaupt vorkokimaan.

Diese so identifizierten Ergebnissgbilden zusammen eine Menge, den sogenannten Ergebnigtaum
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Abbildung 8.1: Ergebnisraum eines Zufallsexperiments

Die Definition des Ergebnisraums ist ein Teil des Wahrscheinlichkeitsmoaésis,einer mathematischen
Abstraktion, welche sich von der Wirklichkeit unterscheiden kann. $®iat es naheliegend, dass beim
Munzwurf die Ergebnisse ,Kopf* und ,Zahl* einen Teil des ErgebaisnssS bilden, wahrend der Vorfall
.Mlnze unter dem Tisch verloren“ nicht Z41gehdren wird.

Denkbare Ergebnisraume kénnen eine endliche, abzahlbar unenddiehaicht-abzahlbar unendliche An-
zahl von verschiedenen Ergebnissen aufweisen, wie nachfol@asigiele zeigen:

Experiment Grosse des Ergebnisraums Ergebnisse

Munzwurf endlich S = {,Kopf*,,Zahl“}

Wiirfeln endlich S ={1",2",,3",,4,,5",,6"}

Fussballspiel abzahlbar unendlich S =4{,0:0,,10",,0:1",,2:0, ,,1:1“, ,0:2,,3:0, ...}
Empfang eines Bits endlich S={1,0"}

Rauschamplitude | nicht-abz&hlbar unendlich | S={...,—1.00V,...,0.00V,...,0.01V,...,1.00V,...

Tabelle 8.1:Ergebnisrdume mit unterschiedlicher Anzahl Ergebnissen

In jedem definierten Ergebnisrausrkénnen nun beliebige Teilmengeh B, C, D ... gebildet werden. Diese
Teilmengen bilden die Ereignisse des Zufallsexperiments.

S ~
Abbildung 8.2: Ereignisse als Teilmengen des Ergebnisraums

Gehort das Ergebnis; eines Experiments beispielsweise der Teilmedgan, spricht man davon, dass das
EreignisA eingetroffen ist. Pro Ergebnig konnen mehrere Ereignisse auftreten, namlich all jene, in welchen
A; als Element dieser Teilmengen enthalten ist.
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In folgender Tabelle sind einige ausgesuchte Beispiele fur Ereignisse:

Experiment Ereignis Teilmenge vonS

Minzwurf Ereignis ,Kopf* A = {Kopf}

Wiirfeln Ereignis ,gerade Augenzahl* A = {,2“,,4",,6", }

Fussballspiel Ereignis ,unentschieden“ | A = {,0:0¢,,1:1%,,2:2,,3:3“,...}
Empfang eines Bits Ereignis ,Mark" A={1"}

Rauschamplitude | Ereignis JU| < 0.1 V* A={-0.1V,...,000V,...,0.1V}

Tabelle 8.2:Beispiele von Ereignissen verschiedener Zufallsexparieme

Besteht ein Ereignid (mit A C S) aus einem einzigen Ergebnisspricht man von einem Elementarereignis.
Ausgesuchte Beispiele dafir sind:

Experiment Elementarereignis Teilmenge vonS
Munzwurf Elementarereignis ,Kopf* A = {,Kopf* }
Wiirfeln Elementarereignis ,Augenzahl 5 A = {,5" }
Fussballspiel Elementarereignis ,torlos" A =4{,0:0"}
Empfang eines Bits Elementarereignis ,Mark* A={1}
Rauschamplitude | Elementarereignisl] = 0.1 V* A={0.1V}

Tabelle 8.3:Beispiele von Elementarereignissen verschiedener Zefglerimente

Bei der Menge aller Ereignisse, d.h. der Menge aller moglichen TeilmeAgenS, handelt es sich um den
sogenannten Ereignisraum oder das Ereignisieldn S. Das sichere EreigniS und das unmogliche Ereig-
nis() = {} gehdren per Definition immer zum Ereignisradim

Selbst bei einer endlichen Anzahlvon Ergebnissen wird das Ereignisféldsehr gross und umfasst eine
Anzahl von2™ Teilmengen4; C S. Beim Munzwurf bleibt das Ereignisfeld mit vier Teilmengen4; noch
Uberschaubar, weshalb dieser als Beispiel herhalten soll:

¥ = {0, {Kopf}, {Zahl} , {Kopf, Zahl} }

Die Ereignisse kdnnen jetzt nach bekannter Art der Mengenlehréziiabédverrechnet werden. Die wichtig-
sten Begriffe und Formeln sind nachfolgend aufgefihrt:

Komplementares Ereignis vot: A=S/A
Vereinigung vonA und B: C=AUB
Durchschnitt vonA und B: C=ANB
Sicheres Ereignis: c=S5
Unmdgliches Ereignis: c=0
EreignisseA und B sind disjunkt, falls gilt:| AN B =

Tabelle 8.4:Verknupfungen von Ereignissen

Ein paar einfache, spezielle Verknipfungen sind nachfolgend msthehalten:
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I
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8.3 Wabhrscheinlichkeit von Ereignissen

Bei der Wahrscheinlichkeit von Ereignissen handelt es sich um einiborP(A), welche jedem Ereignis
A C S eine reelle Zahl zuweist.

Abbildung 8.3: Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

Dabei sollen die Axiome von Kolmogorow eingehalten werden, welche in@isfar Form lauten:
1. P(A) >0
2. P(S)=1
3. P(AUB) =P(A)+ P(B) falls AundB disjunkt sind.

Aus diesen drei Axiomen von Kolmogorow lassen sich sofort weitere Bajeiten ableiten:

 Wahrscheinlichkeit des komplementaren Ereignis3gs):
Es gilt: ANA=0, AuA=S
Sowie per Axiom 2: P(S) =1
Mit Axiom 3 folgt:  P(S) = P(AUA) = P(A) + P(A) =1

Und somit: P(A)=1—-P(4)
» Wabhrscheinlichkeit des unmdglichen Ereignissg8):
Es gilt: ANnp=0, AUdl=A
Mit Axiom 3 folgt: P(A) = P(AUD) = P(A) + P(0)
Und somit: P0)=0
» Wahrscheinlichkei’(B) einer Teilmenge3 C A des Ereignissed:
Es gilt: A=(ANB)U(ANB), (ANB)=B
Mit Axiom 1 folgt: P(ANDB) >0
Und somit: P(B) < P(A)
* Obere Grenze fur Wahrscheinlichkeit des Ereignig3es):
Es gilt: AcCS
Mit vorhergehender Regel folgt: P(A) < P(S)
Und somit mit Axiom 2: P(A) <1
» Wahrscheinlichkeit der Vereinigung(A U B) zweier nicht-disjunkter Ereignissé und B:
Es gilt: AUB=AU(ANB), wobei A und A N B disjunkt sind.
Mit Axiom 3 folgt: P(AUB) = P(A) + P(AN B)
Weiter gilt: B=(ANB)U(ANB), wobeiA N B und A N B disjunkt sind.
Mit Axiom 3 folgt:  P(B) = P(AN B) + P(AN B), d.h.P(ANB) = P(B) — P(AN B).

Einsetzen in Zeile 2: P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)

Zusammengefasst ergibt sich aus den drei Axiomen und den soebeleitdign Eigenschaften folgender
Regelsatz fir die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen:

0< P(A) <1 (8.1)
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P(S)=1 (8.2)

P0)=0 (8.3)

P(A) =1- P(A) (8.4)

P(B)<P(A) furBC A (8.5)

P(AUB) = P(A)+ P(B) furdisjunkteA undB (8.6)
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) (8.7)

Der axiomatische Ansatz des Wahrscheinlichkeitsmasses nach Kolmogefmierd noch nicht, welche
Zahlenwerte die Wahrscheinlichkeit(A;) den Ereignissem; zuweisen soll. So ist beispielsweise beim
Munzwurf eine Zuweisung vo# (,Kopf* ) = 0.9 und P(,Zahl*) = 0.1 formal absolut korrekt.

In der Praxis wird aber die Wahrscheinlichkétt A) eines Ereignissed mit der relativen Auftretenshau-
figkeit von A in einem Zufallsexperiment gleichgesetzt. kst die Anzahl eingetretene Ereignisde wenn
das Experiment Mal ausgefiihrt wurde, ergibt sich daraus folgenden Praxisbiézaie Wahrscheinlichkeit
P(A):

P(A) = lim 4 (8.8)

Bei diesem Praxisbezug wird davon ausgegangen, dass die relatiNigkeit beim Grenzibergang— oo
auf einen Zahlenwert hin konvergiert, was theoretisch nicht zwingend-dll sein muss, beispielsweise,
wenn sich im Verlauf der zahlreichen Durchfihrungen des Experindémiahmenbedingungen flur die Auf-
tretenshaufigkeit eines Ereignisses &ndern.

Bei einem ublichen, idealisierten Munzwurf ergibt sich folgende ZuondnP (,Kopf* ) = P(,Zahl*) = 0.5.

8.3.1 Laplace-Experiment

Bei einem Laplace-Experiment handelt es sich um ein Zufallsexperimeptmeitendlichen Anzahl Elemen-
tarereignissen, welche alle gleich wahrscheinlich auftreten.

Der Ergebnisraum besteht somit aus folgenddtrgebnissen,;:
S={A1, A, ... Ay A}

Und die Wahrscheinlichkeit der Elementarereignigsg betragt bei einem Laplace-Experiment:

PN = % firallel <i<n (8.9)

Beispiele fur Laplace-Experimente sind der ideale MinzwurfmifKopf ) = P(,Zahl*) = % oder ideales
Wiirfeln, bei welchem die verschiedenen Augenzahlen je mit der Wagirdizhkeit ({);}) = # auftreten.

8.3.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die bedingte Wahrscheinlichkeit (B | A) druckt aus, wie gross die Wahrscheinlichk{tB) des Ereignis-
sesB ist, unter der Voraussetzung, dass gleichzeitig auch Ereiggriagetroffen ist. Die Wahrscheinlichkeit
des EreignisseB unter der Bedingung voA berechnet sich wie folgt:

P(BNA)

P(BIA) = =5

(8.10)
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Gleichermassen kann auch die Wahrscheinlichkeit des Ereigmsseter der Bedingung, dags eingetrof-
fen ist, ausgedrickt werden:

P(A|B) = 2552

Durch Umformen der Gleichun@(10 ergibt sich sofort folgende Formel zur Berechnung der Schnittwahr
scheinlichkeit oder Verbundwahrscheinlichkeit (Englisch: joint pbolitg) P(A N B) zweier Ereignissel
und B:

P(ANB)=P(B|A)-P(A)=P(A|B)- P(B) (8.11)

Anzumerken ist, dass die Ereignisdeund B und somit auch deren Durchschnittn B sehr selten sein
kdénnen und dadurch mit kleiner Wahrscheinlichk®it.) auftreten, die bedingte Wahrscheinlichkeit aber
trotzdem sehr hoch (aber nattrlich nie tGiber 100%) sein kann. So sisiddsweise rote Autos heute wohl
nur im einstelligen Prozentbereich (Ereigdisauf unseren Strassen anzutreffen. Die Wahrscheinlichkeit dass
ein Ferrari vorbeiféhrt (Ereigni®), ist noch deutlich seltener. Die bedingte WahrscheinlichRéid | B),

dass ein vorbeifahrender Ferrari rot ist, durfte aber vermutlich vibeit 50% betragen.

A-priori und a-posteriori Wahrscheinlichkeiten

Bei vielen Zufallsexperimenten liegen Naturgesetze zugrunde oder mauchémit technischen Mitteln eine
gewisse Verteilung der Wahrscheinlichkeiten zu erzwingen. Einige B&sgo#ien dies illustrieren:

* Vorzeichen des Rauschsignals bei thermischem Rauséhgf:) = P(,-“) = 0.5

* Minzwurf: P(,Kopf*) = P(,Zahl*) = 0.5

» Wirfeln: P(,1") = P(,2") = P(,3") = P(,4") = P(,5") = P(,6") = é

* Bitstrom, mit durch 8b/10b-Codierung erzwungener DC-Freit&ffMark" ) = P(,Space") = 0.5

Ohne je Uberhaupt ein Zufallsexperiment durchzufihren, stehea \diakrscheinlichkeiten im Voraus schon
fest, weshalb von einer A-priori-Wahrscheinlichkeit gesprochen.wird

In anderen Fallen wird die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen ausigegangenen Zufallsexperimenten
ermittelt oder durch Beobachten von anderen Ereignissen (wie zumi@dgssgrossen) abgeschéatzt:

» Sportwetten: Wahrscheinlichkeit eines nachsten Heimsiegs des FCiBdselheimischen Liga.

» Wetter: Regenwahrscheinlichkeit aufgrund von Luftdruck-, Luftfetigkeit- und Windmessungen.

» Medizin: Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten gewisser Krankheitgrblestimmten Risikofaktoren.

» Wahrscheinlichkeiten eines gesendeten Marks wenn der Empfandéagirbzw. ein Space detektiert.
< Wahrscheinlichkeit, dass ein empfangener Amplitudenwert einem getegnidlark entspricht.

Wird durch solche zusatzlichen Beobachtungen eine Wahrscheinligrkeaitelt, spricht man von einer A-
posteriori-Wahrscheinlichkeit.

Oft werden aus diesem Grund generell bedingte Wahrscheinlichiie{tBrj A) als A-posteriori-Wahrschein-
lichkeit bezeichnet, da das Vorwissen, dass ein anderes Ereigiigyetroffen ist, oft eine aussagekraftigere
Vorhersage fur das Eintreffen des EreignisBesrlaubt, als dies mit einer reinen A-priori-Wahrscheinlichkeit
P(B) moglich ist.
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Statistisch unabhangige Ereignisse

Nicht immer kénnen aufgrund eines eingetretenen Ereignidsgenauere Rickschlisse auf die Auftretens-
wahrscheinlichkeit eines EreignissBsgezogen werden. So ist die Farbe des Autos vielleicht abh&ngig von
der Automarke, aber vermutlich nicht von der Blutgruppe des Autofah&nnvollere Beispiele kénnten
lauten:

« Die Augenzahl des einen Wiirfels ist unabhéngig von der Augenleshtweiten geworfenen Wiurfels.
« Die Amplitude des Rauschsignals auf dem Q-Anteil ist unabhangig voneléau-Anteil.

e Der Bitwert auf dem Q-Anteil ist bei QAM-4 unabhéngig vom Bitwert deim I-Anteil.

» Die Amplitude des Quantisierungsrauschens ist unabhangig von der Adgpties Musiksignals.

Mathematisch spricht man vatatistisch unabhéngigen Ereignissdrund B, wenn folgende Gleichungen
gelten:

P(B| A) = P(B) sowie P(A|B)=P(A) (8.12)

Sofort folgt dann mit Gleichungd(11) fur statistisch unabhangige Ereignis$eind B:

P(ANB) = P(A) - P(B) (8.13)

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit kann die Wahrscheinlicliigs) eines EreignisseB8 bestimmt
werden, wenn alle bedingten Wahrscheinlichke®&® | A;) unter der Bedingung der Ereignisse4; sowie
die A-priori-Wahrscheinlichkeif(A;) dieser Ereignisse bekannt sind.

Damit keine Anteile vonP(B) unbericksichtigt bleiben, muss die Vereinigung samtlich&reignisseA;
den gesamten Ergebnisraufrumfassen, d.h. |J 4; = S.

i=1
Damit keine Anteile vonP(B) mehrfach gezahlt werden, missen die Eregnissend A; unvereinbar sein,
d.h. der Durchschnitt der Eregnisdeund A; muss jeweils eine leere Menge sein:A;NA; =0 flri # 5.

Sind beide Bedingungen erfillt, wird die Menge der Ereignidsesine paarweise unvereinbare und voll-
standig abgeschlossene Ereignismehfigenannt. Diese Ereignismengéist eine Teilmenge des gesamten
Ereignisfeldes.

Liegt eine solche vollstandig abgeschlossene Ereignisménge {A;, As,... A;... A,} mit paarweise
unvereinbaren Ereignisseh vor, sind fir ein beliebiges weiteres Ereigiisauch die Durchschnitt® N A;
paarweise unvereinbar und es gilt:

=1

)

Somit kann nun die Wahrscheinlichkéi( B) des Ereignisse® wie folgt mit dem Satz der totalen Wahr-
scheinlichkeit berechnet werden:

n

P(B) = i P(BNA;j) =) _ P(B|A;)P(4A) (8.14)
=1 =1
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Als einfaches Beispiel sei der Anteil der verkauften roten Persoagemwvon allen Fahrzeugherstellern be-
kanntP(B | A;), ebenso wie der Marktanteil dieser Automarléf¥;). Daraus kann die Wahrscheinlichkeit,
dass als néchstes ein rotes Auto vorbeif&hB) mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit bestimmt wer-
den.

Im folgenden einfach gehaltenen nachrichtentechnischen Beispieins@MI-Linecode gegeben, bei wel-
chem der Empfanger die drei Amplitudenwerte ,+A", ,0“ und ,-A" untehidet. Bei gleichen Anteilen von
Mark und Space sind die Auftretenswahrscheinlichkeft¢n-A) = P(—A) = 0.25 und P(0) = 0.5. Beim
Empfang treten Fehler (Ereignis) auf, mit einer hier fiktiv gewéhlten Fehlerrate vé{E | +A) = 0.001,
P(E | —A)=0.002undP(E | 0) = 0.003. Daraus berechnet sich die totale Fehlerwahrscheinlichkeit:

P(E) =PE|+A)-PHA) +P(E|—-A)-P(-A)+P(E|0)-P(0)
= 0.25-0.001 4 0.25 - 0.002 + 0.5 - 0.003
= 0.00225

Satz von Bayes

Der Satz von Bayes ist hilfreich zur Berechnung der bedingten WadirdechkeitenP(A; | B), wenn die
Wahrscheinlichkeited®(B | A;) und die A-priori-WahrscheinlichkeiteR(B) und P(A;) bekannt sind. Im
einfachsten Fall von zwei Ereignissenund B ergibt sich der Satz von Bayes direkt durch Umformen der
Gleichung 8.11):

P(B| A)- P(A)
P(B)

P(A|B) = (8.15)

Im Falle vonn paarweise unvereinbaren und vollstandig abgeschlossenen EreigAiskann die Formel
von Bayes noch allgemeiner gefasst werden, wat{g?) im Nenner der Formelg(15 mit Hilfe des Satzes
der totalen Wahrscheinlichkeit ausgedriickt wird.

P(B| A;)- P(A)
z P(B| A;)- P(4)

P(4i| B) = (8.16)

Im Beispiel mit den Farben der Personenwagen erlaubt diese Forniereahnen, wie gross die Wahr-
scheinlichkeitP(A; | B) ist, dass es sich bei einem sich ndhernden roten Auto um einen Femaiélh
wenn wiederum der Anteil der verkauften roten PWs pro Fahrzeatdller P(B | A;), und der Marktanteil
der AutomarkenP(4;) bekannt ist.

8.4 Zufallsvariablen

Ausgehend vom Ergebnisraugheines Zufallsexperiments wird durch eine Zufallsvariakile,;) jedem Er-
gebnis)\; € S eine Zahl auf der reellen Achse zugewiesen. Der DefinitionsberewtliEn: domain) ist
somit der Ergebnisrauri, der Wertebereich (Englisch: range) die reelle Zahlenachse.



130 Kapitel 8. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Zufallsvariablen

Abbildung 8.4: Zufallsvariable

Der grosse Gewinn durch die Einfihrung von Zufallsvariablen (Englismdom variable, RV) besteht darin,
dass der Wahrscheinlichkeitsbegri.), welcher sich auf Ereignisse (d.h. Teilmengen des Ergebnisraums
S) bezieht, nun auf Zahlenwerte ausgeweitet werden kann. Dies getafiieHilfe der Verteilungsfunkti-

on Fx (z), der Wahrscheinlichkeitsmassefunktipg (z) und der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktigi (z),
welche weiter unten behandelt werden.

Einige Beispiele von Zufallsvariablek(\) sind in nachfolgender Tabelle aufgefuhrt:

Experiment Zufallsvariable X(\) Zuweisungen

Minzwurf Willkarliche Definition vonX(\) (,,Kopf“) =1, X(,,Zahl“) =0

Wirfeln AugenzahlX(\) X1 =1, X(,2*)= o, X(,6%)=6
Fussballspiel Anzahl ToreX(\) X(,0:0%) = 0 X(,,l 0“)

Empfang eines Bits Bitwert X(\) X (,Mark*) = (,,Space) =0
Rauschamplitude | Absolute AmplitudeX(\) X (,-0.1V*) 0.1, s X(0V)=0

Tabelle 8.5:Beispielhafte Definitionen von Zufallsvariablen

Manchmal ist dabei die Zuweisung durch die Zufallsvarial{¢,;) = x; so intuitiv klar, dass diese gar nicht
als solche wahrgenommen wird, wie dies bei der Augenzahl beim Wuréliirall ist. In anderen Fallen
handelt es sich beX(\;) = x; um willkurliche Definitionen.

Jedem Elementarereignis wird exakt ein Wert zugewiesen. Andererseits konnen mehrere Eleramitg
nisse denselben reellwertigen Wert besitzen, wie dies beispielswederl#azahl Toren eines Fussballspiels
der Fall ist.

8.4.1 Diskrete Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable ist diskret (Englisch: discrete RV), wenn der Viderteich vonX(\) nur aus einer endli-
chen oder abzéhlbar-unendlichen Anzahl von Werten besteht.

Bei einer diskreten Zufallsvariablen kann nun die Wahrscheinlictikgitauf einzelne Zahlenwerte, ange-
wandt werden. Dabei werden diejenigen Ergebnissau einem Ereignidr, zusammengefasst, bei welchen
X(\i) = =z, ist. Von diesem Ereignis kann die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden:
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8.4.2 Stetige Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable ist stetig (Englisch: continuous RV), wenn der Wertgbh vonX(\) beliebige Werte
innerhalb eines oder mehrerer (eventuell offener) Intervalle déenegchse annehmen kann.

Bei einer stetigen Zufallsvariablen wird die Wahrscheinlichk&iX(\;) = z;) im Allgemeinen gleich Null
sein, da ein ausgesuchter Weftnur eines von unendlich vielen méglichen Resultaten X¥ok; ) ist. Damit
wird aber in einer Grenzwertbetrachtung dieser einzelne ausgesuehteWmit einer verschwindend klei-
nen Wahrscheinlichkeit auftreten, d.h. statistisch gesehen eigentlichaipemie angenommen. Damit gilt
aber:

P(Ey) = P(X(\) = 21) = 0

Bei stetigen Zufallsvariablen kann nun jedoch die Wahrscheinlictikejtauf ein ganzes Intervall von Werten
um z; herum angewandt werden. Dann wird in gewissen Bereichen der pailese die Wahrscheinlichkeit,
dass Ergebnisse voXi(\;) in dieses Intervall fallen, wieder grosser Null sein.

Anstelle von)\;, welches mit dem Index eine abzahlbare Anzahl von mdglichen Ergebnisseimpli-
Ziert, wird bei stetigen Zufallsvariablen oft eine Schreibweise mit der imclexierten Variable\ verwendet.
Vereinfachend kann das Argumextuch ganz weggelassen werden, was zu folgender Schreibweise fih

P(X < z) = P(X\) < )
P(:El <X < Ig) = P(:Ul < X()\) < xz)

8.4.3 \Verteilungsfunktion

Die VerteilungsfunktionF'x (x) (Englisch: distribution function, cumulative distribution function, CDF) gibt
an, welcher statistische Anteil von Ergebnissen der Zufallsvari@blg einen kleineren Wert als aufweist.

Die VerteilungsfunktionF'y (z) ist wie folgt definiert:

Fx(x)=P(X <z) fir—oco<z<oo (8.17)

Sie besitzt folgende Eigenschaften:
0 S Fx($) § 1

Fx 171) < Fx(.%'g) far r1 < To

a™) = Fx(a) wobeia™ fir lim a + € steht
0<e =0

Mit diesen Eigenschaften lassen sich weitere Rechenregeln herleiten:
Pla < X <b)=Fx(b) — Fx(a)
P(X >a)=1-Fx(a)
P(X <b)=Fx(b") wobeib™ fur lim b — e steht

0<e — 0
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8.4.4 Diskrete Zufallsvariable und Wahrscheinlichkeitsfunktion

Bei einer diskreten Zufallsvariablen besteht der Wertebereich aussgidichen oder abzahlbar-unendlichen
Anzahl von Werterx;. An diesen Stellen; steigt die Verteilungsfunktiod’x (x;) stufenweise an und bildet
somit eine ansteigende Treppenfunktion mit endlich vielen oder mit abzalmieadlich vielen Stufen.

+—dt—t+—t+t—+—+-—+—+
[ T2 T T Y (Y R Y (NN HO IO B
Fmt e b b = J—
[ I T T e L R e T N
tot—t—f bttt — bt — + — f—— -+ -+
[ I T T e O R e T
ottt —F—t —t— + — ——— -+ —+—+
o L T T T O e e T I
t-t -t -ttt -t — —— -t —+—F+—F+—+—+
[ I T T R T O R I e
ot —t—f—t—t—t — ——t -t —t+—t+—+—F+—t+—+—+
[ I T T L e e R
ot —t— -t — ——— -+ -+ -+t —t+— -+ —+—+—+
[ Lol b e
[ L4 : I : I : I : I : [ >
+—+—+- —+—1—+—2—+—3—+—4'—+—5—+—6—+—+—-x

Abbildung 8.5: Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen

Werden nun die Stellen; so durchnummeriert, dass fiic j jeweilsz; < z; gilt, kann folgender Zusam-
menhang festgehalten werden:

Fx(l'l) —Fx(l'i,ﬁ :P(X S 1;‘1) —P(X § 1'1;1) :P(X ::L'z)

Beim letzten Term handelt es sich um die Wahrscheinlichkeitsfunktipfx) (auch: Wahrscheinlichkeits-
massefunktion, Englisch: probability mass function, PMF):

px(z)=P(X =2) fir—oco<z<o0 (8.18)

Sie besitzt folgende Eigenschaften:
0<px(z) <1 furi=1,2,...
px(z) =0 fur x # x;

>opx (@) =1

+—+—+—Al%de+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+
[ . TE T T T O (N (Y R Y (NN I IO
R e I e B B e ke ek T SR S
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t—t—+—F -+t —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+
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Abbildung 8.6: Wahrscheinlichkeitsmassefunktion einer diskreten Zsdatiablen

Ist die Wahrscheinlichkeitsfunktiomy () bekannt, kann daraus die Verteilungsfunktiog(z) sehr einfach
berechnet werden:

Fx(z)=P(X <z)= > px(z) (8.19)
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8.4.5 Stetige Zufallsvariable und Wahrscheinlichkeitsdibtefunktion

Eine stetige Zufallsvariable nimmt beliebige Werte innerhalb eines oder mehneevalle auf der reellen
Achse an und ihre Verteilungsfunktidiy (=) ist Uber die ganze reelle x-Achse hinweg stetig.

Abbildung 8.7: Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen

Dadurch gilt fur die Wahrscheinlichkeitsfunktign (z):

px(x)=P(X =z) = gg%FX(:E) —Fx(r—¢)=0
Da die Wahrscheinlichkeitsmassefunktion(z) somit keine Aussagekraft mehr besitzt, wird stattdessen die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (Englisch: probability density functlRldF) fx (x) beigezogen. Sie gibt
relativ zu einem kleinen Intervall umherum an, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass die Zufallsvaria-
ble X(\) ein Ergebnis besitzt, welches gerade in dieses Intervall fallt. Die Wadirdiihkeitsdichtefunktion
fx (z) wird wie folgt definiert:

. de(.%')
 dx

fx(z) (8.20)

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktiofx () besitzt folgende Eigenschaften:

fx (z) ist stickweise stetig

fx(xz) >0

+oo
;f fx(z)de =1

Pla< X <b) = jlzfX(:z:) dx

at

Abbildung 8.8: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer stetigen Zisfariablen

Ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktiofk (z) bekannt, kann daraus die Verteilungsfunktibr (x) sehr
einfach berechnet werden:
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Fy() = POX <2) = [ fx() d¢ (8.21)

8.4.6 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von diskreten und gemischten Zufallsvariablen

Eine gemischte Zufallsvariable besitzt sowohl Wertewelche im Sinne einer diskreten Zufallsvariablen
mit einer WahrscheinlichkeiP (X(\) = z;) > 0 gehauft angenommen werden, wie auch Abschnitte, bei
welchen im Sinne einer stetigen Zufallsvariablen die Wahrscheinlichke#t,dieg ufallsvariableX(\) einen
ausgesuchten Wert annimmt, gleich Null ist, da in seiner allernachsten Unmgbbliebig viele weitere Er-
gebnisse hatten angenommen werden kénnen.

Als Beispiel einer gemischten Zufallsvariablen kann ein Limiter genommen wewdelcher kontinuier-
lich verteilte Spannungswerte eines zufalligen Signals auf einen maximalen Anepltedt+ A, hart be-
grenzt. Wirde diese Begrenzung bei beispielsweise je 10% der Amphtedenauftreten, hatte die resul-
tierende Zufallsvariablé”(\) des amplitudenbegrenzten Rauschens einen diskreten Anted fgi mit
P(Y (M) = —Apk) = 0.1, einen stetigen Anteil vor Ap bis + Ay, welcher insgesamt 80% der resultieren-
den Werte vort’ (\) ausmacht, und wiederum einen diskreten Anteil-bdiy mit P(Y (\) = +Apk) = 0.1.

Wie schon erlautert weist die VerteilungsfunktiBi () bei einer diskreten oder gemischten Zufallsvariablen
Sprungstellen auf und zwar bei allen= z;, wo die Wahrscheinlichkeitsmassefunktipg (x;) > 0 ist. An
solchen Sprungstellen ist die Wahrscheinlickeitsdichtefunkfipfi) als Ableitung der Verteilungsfunktion
Fx (x) nicht definiert (da sie einen ,unendlich grossen“ Wert hatte).

Mit Hilfe der Dirac’schen Impulsfunktiord(z) kann aber bekanntlich dieses Problem umgangen werden.
An den Sprungstellem = z; der VerteilungsfunktionFy (z) besitzt somit die Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion fx (z) eine Impulsfunktion(z — z;), welche gerade mit der Sprunghthe der Verteilungsfunktion
Fx(x) an der Steller; gewichtet ist.

Als einfaches Beispiel betrachten wir den Wurf eine Wurfels mit der Zwfallablen X(\), welche die
Augenzahl des Wirfelwurfs wiedergibt. Bei dieser diskreten ZufatiablenX(\) besteht die Verteilungs-
funktion F'x (x) aus einer Treppenstufenfunktion, welche jeweils an den Stellen 1, 2,53uAd 6 je um
einen Sechstel ansteigt. Dadurch ergibt sich eine Wahrscheinlichkbtesfdicktion fx (z) = %, welche
auf der ganzen x-Achse Null ist ausser an ebendiesen Stellenl, 2, 3, 4, 5 und 6, wo sie einen Wert
fx(z;) = $6(x — 2;) annimmt.

8.5 Zweidimensionale und n-dimensionale Zufallsvariablen

8.5.1 Verbundverteilungsfunktion

Gegeben ist wiederum ein Zufallsexperiment mit dem Ergebnisréumelcher sich aus den Ergebnissen
(Elementarereignissen) zusammensetzt. Fir diesen Ergebnisraum sollen nun zwei Zufallsvarigple)

undY (\;) definiert werden, d.h. jedem Ergebniswird je eine Zahl auf der reellen Achseund der reellen
Achey zugewiesen. Das Paék, Y) bildet eine zweidimensionale Zufallsvariable. Fur dieses Paar kann nun
auch die Verbundverteilungsfunktion (Englisch: joint CDF) bestimmt werde

Fxy(z,y) = P(X <z,Y <y) (8.22)

Beispiele:

« Jedem abgehenden Telefongesprach wird mit zwei Zufallsvariahl¥die Dauer des Gesprachs und
die Distanz des Gesprachs zugeordnet. Es kann sich dabei um stdtfisvAdablen oder um diskrete
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Zufallsvariablen (z.B. fur Tarifberechnung: Minuten-Takt sowie rnale / internationale Verbindun-
gen) handeln.

» Bei jeder Schadensmeldung hélt die Versicherung Alter des haftéraderrs, seine Fahrpraxis in Jah-
ren, die Schadenssumme und viele weitere Daten fur lhre Statistiken feSScbhéelensmeldung ent-
spricht dann dem Ergebnis des Zufallsexperiment und die festgehaltenen Daten einer n-dimensionalen
Zufallsvariablen.

« Wurf zweier Wiirfel: Die beiden gewdirfelten Zahlen konnen sepdsaafallsvariablen X und Y auf-
gefasst werden.

» Empfang zweier Amplitudenwerte, die z.B. den I- und Q-Anteil eines QAlRSS reprasentieren.

Zwei ZufallsvariablenX undY bezeichnet man altatistisch unabhangjdalls die Verbundverteilungsfunk-
tion Fxy (z,y) fur alle x und y die folgende Eigenschaft besitzt:

Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy (y)
Beispiele:

e Beim Wurf zweier Wirfel sind die beiden Zufallsvariablen, welche defalienen Wiurfeln je eine
Augenzahl von 1 bis 6 zuordnen, unabhénig voneinander. So igidlsiseiseF'yy (1,1) = +-1 = &
und Fxy(6,6) = 1-1 = 1. Verifizieren Sie die Verteilungsfunktion fiir alle 36 Kombination von

Augenzahlen, falls Sie an der statistischen Unabhangigkeit dieser Xafélslen zweifeln.

* Beim Vergleich von AlterX und Fahrpraxi§” wird die Altersgruppe von 18 bis 25 Jahren im Vergleich
zu anderen Altersgruppen einen Uberproportionalen Anteil an wefailgrenen Fahrern aufweisen. So
unterscheidet sich'xy (25, 1), d.h. Autofahrer bis 25 Jah#éy (25) mit maximal einem Jahr Fahrpraxis
Fy (1), von Fxy (70, 1) vermutlich nur wenig, wahrenéx (25) (Fahrer bis 25 Jahre) flr sich alleine
genommen naturlich viel kleiner ist als; (70) (Fahrer bis 70 Jahre). Damit gilt naturliéhy (x, 1) #
Fx(x)- Fy(1), d.h. die beiden Zufallsvariablen Altek() und FahrpraxisY) sind statistisch abhangig
voneinander.

8.5.2 Randverteilungsfunktion

Bei einer n-dimensionalen Zufallsvariablen kann die Verteildiad k) einer einzelnen dieser n Zufallsvaria-
blen bestimmt werden, indem bei allen anderen Dimensionen samtliche Wertdaingten bis zum grossten
bertcksichtigt werden. Dies bedeutet im Falle des Schadenseregyrdsss samtliche Altersgruppen und
Schadenssummen in die Statistik miteinbezogen werden, falls zum Beispieératadpraxis der Unfallver-
ursacher von Interesse ware.

Im zweidimensionalen Fall kann dies mathematisch sehr einfach beschweb@en, und zwar fuxX:
Fx<$) = ny(w, +OO)
Und ebenso fiir die Zufallsvariablé:

Fy (y) = Fxy(+00,y)

Die aus einer Verbundverteilungsfunktiéiy (x, y) berechneten eindimensionale Verteilungsfunkfiax)
bzw. Fy (y) wird als Randverteilungsfunktion (Englisch: marginal CDF) bezeichnet.

8.5.3 Verbundwahrscheinlichkeitsfunktion

Die Wahrscheinlichkeitsmassefunktion, welche weiter oben schon fliregmdénensionale Zufallsvariable
definiert wurde, existiert nattirlich auch im n-dimensionalen Raum alsudéfbnktion flirn diskrete Zu-
fallsvariablen. Zweidimensional lautet die Definition:
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pxy (i, yr) = P(X=2i, Y=yp) (8.23)

Oder ausgedruckt mit der zweidimensionalen Verbundverteilungsfumktio

pxy (Ti, yk) = Fxv (@i, yk) — Fxy (xi—1,yk) — Fxv (@i, yp—1) + Fxv (i1, Yr—1) (8.24)

Auch bei der Verbundwahrscheinlichkeitsfunktion kann vom n-dimevadem Fall auf die Wahrscheinlich-
keitsfunktion einer einzelnen Zufallsvariable geschlossen werdenh&els Randwahrscheinlichkeitsfunk-
tion bezeichnet wird:

px(x) = > pxv(z,yk)

Beziehungsweise fur die Zufallsvariable Y:

py(y) = 2 pxv(zi,y)

T

Nur wenn zwei ZufallsvariableX undY” statistisch unabhangigind, gilt folgende Eigenschatft:

pxy(z,y) = px(x) - py (y)

8.5.4 Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion

Handelt es sich bei dem Zufallsvariablen um stetige Zufallsvariablen, ergibt sich die Verbundsciein-
lichkeitsdichtefunktion, welche im zweidimensionalen Fall lautet:

9% Fxy (z,y)
= ST d) 8.25
Entsprechend ergibt sich auch die Randwahrscheinlichkeitsdichtefonk
+o00
fx(@)= [ fxv(z,y)dy
Yy=—00
Beziehungsweise flr die Zufallsvariable Y:
+oo
)= [ fxv(zy)de

T=—00

Sind X undY statistisch unabhangjgilt wiederum folgende Eigenschaft:

fxv(z,y) = fx(@) - fr(y)

8.5.5 Anwenden von Funktionen auf Zufallsvariablen

Eine ZufallsvariableX kann nun mit beliebigen FunktioneriX') weiter verrechnet werden. Einfache Bei-
spiele:

« Dem Kunden verrechnete Gebuhren fir ein Telefongesprachumdfgler ZufallsvariableX, welche
die Dauer des Gesprachs darstellt.

 Steuerbetrage aufgrund der deklarierten Einkomtden
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Das Ergebnisy” = ¢g(X), ist wiederum eine Zufallsvariable. Die Verteilungsfunktion, Wahrsdloikeits-
massefunktion und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion kann nun auchdineue Zufallsvariabl®€ bestimmt
werden. Dazu werden einzig Kenntnisse wie Kettenregel oder Vargldbstitution bei Differential- und In-
tegralrechnung vorausgesetzt, am besten aber gleich im n-dimensidiadilenit Mehrfachintegralen und
partieller Ableitung.

Der folgende Abschnitt setzt solche Kenntnisse, wie sie zum Beispietahl8R im Modul ,Funktionen
mehrerer Variablen unterrichtet werden, voraus und ist damit redgx gehalten.

Die Verteilungsfunktion der neuen ZufallsvariablEn= ¢(X) kann mit Hilfe der furX bekannten Wahr-
scheinlichkeit berechnet werdeR,, bezeichnet dabei alle Intervalle vaf, fur welcheg(X) < y ist. Dann
kann man schreiben:

Fy(y) =P <y) = P(g(X) <y) = P(X € D))
Falls X eine stetige Zufallsvariable ist, dann gilt:

Fy(y) = | fx(x) do
Dy

Ist die Funktiony = ¢(z) bijektiv (d.h. die Zuordnung der Werte zu x eineindeutig), dann existiert eine
eindeutige Umkehrfunktiom = ¢~!(y) = h(y) und die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktigin (y) kann dann
wie folgt aus der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktifn(x) berechnet werden:

dx
dy

fx(x)-

Fr(y) = Fx(h(y)) - | 42|

Beispiel:

« Die Gebuhren pro Minute betragen CHF 0.10 / Minute, wobei wir flr dié&ssspiel vereinfachend die
Gesprachszeit als stetige Zufallsvariable betrachten und die Gebalppamnispalterisch ebenfalls nicht
auf diskrete Stufen reduzieren:

Y =¢g(X)=01-X
X=¢g'(Y)=nY)=10-Y

fr(y) = fx(10-y) - | 452| = 10£x(10y)

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Gebuihren bei 1 Frankerpichs also dem zehnfachen
Wert der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der GesprachsdaudOddinuten.

Isty = g(x) nicht eineindeutig, muss die Umkehrfunktion in mehrere Abschnittejyohaufgeteilt werden.
Es sollen alsa, die Losungen vory = g(z) sein, d.h.

y = g(r1) = g(r2) = g(x3) = ... = g(zx)

Ist an den Stellen;, jeweils die Ableitung nach berechenbar und () # 0, so gilt:

Frly) =2 ien]

8.5.6 Funktionen von n-dimensionalen Zufallsvariablen
Seien jetztZ = g(X,Y) undW = h(X,Y') zwei Funktionen der Zufallsvariablen X und Y. Beispiele:

 Die beim Carrier entstandenen Kost&r(z.B. Roaming-Entschadigung) und die dem Kunden effektiv
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verrechneten Gebuhréi eines Telefongespréachs, welches mit den Zufallsvarialldiir die Dauer
des Gesprachs und fur die Distanz der beiden Teilnehmer charakterisiert wird.

« Die Verteilung der Treffer auf einer Zielscheibe wird in X- und Y-Rictgurermutlich gaussverteilt
sein (Glockenkurve; der Begriff wird spater exakt eingefiihrt). Wieiassieren uns jetzt aber fur die
Zufallsvariable Z, welche dem Abstand des Treffers von der Mitte deeiBe entspricht, und flr
die Zufallsvariable W, welche dem Winkel auf der Scheibe entsprichtitinttermuten wir, dass der
Winkel gleichverteilt ist zwischef < ¢ < 27, wahrend beim Radius die Wahrscheinlichkeitsdichte
bei 0 eher hoch ist und mit zunehmendem Radius abnimmt. Diese Intuition mesdéiberprifen,
speziell auch, da dieses Beispiel eine Analogie flr einen verrausQiitbnKonstellationspunkt beim
Empfanger ist.

Wie schon beim eindimensionalen Fall bezeicling, jenes Gebiet des WertebereicRsy flr welches
g(z,y) < zundh(z,y) < wist. Fir den stetigen Fall gilt dann:

Fow(z,w)= [ [ fxy(z,y)dzxdy

zZw

Sind die Funktioneg(z,y) undh(z,y) ein-eindeutig, lasst sich die neue Verbundwahrscheinlichkeitsdichte-
funktion wie folgt berechnen:

faw(erw) = 5ty

Dabei ist|/det J(x,y)| der Betrag der Jacobi-Determinante. Diese Determinante lautet im zweidimalesio
Fall:

9z Oz og(zy) 09g(zy)

dr Oy ox dy
det J(x,y) = det = det

dw  dw Oh(zy) Oh(zy)

Oz Oy ox oy

Beispiel:

» Werden bei den in x- und y-Richtung gaussverteilten Treffern auZdéscheibe bzw. beim emp-
fangenen QAM-Konstellationspunkt die kartesischen Koordinaten inrlammedinaten umgerechnet,
geschieht dies mit folgenden Funktionen:

r(z,y) = Va?+y?

¢(x,y) = arg(z,y) ~ arctan ¥ (vereinfacht, ohne Fallunterscheidung in Bezug auf Quadrant)
Die Umkehrfunktionen lauten:

xz(r,¢) =rcos¢o

y(r,¢) =rsing

Damit ergibt sich fur die Determinante der Jacobi-Matrix:

det J(Ia y) = det @ @ = det \/352;;1!2 \/Ii+y2

o Dy IR P

Zur Erinnerung die Berechnung der 2x2 Determinadée:( Z 2 ) =a-d—b-c

Somit:

CEQ y2 _1
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Die zweidimensionale Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion der tegi@chen Koordinaten gauss-
verteilten Treffer lautet:

71'2-!—1/
fxy(@,y) = g5z 207

2

Dabei wurde vereinfachend angenommen, dass die Abweichungenm x-Richtung identisch sind
(0 = 0, = o). Nun kann die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Treffer auchoiafRoordinaten
hingeschrieben werden:

2

Fro(r,¢) = E5EL v fxy(reosg,rsing) = gLz 722 firr>0,0<¢ <or

8.6 Statistische Kennwerte

8.6.1 Erwartungswert

Der Erwartungswerf.x oder lineare statistische Mittelwert (Englisch: expectation, mean) gibt déalM
wert der ZufallsvariableX(\) wieder, wobei die Werte&X(\) = x mit den Auftretenswahrscheinlichkeiten
px(z) = P(X = z) gewichtet werden. Mit[.] wird diese gewichtete Mittelung ausgedrickt. Bei einer
diskreten Zufallsvariable lautet somit die Formel fur den Erwartungswert:

px = E[X] =z px(a) (8.26)

Bei einer stetigen Zufallsvariable lautet die Formel fir den Erwartungswe

o0

px = E[X] = / x- fx(x) dx (8.27)

—00

Wie jeder statistische Kennwert ist auch der Erwartungswert eine Redulon vielen statistischen Daten
auf eine einzige Zahl. Damit geht bei realen Daten sehr viel Informatidaore&, wenn man diese Daten nur
auf solche Kennwerte beschrankt. Gleichzeitig ist es aber natirlichdietarke von statistischen Kenn-
werten, dass sie eine Zufallsvariable mit wenigen Zahlenwerten redetntidieschreiben konnen.

Der lineare Mittelwert wird allerdings oft gar nicht als Ergebnis der Hs¥ariable X(\) auftreten. Wenn
in einer Fusballliga beispielsweise pro Spiel statistisch 2.8 Tore fallen, darf Besuch eines Matches ja
nicht erwartet werden, dass man auch exakt diese 2.8 Tore zu sekamint. Selbst dann nicht, wenn Sie
regelmassig Fussballspiele besuchen.

Diese einfache Erkenntnis kann durchaus auch fir stetige ZufallblemiX zutreffen. Ein reales unipo-
lares NRZ-Signal, leicht verrauscht, mit zwar endlichen aber sehefiehmnstiegszeiten und realisiert mit
3.3V CMOS-Logik wird bei gleich haufigen Mark und Space einen Ervmggwert der Amplitude von ca.
1.65V aufweisen, obwohl dieser Wert in der ,verbotenen* Ubergaoge liegt und in Bezug auf die Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktiofix (x) vollig irrelevant ist.

Eine wichtige Anmerkung soll schon an dieser Stelle erfolgen: die beid&piBie verleiten moglicher-
weise dazu, den Erwartungswert als zeitlichen Mittelwert zu sehene [Siettweise ist falsch, was speziell
bei der Behandlung von Zufallsprozessen offensichtlich wird. Vielnegltspricht der Erwartungswert einer
Mittelung der potentiell mdglichen Resultate eines Zufallsexperiments.

Als Beispiel nehme man den Erwartungswert eines Gewinns in FrankeSwies Lotto oder Euromillions.
Die Wahrscheinlichkeit von hohen Gewinnsummen oder auch der statisksalaetungswert von mittleren
Gewinnen kann recht genau vorhergesagt werden. Ist der@auoiph dotiert, wird generell auch eine hohe
Summe ausbezahlt. Falls Sie ein Gelegenheitsspieler sind, werden Sie asaleuStatistik dieser nachsten
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Ziehung interessiert sein und nicht an zeitlichen Mittelwerten, welche Aigttungen mit weniger attraktiv
gefullten Jackpots beinhalten.

Wird auf die ZufallsvariableX die Funktiong(X) angewandt, so kann auch der neue Erwartungsivgrt
der Zufallsvariablert” = ¢g(X') berechnet werden:

py = ElY] = Elg(X)] = > g(x) - px () bei einer diskreten Zufallsvariablex
py = E[Y] =FE[g(X)] = [ g(z)- fx(x) dz bei einer stetigen Zufallsvariablen

Und bei einer Funktiork(X,Y") zweier ZufallsvariablenX und Y ergibt sich fir den Erwartungswert der
berechneten Zufallsvariabléh= h(X,Y):

pz = ER(X,Y)] =>> h(zi,yx) - pxy (Ti, yk) bei diskreten ZufallsvariableN undY
ko

pz =EhX,Y) = [ [ hiz,y)- fxv(z,y) de dy beistetigen ZufallsvariableX undY

—00—00

Beim Erwartungswert handelt es sich im Gegensatz zu anderen staéistikeinnwerten um eine lineare
Funktion, das heisst es gilt fir die Summe zweier Zufallsvariablen odetkdige8ing mit der Konstantet

puz = E|X +Y] = E[X] + E[Y]

pz = Elc- X]| =c- E[X]

8.6.2 Zweites Moment

Das zweite Moment kann als statistische Leistung aufgefasst werdeai wigldlerum nicht eine zeitlich ge-
mittelte Leistung gemeint ist. Bei diskreten Zufallsvariablen lautet die Bereghnu

BIX?] =) a7 px(x:) (8.28)
Und bei stetigen Zufallsvariablen:
E[X?] = / 22 fx(z) dx (8.29)

Als Beispiel dient Quantisierungsrauschen bei einem Quantisierungsilitd, wo das Fehlersignal im Be-
reich—% <z < +% liegt. Es ist anzunehmen, dass das Fehlersignah diesem Intervall stetig und
gleich verteilt ist, d.h.fx, (z.) = % im Bereich—% <z, < +% und 0 ausserhalb dieses Bereichs. Die

Leistung des Quantisierungrauschens berechnet sich somit zu:

A/2 . A2
EBX2 = [ al xde.=55
_A/2

Wiederum sei hier angemerkt dass es sich um eine statistische Leistutgthdas heisst einer Annahme,
wie die Leistung des Quantisierungsfehlers aufgrund der vermutetegilieg des Quantisierungsfehlers
aussehen wird. Bei einem tatsachlich digitalisierten Sign@l muss sich aber das zeitliche Verhalten des
Quantisierungsfehlers nicht unbedingt an die angenommene statistiscfa®dalten, zum Beispiel im ein-
fach Uberblickbaren Fall, wo eine konstante DC-Spannufiy = c digitalisiert wird; dort wird nicht nur die
DC-Spannung sondern auch der Quantisierungsfehler zeitlich kbssian
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Neben dem zweiten Moment gibt es auch noch héhere, n-te Momente,enadbeln hier nicht weiter von
Bedeutung sind:

EX" =2 px(x;) bei einer diskreten Zufallsvariablex

E[X" = [ a™- fx(x) dz bei einer stetigen Zufallsvariablen

8.6.3 \Varianz und Standardabweichung

Bei der Varianz (Englisch: variance) handelt es sich um ein statisti¢@igtsingsmass, welches die mittlere
Abweichung vom Erwartungswert ausdriickt. Bei diskreten Zufalialséen lautet die Berechnnung:

o> =VarlX] = E [(X — ux)?] = > (i — px)” - px (a:) (8.30)

7
Bei stetigen Zufallsvariablen lautet die Varianz:

[e.o]

o =VarlX] = E [(X — px)?] = / (@ — px)* - fx(x) da (8.31)

—00

Als Beispiel stelle man sich eine einstellbare DC-Spannungsquelle vorwidbeine man statistische Anga-
ben machen mdéchte, wie stark die Spannung in Abhangigkeit von Rayddmstanderungen, Temperatur
etc. variiert. Es kann dann durchaus Sinn machen, den einstellbar&iddtGir die Statistik der Variationen

auszuschliessen, da eventuell nur die Abweichung vom Nominalwartnteresse ist. Die Varianz drickt
dies als statistische Leistung der Abweichungen aus.

Dank der Linearitat des Erwartungswerts gilt fur die Varianz :

o2 = B [(X — ux)?] = EIX?) — 2ux - EIX] + % = BIX?] — %

Die Standardabweichung (Englisch: standard deviation) ist die Wuuzetier Varianz, entspricht also von
der Dimension her wieder dem linearen x-Wert und kann als statistisctedtizivert (RMS-Wert) der Ab-
weichung verstanden werden:

o = JNarX] (8.32)

8.6.4 Korrelation

Bei der Korrelation (Englisch: correlation) handelt es sich um einen satien Kennwert zweier Zufalls-
variablenX und Y, mit welchem ausgedriickt wird, ob zwischen den beiden Zufallsvariadile linearer
Zusammenhang besteht. Diese Ahnlichkeit zueinander driickt sich stétistisioer Kreuzleistung zwischen
den ZufallsvariablenX und Y aus. Im Gegensatz zur nachfolgend vorgestellten Kovarianz weelateb
Korrelation die beiden ZufallsvariableXi undY vor dem Vergleicticht um ihre Erwartungswertg x und
wy bereinigt. Bei diskreten Zufallsvariablen lautet die Berechnnung:

mn =E[X Y] = Zzl’z Yk - Pxy (Tis Yr) (8.33)
PR

Bei stetigen Zufallsvariablen lautet die Korrelation:
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=B Y= [ [ 2oy fevie) dody (8.34)

—00 —O0

Zwei ZufallsvariablenX undY sind zueinandeorthogonalfalls m; = 0 ist.

Fallen beim Zufallsexperiment statistisch mehrheitlich positive WerteX@uf positive Werte vory” sowie
negative Werte vorX auf negative Werte voir', wird die Kreuzleistung positiv sein. Ist es vom Vorzeichen
her gerade mehrheitlich umgekehrt, wird die Kreuzleistung negativ segieltekein Zusammenhang zwi-
schen den Werten val und jenen vorY’, wird die Kreuzleistung zu Null und es liegt Orthogonalitat vor.

Neben der Korrelatiomny1 gibt es auch noch hohere, (n,k)-te Momente, welche aber hier nichtrweite
Bedeutung sind:

My = E[X"YF] = Z Z:v . px(wi,y;) beidiskreten ZufallsvariableN undy
mue = [ 2" y* - fxy(z,y) do dy bei stetigen ZufallsvariableX undY

8.6.5 Kovarianz

Bei der Kovarianz (Englisch: covariance) handelt es sich um eingistst@hen Kennwert zweier Zufalls-
variablenX undY’, mit welchem wie schon bei der Korrelation ausgedriickt wird, ob zwisalen beiden
Zufallsvariablen ein linearer Zusammenhang besteht. Diese Ahnlichkeitzneker driickt sich statistisch in
einer Kreuzleistung zwischen der ZufallsvariablérundY aus. Im Gegensatz zur Korrelation werden aber
die beiden ZufallsvariableX undY vor dem Vergleich um ihre Erwartungsweytg und iy bereinigt.

Bei diskreten Zufallsvariablen lautet die Berechnung:

oxy = B[(X — px) - (Y — py)] ZZ (yi — 1y) - pxy (i, Yr) (8.35)

Bei stetigen Zufallsvariablen lautet die Kovarianz:

oxy = E[(X —px) - (Y —py)] = / / (@ —px) - (y—py) - fxy(zy) dedy (8.36)

—00 —O0

Oft ist der Gleichanteil in einer Zufallsvariablen ohne wirkliche Aussagfitkda dieser je nach betrachteten
statistischen Daten zwingend einen positiven Wert haben wird. Mdchte eispidlsweise untersuchen, ob
das Alter von Arbeitnehmenden einen Zusammenhang hat mit der Anzaikiaisstage, dann ist offensicht-
lich, dass alle Arbeitnehmenden eine positive Anzahl Jahre alt sind whddawen Anzahl Krankheitstage nie
negativ ist. Mit dem Nachweis mit Hilfe der Korrelation, dass eine positiveuKieistung vorliegt, lasst sich
die eigentlich interessierende Frage nicht beantworten. Denn es istddarArbeitnehmende mit einem Alter
> 0 mehr Krankheitstage aufweisen, als solche mit einem Alter < 0. DC-ligiraiper, d.h. ob Mitarbeiter
Uber dem Altersdurchschnitt iberdurchschnittlich oder unterduinciitsicch viele Krankheitstage aufweisen,
l&sst sich aus dem Vorzeichen der Kovarianz die Antwort direkt lséxaen.

Zwei ZufallsvariablenX und Y sind zueinandeunkorreliert falls oxy = 0 ist. Unkorreliert heisst, dass
X undY keine lineare statistische Ahnlichkeit zueinander aufweisen.

Leider ist der Begriff dieser Eigenschaft etwas irrefihrend, wieshachmals hervorgehoben werden soll:
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unkorreliertheisst, dass dikovarianzgleich Null ist. Ist dieKorrelation gleich Null, sindX undY orthogo-
nal zueinander.

Soll nicht nur das Vorzeichen der Kovarianz ausgewertet werdedgsn in normierter Weise auch dargestellt
werden, wie ausgepragt der lineare Zusammenhang zwischamd Y ausfallt, ist der Korrelationskoeffizi-
entpxy hilfreich:

PXY = _oxy mit —1< pxy < 1 (837)

ox 0y

8.7 Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen

8.7.1 Gleichverteilung
Bei der Gleichverteilung handelt es sich um eine Verteilung einer diskoetenstetigen ZufallsvariableX.

Bei einer diskreten Gleichverteilung treten samtlich&Verte X(\) = xz; gleich haufig auf und zwar mit
der Wahrscheinlichkeipx (x;) = % Teilweise wird in der Literatur nur dann von einer diskreten Gleich-
verteilung gesprochen, wenn die Absténde der vorkommenden Wezteihrem néchsten Nachbarwert alle
gleich gross sind.

Als Beispiel ist in den untenstehenden Graphen die Wahrscheinlichkestsfuaktionpx (x) und die Vertei-
lungsfunktionF'x (x) der Augenzahl beim Wurfelwurf dargestellt.
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Abbildung 8.9: Diskrete Gleichverteilungyx («) und Fx (z) der Augenzahl beim Warfelwurf

Bei einer stetigen Gleichverteilung fallen samtliche Werteon X(\) = « in das Intervalla < = < b und
treten dort mit der folgenden konstanten Wahrscheinlichkeitsdichte auf:

Jx(@) = bia

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktiofx (=) und die Verteilungsfunktiod’y (=) einer stetig gleichverteilten
Zufallsvariablen sind nachfolgend dargestellt:

(8.38)
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Abbildung 8.10: Stetige Gleichverteilungfx (x) und Fx (z)

Der Erwartungswert betragt[ X | = “T*b die Varianzo3, = (bzg)Q.
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Als Beispiel fur eine stetige Gleichverteilung dient das Quantisierungsnaensvon gleichférmig quanti-
siertem PCM.

8.7.2 Binomialverteilung

Bei der Binomialverteilung handelt es sich um eine Verteilung einer disk&dallsvariablen. Das Stan-
dardbeispiel fur die Nachrichtentechnik ist die Anzakon Mark, welche in einer Folge vanBit auftreten,
wenn die bindre Quelle kein Gedachtnis hat, d.h. unabhéangig von dezsdtrighte ein Mark mit der Wahr-
scheinlichkeitp und ein Space mit der Wahrscheinlichkgi= 1 — p generiert.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung lautet:

px(k) = P(X = k) = ( " ) gt (8.39)

Dabei gilt: ( Z ) = (n+')'k' undg =1 — p.

Der Erwartungswert der Binomialverteilung betragt = n - p, die Varianzoe% =n-p- q.

8.7.3 Poissonverteilung

Bei der Poissonverteilung handelt es sich um eine Verteilung einer thakzeifallsvariablen. Sie entspricht
einer Binomialverteilung bei welcher sehr gross und die Wahrscheinlichkgisehr klein ist. Die Berech-
nung mit Fakultaten erweist sich in solchen Féllen als sehr unhandlichj wiekeeTaschenrechner auf eine
Approximation zurtickgreifen und dieses Problem so nicht in Erschgitrith Dennoch bietet es sich an, auf
die einfacheren Formeln der Poissonverteilung auszuweichen.

Das Standardbeispiel fur die Nachrichtentechnik ist die Anzahl Féhlerinem grossen Block mit Bit,
wenn der Fehler erzeugende Kanal kein Ged&chtnis hat, d.h. urgadph@n der Vorgeschichte fur jedes Bit
einen Fehler mit der sehr kleinen Wahrscheinlichkestzeugt.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poissonverteilung lautet:
(n-p)*

px(k) = P(X = k) =e P =1

(8.40)

Der Erwartungswert der Poissonverteilung betyagt= n - p, ebenso wie die Varianzi = n - p.

8.7.4 Gaussverteilung

Bei der Gaussverteilung handelt es sich um eine Verteilung einer stetigalisZariablen. Das Standardbei-
spiel fur die Nachrichtentechnik sind die Amplitudenwerte einer thermisclagisé¢hquelle.

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Gaussverteilung lautet:

1 —(z—p)?
fx(@) = e 2t (8.41)

Diese sogenannte Glockenkurve hat den Erwartungswert= y und die Varianzo% = o2, was mit
N (u, 0?) geschrieben wird.

Das Maximum der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion liegt gi(ux) = \/i und die beiden Wende-

2m-o
punkte beir = ux + 0.

Bei der normierterstandardnormalverteilunigt = 0 undo? = 1, d.h. NV (0, 1).
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Im Gegensatz zu den Verteilungen der diskreten Zufallsvariablen keindelb Gaussverteilung die Vertei-

T—p

o

.2
lungsfunktionFx (z) = ﬁ i e d¢ nicht mehr einfach berechnet werden, da dieses Integral nicht in
—0o0
geschlossener Form bestimmt werden kann. Es muss numerisch geldshwer
Anstatt der Verteilungsfunktiod’y (z) haben sich verschiedene andere Funktionen in Tabellenwerken oder

als numerische Funktion z.B. in Matlab durchgesetzt: die Ublichste ist dierfeikgon erfx), die in der
Nachrichtentechnik wichtigste die Q-funktioi x).

Fehlerfunktion

Die Fehlerfunktion erfr) entspricht dem bestimmten Integral einer Normalverteiligo, 3) (d.h. mit
Erwartungswerf: = 0 und Varianzo? = %) mit Integrationsgrenzenz bis z.

t—t—t—+—+—+ A= N(IJ=0,0'2=0-5)

I T N o= Lo
e —+sqrt(2) - + - +
[ T [
t—t—+—+—+- —+—+—+-—+-+
[ T [ T
t—+—+—+—+f+ +—t+—+—+—+
[ T [ T
: : »
I N N [ N N B¢
-t —+—+—+—+- t—t—F+—+—+—+
Abbildung 8.11: Fehlerfunktion erfx)
€T
erf(z) = — / € ge (8.42)
Tr) = — e .
JT

—T

Diese Formel hélt sich an die Definition, wie sie auch in Matlab verwendet w8 djibt aber leider unter der
Bezeichnung Fehlerfunktion auch Varianten mit anders skalierten @auss, welche zum Beispiel von der
Standardnormalverteilung mit= 0 undo? = 1 ausgehen.

Die Fehlerfunktion effr) gibt an, wie gross der statistische Anteil von Werten einer Gaussverteilten Z
fallsvariablen ist, welche in einem Fehlerintervalt um den Erwartungswert herum auftreten.

Die VerteilungsfunktionF'x (x) einer Gaussverteilung kann mit erf ausgedriickt werden, indefiy ()
geeignet umgeformt wird. Als erstes wird berlcksichtigt, dassu) = % gilt:

T xT

Fy(x) 1 —<g—;)2 i 1 n 1 —<§—2u)2 i (8.43)
x(x) = e 20 = — e 20 .
V2rr - 2 or-
™ Ufoo ™0 )

Durch Substitution: = % ergibt sich:

1 1 Y
0



146 Kapitel 8. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Zufallsvariablen

Der zweite Summand im letzten Term entspricht ger%a\derf (\%‘;) womit folgt:

Fy(z) = % (1 +erf (\%";)) (8.45)

Neben der Fehlerfunktion €nf) ist auch die komplementére Fehlerfunktion érfceine haufig verwendete
Funktion:

erfc(z) = 1 — erf(x) (8.46)

Sie gibt furz > 0 an, welcher kumulative Anteil einer Gaussverteilung ausserhalb degcBsy + = ist.

In der nachfolgenden Tabelle sind einige mit der MATLAB-Funktenf numerisch berechneten Werte
der Fehlerfunktion e(fr) aufgelistet. Eine viel aufiihrlichere Tabelle befindet sich im Anh@ng

x | erf(x) x | erf(x) x| erf(x)
0.00 | 0.000 000000000000
0.25| 0.276 326 390 168 237 2.25] 0.998 537283413 319 4.25| 0.999 999 998 149 426
0.50 | 0.520499 877 813 047 2.50 | 0.999593 047982 555 4.50 | 0.999999 999 803 384
0.75] 0.711 155633 653 515 2.75] 0.999899 378 077 880 4.75| 0.999 999999 981 515

1.00 | 0.842700792949 715 3.00 | 0.999977909 503 001 5.00 | 0.999999 999 998 463
1.25| 0.922900 128 256 458 3.25 0.999995 697 220 536 5.25| 0.999999 999 999 887
1.50 | 0.966 105146475311 3.50 | 0.999 999 256 901 628 5.50 | 0.999999 999 999 993
1.75| 0.986 671671219182 3.75 | 0.999999 886 272 743 5.75| 1.000 000 000 000 000
2.00| 0.995 322265018 953 4.00 | 0.999999 984 582 742 6.00 | 1.000 000 000 000 000

Tabelle 8.6:Fehlerfunktion erfx)

Q-Funktion

Die Q-FunktionQ(z) entspricht dem Flacheninhalt unter einer Standardnormalverteilung(e-ho, o =
1) ausgehend vom Punktbis +oc:

bt sy AR X) = N(p=0,0%=1).
| | | | | |
T e
| | | | | |
+—+-—+-+-_—-+-1}
| | |
-t -t

L sqrt(2m)

R
+-+—-+-+-+-+-1}
Abbildung 8.12: Q-FunktionQ(x)

g2

1 e
Q) = m/e = de (8.47)

In Tabellen sind oft nur die Werte vof(x) fur positivex aufgefiihrt, da fire < 0 folgende einfache Re-
chenregel qilt:
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Qlz) =1-Q(—x)

Mit Hilfe der Fehlerfunktion erfz) lasst sichl)(x) ebenfalls berechnen:

Qz) = 5 - (1 — erf(%)) = %erfc(%)

Bis auf die unterschiedliche Skalierung von Argument und Ergebnis rctisplie Q-Funktion@(z) somit
der komplementéren Fehlerfunktion €rf¢ und wird in der Literatur teilweise leider auch so benannt. Die
beiden Funktionen sollen hier aber klar auseinandergehalten werden.

Die VerteilungsfunktionFx (x) kann auch fiin: # 0 undo? # 1 mit der Q-FunktionQ(x) ausgedriickt
werden, indem man als ersteg (x) geeignet umformt:

T—p

T (o w? = e
FX(a:):\/Qi [ e 22 dg:ﬁ e 2 d¢

ugtes
- —0o0

Dieser letzte Term entspricht aber ger&é— =), womit fiir Fix () gilt:

Fx(z)=1-Q (%)

In der nachfolgenden Tabelle sind einige mit der MATLAB-Funktgfrunc numerisch berechneten Werte
der Q-Funktion Qz) aufgelistet. Eine viel aufihrlichere Tabelle befindet sich im Anhdng

v [ Q@) v Q@ r Q@
0.00 | 0.500 000 000000000
0.25| 0.401293674317076 2.25| 0.012224 472655045 4.25| 0.000010688525775
0.50 | 0.308 537538 725 987 2.50 | 0.006 209665325776 4.50 | 0.000003397673125
0.75| 0.226 627 352 376 868 2.75| 0.002979 763 235055 4.75 | 0.000001 017083243
1.00 | 0.158 655253931457 3.00 | 0.001 349898031630 5.00 | 0.000000286 651572

1.25] 0.105649 773 666 855 3.25| 0.000577 025 042 391 5.25| 0.000 000076 049 605
1.50 | 0.066 807 201 268 858 3.50 | 0.000232629079 036 5.50 | 0.000000 018989 562
1.75] 0.040 059156 863 817 3.75| 0.000088 417285201 5.75| 0.000 000004 462172

2.00 | 0.022750131948 179 4.00 | 0.000031671241833 6.00 | 0.000 000000986 588

Tabelle 8.7:Q-Funktion Qx)

8.7.5 Rayleigh-Verteilung

Eine Rayleigh-Verteilung liegt vor, wenn eine in kartesischen Koordinatendimensionale Gaussverteilung
als Funktion des Radius ausgedriickt wird.

Im Beispiel mit den Treffern auf der Scheibe bzw. dem QAM-Konstellapomkt wurde die zweidimen-
sionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktigngs (r, ¢) schon berechnet:

2

fra(r, @) = 5-7 - € 22

Als Randfunktionen kénnen die eindimensionalen Wahrscheinlichkeitstlicktéonenfs (¢) und fr(r) be-
rechnet werden:
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+oo & firo<¢<or

falg) = / fro(r.6) dr = (8.48)
0 0 sonst
2 %672272 fiur r >0

fr(r) = / fro(r.6) dé = (8.49)
0 0 fur r <0

Erwartungsgemass ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunkfioi®) unabhangig vom Winkel¢), d.h. kon-
stant bzw. gleichverteilt im Intervall < ¢ < 27

Bei fr(r) handelt es sich um eine Rayleigh-Verteilung deren Wahrscheinlichkditsflioktion fx (x) fol-
genden Verlauf hat:

A fy(x)

-+ =T b — b ——F—+—+
1 0.5 R T T R T T T TR
— e ettt -+ -+ —+—+
o, VAR
e
Lo N L
f-+—-F+—-F-fF-+—+\+—F—F—F+—+—+
Lo N R T N T T T TR B
Fot—+- -+ —F+-Nf—F—F—F—+—+
Lo Lo I T R T
F—t—+- +—+—F+—-+\t—F+—F+—+—+
Lo oo 0N
ot —F-H-F—F—F—+-N—F—-F+—+—+
Lo I R T B Lo
: - : $ : : ; $ - '
Lo | T Y T T
t=—t—F+=F+-4+-0 -+ -.X

Abbildung 8.13: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktiofiy () der Rayleigh-Verteilung

RadiusR und Phas@ sind zudem statistisch unabhangig,fida (r, ) = fr(r) - fo(o) gilt.

Die VerteilungsfunktionF'z(r) kann bei der Rayleigh-Verteilung als geschlossene Formel hingelsehrie
werden, im Gegensatz zur Gaussverteilung, bei welcher die Verteilumgi®n nur numerisch (bzw. Gber
die Tabellen der Fehlerfunktion oder Q-Funktion) bestimmt werden kaienlaBtet bei einer Rayleigh-
Verteilung:

2

FR(T) _ 1— 6_27;772 far r >0
0 fur » <0



Kapitel 9
Zufallsprozess

9.1 Was ist ein Zufallsprozess?

Wie dies schon bei einer Zufallsvariabl&\) der Fall war, steht am Anfang eines Zufallsprozessés \)
ein Zufallsexperiment mit Ergebnisraush welcher alle méglichen Ergebnissgenthalt. Wiederum kdénnen
endlich viele Ergebnissg;, abzahlbar unendlich viele oder nicht-abzahlbar unendlich viele Eiggbonum
Ergebnisraunt gehdoren.

Anstatt ein einziger Wert; wie bei einer Zufallsvariablé (\) wird nun bei einem Zufallsprozess(t, \)
ein ganzer zeitlicher Ablauf, das heisst ein Signdt), einem Ergebnis; zugeordnet.

Abbildung 9.1: Zufallsprozess

Die Signalformerx;(t) sollen dabei determiniert sein, das heisst, sie besitzen keinen zufalligeiera einen
definierten Verlauf. Die Zufalligkeit eines Zufallsprozesses liegt alsbtrinceinem stochastischen zeitlichen
Verlauf der einzelnen Signalformen, sondern beim Zufallsexperimeithegdurch sein Ergebnis bestimmt,
welche von all diesen schon vordefinierten Signalformen konkreteswigt wird.

Das Beispiel in der vorhergehenden Darstellung illustriert dies schdrchDdas Zufallsexperiment wird
ein sinusformiges Tragersignal ausgesucht, welches abhéngig \g&hbrits des Zufallsexperiments eine un-
terschiedliche Phasenlage aufweist. Ist aber diese Phasenlage elimiErdes Zufallsexperiments einmal
bekannt, hat das Signal einen determinierten Verlauf, welcher vollkomreievoh Zufalligkeiten ist.

Weitere Beispiele sollen den Begriff des Zufallsprozesses zusatzliahsaraulichen.

« Wir fassen eine bindre Datenquelle als Zufallsexperiment auf, mit degbBigsen Mark und Space.
Den beiden Ergebnissen wird je eine Pulsform (d.h. ein zetlicher Sigreai¥erugeordnet, z.B. die
beiden Pulsformen des Manchester-Codes.

» Ein Ethernet-Adapter sendet Ethernet-Pakete, wobei die Bitkombinatiojedem neuen Datenpaket
als Ergebnis eines Zufallsexperiments aufgefasst werden kann,enml@dinem ganz bestimmten Sig-
nalverlauf fihrt. Der Ergebnisraum ist zwar wiederum nicht unendjidss, da die maximale Lange
von Standard-Ethernetpaketen auf 1518 Bytes begrenzt ist. undhes miar eine endliche Anzahl

149
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unterschiedlicher Pakete geben kann. Dennoch ist die Anzahl mogBitkembinationen so gross,
dass es wenig Sinn macht, interessierende Eigenschaften, wie etwa &asiiSpéir jedes einzelne
Paket zu berechnen. Anstatt an solchen einzelnen Resultaten im izbguesch ist man wohl vielmehr
am gesamten Spektrum interessiert, das heisst einer statistischen Begaidieualle Pakete hinweg.

» Bei thermischem Rauschen (oder auch anderen zufélligen Storsiykalen der zeitliche Verlauf der
Rauschspannung nicht vorhergesagt werden. Trotzdem soll dhemetische Modell des Zufallspro-
zesses weiterhin beibehalten werden, welches jedem der unendlich Ergkdmissen einen determi-
nierten Signalverlauf des Rauschsignals zuweist. Als Beobachter wiss@doch erst nach Ablauf
des gesamten Signals (d.h. eigentlich nach unendlich langer Zeit), wekhaue Signalverlauf vor-
liegt und damit auch welches Ergebnis des Zufallsprozesses dieseaiv@itpuf zugrunde liegt. Eine
deterministische Bestimmung des weiteren zeitlichen Verlaufs des Rausdtsstyisamit nur deshalb
nicht mdglich, da zu keinem Zeitpunkt klar ist, welcher der unendlich vielgnadverlaufe als Ergeb-
nis des Zufallsexperiments tatsachlich ablauft. Was etwas umsténdlich toobteatzer, auch solch
zufallig verlaufende Signale in das einheitliche Modell des Zufallspres

iz zubinden.

9.2 Definitionen und Notationen fur Zufallsprozesse

Gegeben sei ein Zufallsexperiment mit den ErgebnigsemErgebnisraunt. Diesem Zufallsexperiment soll
ein Zufallsprozess zugewiesen werden, welcher folgende Eigditestihat:

PN
VARV

2(t)
X(tk A) /

x

Ve
\l/\/\/t
f‘k/\

AR
| \/X(tk)\n) /Ut

Abbildung 9.2: Notationen des Zufallsprozesses

 Jedem Ergebnia wird eine reellwertige Zeitfunktion(¢) = X (¢, \) zugeordnet.
» Jeder Zufallsprozess besitzt somit zwei Parameétend \

* Fir ein spezifisches; ergibt sich eineleterminierteZeitfunktionz;(t) = X (¢, \;).
» z;(t) ist eine sogenannte Musterfunktion (Englisch: sample function).

» Die Gesamtheit dieser Musterfunktionen bilden ein Ensemble bzw. eine. Scha
* Zu jedem Zeitpunkt, bildet X, = X (¢x, \) eine ZufallsvariableXy ().

o xz;(ty) = X (tx, \;) ist eine Zahl.

* X(t,\) wird normalerweise verkirzt al% (t) geschrieben.

* X (t) kann als Sammlung von indizierten Zufallsvariablé(¥, ), X (¢2), X (t3) etc. betrachtet werden,
wobei die Indexmeng®' (d.h. die Zeit) diskreti(, t-, t3, etc.) oder al$ € R kontinuierlich sein kann.
Entsprechend handelt es sich um einen zeitdiskreten oder zeitkontirneariwfallsprozess.



9.3. Statistische Eigenschaften von Zufallsprozessen 151

9.3 Statistische Eigenschaften von Zufallsprozessen

9.3.1 \Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeits(dichte)funktion

Da bei einem Zufallsprozess, egal ob zeitdiskret oder zeitkontinuiedicfedem Zeitpunki, eine Zufalls-
variable X, vorliegt, kann in Abhangigkeit dieses zeitlichen Parametgider Zufallsprozess statistisch so
beschrieben werden, wie dies schon bei den Zufallsvariablen dexéall

X} besitzt folgende Verteilungsfunktion:

Fx (wp;te) = P ({ Xk (tr) < ai}) (9.1

Dabei istt;, ein fester zeitlicher Index, der die Zufallsvariablg innerhalb des Zufallsprozess&st) festlegt
undzxy, der reelle Zahlenwert, Uber welchen die statistische Verteilungsfunktmorttelt wird.

Ist die ZufallsvariableX}, diskret, d.h. kommen nur endlich viele oder abzahlbar unendlich viele \Wgite
der ZufallsvariablenX, vor, kann folgende Wahrscheinlichkeitsmassefunktion bestimmt werden:

px(zrite) = P ({Xk(tk) = 21 }) (9.2)

Wiederum ist; ein zeitlicher Index, welcher innerhalb des Zufallsprozessgs auf die ZufallsvariableX,
zeigt undz;, der reelle Zahlenwert, von welchem die Wahrscheinlichkeitsmassefuridégiimmt wird.

Ist die ZufallsvariableX}, stetig, kann die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion wie folsfirnent

werden:
OFx, (xk;ty)

o (9.3)

Ix, (s ty) =

Um nun aufzuzeigen, ob und in welcher Art sich die Verteilung der Zavdete ;. zwischen zwei Zeit-
punktent; undts (oder zwischen beliebig vielen Zeitpunktgh verandert, kann auf zweidimensionale oder
n-dimensionale Zufallsvariablen zurlickgegriffen werden.

Fur zwei Zeitpunkté; undis lautet dann die zweidimensionale Verteilungsfunktion:
Fxx(z1,m2;t1,t2) = P({X(t1) < 21, X (t2) < 22}) (9.4)

Ebenso kann fir diskrete Zufallsvariabl&éih und X, die zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsmassefunk-
tion bestimmt werden:

pxx(z1,x2;t1,t2) = P ({X(t1) = 21, X (t2) = x2}) (9.5)
Und flr stetige Zufallsvariable; und X5 lautet die zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

O?Fxx(z1,12;t1,12)
8331 8332

Ixx(x1,5t1,t2) = (9.6)

9.3.2 Statistische Kennwerte

Fur jede Zufallsvariabl&,, welche sich zum Zeitpunkj, aus dem Zufallsprozess(t) ergibt, kénnen stati-
stische Kennwerte berechnet werden, die dann ebenfalls als zeitli¢bkydborliegen.

Bei diesen Kennwerten handelt es sich somit um statistische AngabedagEnsemble der Musterfunktion
und nicht um zeitliche Mittelwerte der Funktionen selbst, welche weiter urggadhtet werden. Diese zeit-
liche Abfolge von statistischen Kennwerten bilden einen eigenen zeitlicheau¥/esind also eine Funktion
der Zeitt.
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Erwartungswert

Der Erwartungswert.x (¢) eines Zufallsprozesses(t) entspricht dem zu jedem Zeitpunkt berechneten
linearen statistischen Mittelwert der Zufallsvariabiéty, ).

Sind die ZufallsvariablerX; diskret, berechnet sich der Erwartungswext(¢) mit der Wahrscheinlichkeits-
massefunktiomx (x; t):

px(t) = E[X(t)] = Zl“z px(wist) (9.7)

Handelt es sich beK; um stetige Zufallsvariablen, kann die Wahrscheinlichkeitsdichtefunkfipt:; ¢)

verwendet werden:
“+o0

px(t) = EIX(0) = [ o fxait)do (0.8)

—00

Autokorrelationsfunktion

Bei der Autokorrelationsfunktiol® x x (¢1, t2) wird eine Korrelation zwischen zwei Zufallsvariabléf(¢;)
und X (t2) berechnet. Die beiden Zufallsvariablen entsprechen den statistischeemfemufnahmen des Zu-
fallsprozesses zum Zeitpunktbzw. t,.

Da es sich trotz den unterschiedlichen Zeitpunkterund ¢- letztendlich um den selben Zufallsprozess
X (t) handelt, spricht man von der Autokorrelationsfunktion. Eine Kreuzkationsfunktion wirde vorlie-
gen, wenn verschiedene Zufallsproze&3e) undY (¢) miteinander verrechnet wirden.

Wie bei jeder Korrelation gibt das Resultat im Sinne einer Kreuzleistungewniede gross der lineare stati-
stische Zusammenhang zwischen den Werten der Zufallsvariale und jenen vonX (ts) ist.

Sind die ZufallsvariabletX, diskret, berechnet sich die Autokorrelationsfunkt®g x (¢1, t2) mit der Wahr-
scheinlichkeitsmassefunktion, x (z1, z2; t1, t2):

Rxx(ti,ta) = E[X(t)X(t2)] = > Y a1, 29, - pxx (w1, 22,3 11, t2) (9.9)

? J

Handelt es sich bek; um stetige Zufallsvariablen, kann fir die Berechnung ¥y (¢1,t2) die Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktioffix x (z; t) verwendet werden.

—+o00 +00
Rxx(t1,t2) = E[X(t1)X (t2)] = / / x1 - 22 - fxx (a1, x2;t1, t2) doy das (9.10)

—00 —0O0

Wahlt man flrt, und ¢, den gleichen Zeitpunkt, = ¢; geht die AutokorrelationsfunktioRx x (¢1,t2) in
das zweite Momenk [ X?(t)] Uber.

Autokovarianz

Bei der AutokovarianZC'y x (t1,t2) wird wie bei der Autokorrelation zwischen den zwei Zufallsvariablen
X(t1) und X (t2) eine statistische Kreuzleistung berechnet, wobei die Zahlenwerte vokeeethnen um
den jeweiligen Erwartungswertty (¢1) bzw. px (t2) bereinigt werden. Somit wird mit der Autokovarianz eine
Art statistische AC-Kreuzleistung berechnet.

Da es sich um den selben Zufallsprozésg) handelt, von dem zwei Momentaufnahmen der Zeitpunkte
t1 undis verrechnet werden, spricht man von der Autokovarianz. Bei einenzkovarianz wirden zwei ver-
schiedene Zufallsprozess&t) undY (¢) miteinander verrechnet.
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Eine Kovarianz driickt aus, wie gross der lineare statistische Zusamngeriéschen zwei Zufallsvariablen
ist, wobei die Erwartungswerjey der beiden Zufallsvariablen von der Berechnung ausgeschlossdarwe

Cxx(t1,t2) = E[(X(t1) — px(t1)) - (X(t2) — px(t2))] (9.11)

Sind die ZufallsvariabletX;, diskret, berechnet sich die Autokovariafz x (¢1, t2) mit der Wahrscheinlich-
keitsmassefunktiopy x (z1, z2; t1,t2):

Cxx(t1,t2) = ZZ —pxy) - (w2, = px,) - pxx (w1, w51, 1) (9.12)

Handelt es sich bek; um stetige Zufallsvariablen, kann fur die Berechnung gy (¢1,t2) die Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktioffix x (z; t) verwendet werden.

“+00 400
Cxx(ti,t2) = / / (X1 — pxy) - (2 — pxs,) - fxx (@1, 223 t, t2) doy das (9.13)

—00 —O0

Wahlt man firty und¢; den gleichen Zeitpunkt, = ¢; geht die AutokovarianZ'y x (t1,t2) in das zweite
Zentralmoment (d.h. die Varian#) der ZufallsvariableX; = X (t;) tber.

Sowohl bei diskreten wie auch stetigen Zufallsvariabldenkann die Autokovarianz aus der Autokorrela-
tion wie folgt berechnet werden:

Cxx(ti,t2) = Rxx(t1,t2) — pux(t1) - px(t2) (9.14)

9.4 Stationaritat von Zufallsprozessen

Zufallsprozesse sind einfach ausgedrickt immer dann stationar, werstaltistischen Eigenschaften zeitlich
unverandert bleiben. Mathematisch unterscheidet man zwei Arten t@nét@n Prozessen: streng stationéare
(Englisch: strict sense stationary, SSS) und schwach stationare Englisle sense stationary, WSS).

9.4.1 Streng stationare Prozesse

Ein Zufallsprozess ist in n-ter Ordnung stationér wenn seine n-dimensiosiatistischen Eigenschaften un-
abhé&ngig von einer beliebigen zeitlichen Verschiebtyrgind.

Werden also bei einem Zufallsprozesbeliebige Zeitpunkte; gewahlt, welche im Sinne einer Momentauf-
nahme den Zufallsprozess auf je eine Zufallsvariablabbilden, soll im Falle von diskreten Zufallsvariablen
fur die n-dimensionale Verteilungsfunktion und die n-dimensionale Wabislithkeitsmassefunktion unab-
hangig vort. gelten:

FX(:El,.rQ, ceey T3 b1, T, ...,Ifn) = Fx($1,$2, vy Tyt F ey to + 1oy ooy by + tc) (915)

Px(T1, T2, ooy Tpiti,to, oy ty) = Dx(T1, T2y ooy Tty + teyta + tey ooy by + te) (9.16)

Ebenso soll im Falle von stetigen Zufallsvariablen fur die Verteilungsfunkiiod die Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion gelten:

Fx (21,29, ..., Tp;ti, to, oy tn) = Fx (21,22, .., Tnit1 + Loy ta + tey ooy tn + te) (9.17)

[x(x1,zo, . xnstr, ta, o tn) = fx (@1, @2, ., Tps 1 +te, ta + ey ooy tn + e) (9.18)

FUr einen streng stationaren Prozess (SSS) muss die neue statistigefianggrwelche sich durch die zeit-
liche Verschiebung. ergibt, fur eine beliebig grosse Ordnunginverandert bleiben. Bei einem SSS-Prozess
sind damit sdmtliche statistischen Kennwerte keine Funktion des absolutennkéstpomehr, d.h. es gilt ins-
besondere fur den linearen Erwartungsweeyt die Autokorrelationsfunktiol® x x (¢1, t2) und die Kovarianz
CXX (tl, tg):

E[X(t)] = px (9.19)
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Rxx(t1,t2) = Rx(7) (9.20)
Cxx(tl,t2>:Cx(T):Rx(T)—;L?X (9.21)

Dabei gilt jeweilsr = to — 7.

Neben diesen drei schon bekannten statistischen Kennwerten sirtdelngi stationaren Prozessen auch be-
liebige weitere n-dimensionale Kennwerte unabhangig vom absoluten Zeitpiine solch starke, zeitlich
invariante Statistik besitzen in der Praxis nur wenige Zufallsprozessehaste@ noch physikalische Prozes-
se, wie zum Beispiel thermisches Rauschen.

Mathematisch kann aber eine starke Stationaritat eines Zufallsprozésseh e€rzwungen werden, indem
samtliche Musterfunktionen mit beliebigem zeitlichen Versatz und ohne bhaylerPhasenlage auftreten dir-
fen. Dieser kleine Trick wird weiter unten benutzt, um die Spektren von hggcodes zu berechnen.

9.4.2 Schwach stationare Prozesse

Ein Zufallsprozess heisst schwach stationar, wenn die statistischensElgéien bei einer zeitlichen Ver-
schiebung. wiederum unverandert bleiben, wobei dies aber nur noch flr maxkdah2nsionale Verteilun-
gen zwingend zutreffen muss. Schwach stationdre Prozesse sind s@wieaiger eng gefasste Erweiterung
der streng stationdren Prozesse. Man spricht bei schwach statidPr@zessen auch von einer Stationaritat
zweiter Ordnung.

Im Falle von diskreten Zufallsvariablen muss damit bei einer beliebigen zeitlivlerschiebung. fur die
VerteilungsfunktionF'x x (z1, z2) und die Wahrscheinlichkeitsmassefunktioay (x1, z2) gelten:

Fxx(x1,x9;t1,t2) = Fxx(z1,2;t1 + te, t2 + t¢) (9.22)

pxx(x1, x25t1,t2) = pxx (w1, 2;3t1 + te, o + 1) (9.23)
Ebenso gilt bei schwacher Stationaritat im Falle von stetigen Zufallsvanidbitedie Verteilungsfunktion
Fxx(z1,2z2) und die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktigh x (x1, z2):

Fxx(x1,z0:t1,t2) = Fxx(z1,22;t1 + te, ta + tc) (9.24)

Ixx(z1, 2o t1,t2) = fxx(z1, 225t + te, to + te) (9.25)

Auch bei einem schwach stationéaren Prozess ist der lineare Erwswtartg x keine zeitabhangige Funktion
mehr. Und wiederum gilt fir die Autokorrelationsfunktidix x (¢1, t2) und die KovarianZ'x x (¢1, t2), dass
sie nur noch von der Zeitdifferenz= ¢, — t; aber nicht von den absoluten Zeitpunkterbzw. t, abhéangig
sind.

E[X(t)] = px (9.26)
Rxx(t1,t2) = Rx(7) (9.27)
Cxx(ti,ta) = Cx(7) = Rx (1) — p% (9.28)

Dabei gilt auch hier jeweils = t5 — t;.

Umgekehrt kann aber auch von diesen Eigenschaften auf einen dtistaionaren Prozess geschlossen
werden: ist der lineare Erwartungswert eines Zufallsprozesses(t) zeitlich konstant und sind die Auto-
korrelationsfunktionRx (7) und die AutokovarianZ’x (7) nur eine Funktion der Zeitdifferenz = t5 — t;
aber nicht der absoluten Zeitpunkteund¢s, dann handelt es sich b&i(¢) um einen schwach stationaren
Prozess.

Streng stationare Prozesse sind eine enger gefasste Teilmenge dactsstationdren Prozesse und erfll-
len somit ebenfalls die Kriterien von schwacher Stationaritat.
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Weiter kann das zweite Moment vdi{ X 2(¢)] des Zufallsprozesses(t), das heisst die mittlere statistische
Leistung der ganzen Schar von Musterfunktionen, wiederum bestimmiewgindem die Autokorrelations-
funktion fur ¢ty = ¢; berechnet wird. Es gilt dann sowohl fir streng wie auch schwach statidProzesse
X(t):

E[X?(t)] = Rx(0) (9.29)

Erwartungsgemass ist somit die mittlere statistische Leistung des Zufallspeexg$) ebenfalls eine statio-
nare Grosse, welche sich tUber die Zeit hinweg nicht veréndert.

Zwei Zufallsprozess& (¢) undY (t) heissen Verbund-schwachstationér, wenn beide Prozesse fiiclswhch
stationér sind und fur die KreuzkorrelationsfunktiBry gilt:

Rxy(t,t+7) = E[X(t)Y (t+ 7)] = Rxy(7) (9.30)

Gleichzeitig ist dann auch die Kreuzkovaria@izy (7) der beiden Prozesse eine stationare Grosse und nur
von der Zeitdifferenz = t, — t; abhangig:

Cxy(7) = Rxy(7) — pxpy (9.31)

An dieser Stelle soll abschliessend nochmals betont werden, dass begisitibsen Betrachtungen der Sta-
tionaritéat um zeitlich konstante statistische Grossen des gesamten Prdzasdel und einzelne Muster-
funktionen keinesfalls die gleichen zeitlich gemittelten oder sogar zeitlich @mgfidre Eigenschaften haben
mussen. Die statistischen Eigenschaften des gesamten Prozesses soligeictio nachfolgend mit den zeit-
lichen Eigenschaften seiner Musterfunktionen verglichen werden.

9.5 Zeitmittelwerte und Ergodizitat

Mit spitzen Klammern(x(t)) oder einem Querstricht tber einer Funktioft) wird in diesem Skript der
zeitliche Mittelwert dargestellt.

9.5.1 Linearer zeitlicher Mittelwert
Der lineare zeitliche Mittelwert; einer Musterfunktiornz;(¢) wird wie folgt berechnet:

+

%Z@M»?gn;/%@ﬁ (9.32)

Sl

Der lineare zeitliche Mittelwert; ist dabei pro Musterfunktion ein einzelner Zahlenwert, das helssst
eine neue Zufallsvariable, welche aus dem Zufallspro2ég3 heraus berechnet werden kann. Von dieser
Vielzahl von zeitlichen Mittelwerten, welche zu je einer Musterfunktion gehpkann nun ebenfalls der Er-
wartungswert berechnet werden. Besitzt zudem der Prozessemeache) Stationaritat, kann der statistisch

gemittelte Zeitmittelwert {a:(t)} vereinfacht ausgedriickt werden:

+Z +Z +Z
— 1 1 1
E o) =B | Jim — —lim ~ [ E = lim — = .
x(t) Jim x(t) dt Hm [z(t)] dt Jim /,u,X dt = px (9.33)
T T T
-3 7 -7

Der Uber alle Musterfunktionen statistisch gemittelte lineare ZeitmittelE%nt(t)} entspricht also bei einem
stationéren Prozess gerade dem stationaren, zeitlich konstanten statisksalartungswert x .
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9.5.2 Zeitliche Autokorrelationsfunktion
Die zeitliche AutokorrelationsfunktioR,, ., (7) einer Musterfunktiorr;(¢) kann ebenfalls berechnet werden:

¥
Rom(7) = (ws(t) - st + 7)) = lim = [ 24(t) - @t + 1) dt (9.34)

T—oo 1

!

Mit der zeitlichen Autokorrelationsfunktion wird untersucht, wie grosslioefare Zusammenhang einer um
T verschobenen Funktiory (¢ 4+ 7) im Vergleich zur ursprunglichen Funktian(t) ist, das heisst wie &hnlich
sich die beiden Signale nach einer kleineren oder griosseren zeitlicheshidbung- sind.

Fur jede zeitliche Verschiebungergibt Rx y (1) einen Wert pro Musterfunktion, das heigst () ist fir
jedesr eine ausX (t) heraus berechnete Zufallsvariable. Von diesem pro Musterfunktictheeten Wert
der zeitlichen AutokorrelationsfunktioR,, ., (7) kann wiederum der Erwartungswert berechnet werden, der
bei vorhandener schwachen Stationaritét vereinfacht werden kann

+Z +Z
ERxx(r)] =E|lim £ [ a@)z(t+7)dt| = lim + [ Elz(t)z(t+7)|dt
T—oo © " T—oo © “p
2 2
o

= Tlggo%if RX)((T) dt = RX)((T)

!

Die statistisch tber alle Musterfunktionen gemittelte zeitliche Autokorrelatiok8bmE [Rx x ()] ent-
spricht also bei einem stationaren Prozess gerade der stationéti@h kenstanten und tber das Ensemble
berechneten statistischen Autokorrelationsfunkfidgy (7).

9.5.3 Ergodizitat von stationaren Prozessen

Ein stationarer Prozess ist zusatzlich noch bezlglich dem linearen Mittedvgedisch, wenn der zeitliche
Mittelwert z;(¢) jeder einzelnerMusterfunktionz;(t) gerade dem Scharmittelwenty (d.h. dem zeitlich
konstanten linearen Erwartungswert tiber das Ensemble) entspricht:

7 = m(D) = Ela(t)] = ux (9.35)

Ist ein Zufallsprozess ergodisch, kann aus der Beobachtungitlehea Verlaufs eineeinzigerMusterfunk-
tion z;(¢) auf die statistischen Eigenschaften des gesamten Ensembles geschkrsigen Diese Eigenschaft
ist noch viel starker und seltener anzutreffen als Stationaritat, weltheiogjenauerem Hinsehen auch nicht
zweifelsfrei gegeben ist. Folgende Beispiele sollen dies illustrieren:

* In erster Naherung kann davon ausgegangen werden, dassieidardhschnittliche Punktzahl so-
wie deren statistische Verteilung bei einem jahrlich durchgefuhrten Safifigst nicht verandern wird
und der Prozess damit stationar ist. Bei genauerem hinsehen ist ol diese Annahme falsch, da
die Wetterverhaltnisse oder technischer Fortschritt durchaus zu @hezedtlich andernden Statistik
fuhren kdnnen. Selbst wenn aber Stationaritat gegeben ware, ti@$ssbch lange nicht, dass ein we-
nig treffsicherer Schitze im Verlauf seiner Karriere an einem Schi#geje eine durchschnittliche
Punktzahl oder sogar ein Spitzenresultat erreichen wird. Der Rristesomit bezlglich dem linearen
Mittelwert sicher nicht ergodisch.

» Wirde man ein riesiges engmaschiges Netz von weltweit verteilten und stial¢jefragten Tempera-
tursensoren besitzen, liegt eine erste Vermutung nahe, dass sich digkStatiTemperaturverteilung
zeitlich nicht andern wird und der Prozess somit stationar ist. Ohne vieWetterdaten zu verste-
hen, ist aber diese Vermutung wohl falsch, da aufgrund von uniedither Verteilung der Landmas-
sen, wechselnder Sonnenaktivitdt sowie der atmosphéarischen Zusaetmeny die Temperaturstati-
stik vermutlich sowohl taglichen, jahreszeitlichen wie auch epochalen deréngen unterworfen ist.
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Selbst wenn aber Stationaritat gegeben ware, wird die zeitliche Temstadisiik weder von Reykja-
vik, London noch von Dubai reprasentativ sein fir eine Momentaufigaties gesamten Netzes von
Temperatursensoren. Der Prozess ist somit sicher nicht ergodisch.

Neben der Ergodizitéat bezuglich dem linearen Mittelwert kann ein Pscaesh in Bezug auf die Autokorre-
lation ergodisch sein, falls gilt:

Ryyay (1) = (2i(t) - 2i(t + 7)) = E[X(t) - X (¢ +7)] = Rxx(7) (9.36)

Auf ein anschauliches Beispiel, welches aufzeigt, ob ein Prozess aBezig auf die Autokorrelation ergo-
disch ist, wird hier verzichtet. Generell ist der Nachweis der Ergodizigipesagt sehr schwierig. Trotzdem
wird in der Praxis, zum Beispiel bei Messungen, Ergodizitat oft gkelalos vorausgesetzt: man erwartet
meist, dass zeitlich aufeinanderfolgende Messwerte reprasentativisidie fStatistik des Prozesses. Ergodi-
zitat sollte aber immer hinterfragt werden und ist ein Argument mehr, um mittitetisn Daten und ihren
teils wagemutigen Interpretationen sehr vorsichtig umzugehen.

Thermisches Rauschen besitzt diese beiden Ergodizitaten. Das Quangsiauschen im Vergleich dazu
nur, wenn das Eingangssignal selber einen zufélligen CharakterasaQuiantisierungsintervall klein genug
gewahlt wird und kein massives Oversampling vorliegt.

Nur bei ergodischen Prozessen (und wirklialr bei diesen) kénnen folgende zeitliche und statistische Mit-
telwerte gleichgesetzt werden. Als Analogien zwischen zeitlicher undtigalisr Mittelung hilft die nachfol-
gende Darstellung aber auch bei nicht-ergodischen Prozessereghif@Erwartungswert, zweites Moment
und Varianz besser einordnen zu kdnnen.

E[X(t)] = px = (z(t)) DC-Level

E[X(1)]? = pk = (x(t))? DC-Leistung

E[X?(t)] = Rx(0) = (22(t)) Gesamtleistung
[

(
(X(t) - 1nx)?] = Cx(0) = 0% (1) = (a2(1)) — (a(t))® AC-Leistung

Cx(0) = ox(t) =/ @2(1)) - ((1))? RMS-Level (Effektivwert) des AC-Signals

9.6 Eigenschaften von stationaren Zufallsprozessen

Bei stationaren Prozessen vereinfachen sich im Vergleich zu nichtrsiegio Prozessen viele statistische
Kennwerte, da der Erwartungswert konstant ist und die Autokorrefsttimktion nur von der Zeitdifferenz

T = ty — t1 abhangt. Zudem sind Autokorrelation und Autokovarianz (im Gegensafzesizkorrelation und
Kreuzkovarianz) symmetrisch zu = 0, da es bei der Berechnung dieser Kennwerte keine Rolle spielt ob
t1 < to odert; > to ist.

Autokorrelation Rx x ()
Definition im stationaren Fall:  Rxx(7) = E[X (t;) X (t + 7)] gultig fur beliebiget,

Berechnung bei diskreteki,: Rxx (1) =3 > @k, - r; - Dxx (Tyy Tryy they b +7)
P '

+00 +00
Berechnung bei stetigekiy: Rxx(1)= [ [ ap -z fxx(@p, zritp, ty +7) duy da;
Wertebereich: |IRxx(7)| < Rxx(0)
Symmetrie: Rxx(—7) = Rxx(7)

Vergleich mit zweitem Moment: Ry x (0) = E[X?(t)]
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Kreuzkorrelation Rxy (7)

Definition im stationaren Fall: Rxy (1) = E[X(ty)Y (tx + 7)]

Wertebereich: |Rxy(7)] < 1 [Rxx(0) + Ryy(0)]

Enger gefasster Wertebereich:  |Rxy (7)| < /Rxx(0)Ryy (0)

Keine wirkliche Symmetrie: Rxy(—7) = Ryx(7) (Reihenfolge der Indizes beachten!)

Orthogonalitat vonX (t) undY (¢): X (¢) undY (¢) sind zueinander orthogonal,
falls Rxy () = 0 fur alle  gilt.

Autokovarianz C'x x (1)
Definition im stationaren Fall: Cx x(7) = E[(X(t) — E[X(t)]) - (X(t + 7) — E[X(t + 7)])]

Vergleich zu Autokorrelation: Cxx (1) = Rxx () — p% (,DC-bereinigte” Autokorrelation).

Kreuzkovarianz Cxy (1)
Definition im stationaren Fall: Cxy (7)) = E[(X(t) — E[X(t)])- Y (t+7) — E[Y(t+7)])]
Vergleich zur Kreuzkorrelation: Cxy (1) = Rxy (7) — pxpy (,DC-bereinigte* Kreuzkorrelation).

Unkorreliertheit X (t) undY (¢) sind zueinandennkorreliert,
falls Cxy (1) = 0 fur alle T gilt.

9.7 Spektrale Leistungsdichte

Die Leistungsspektraldichte (auch das Leistungsdichtespektrum odepealitrale Leistungsdichte genannt,
Englisch: power spectral density, PSD) eines Zufallsprozesses wartbigt definiert:

T—o00

Sxx(w) = E | lim ;'|X(w)|2] = lim —~ [|X( )l } (9.37)

Dabei soll im Zeitbereichy;(t) ein Energiesignal vor-Z bis +7Z sein, d.ha;(¢) = 0 fur [t| > L. Gemass
Satz von Plancherel ist da|1u’1’(w)|2 die zugehorige Energiespektraldichte (Englisch: energy spectrai-den
ty). Durch die Division mitI” wird diese Energiespektraldichte zur Leistungsspektraldichte, welcheemit d
Grenzlibergan@ — oo auch flr Leistungssignale und damit auch fiir die Musterfunktionen tagiosaren
Prozessen berechnet werden kann. Wie immer bei Zufallsprozeeseten statistische Eigenschaften durch
die Bildung des Erwartungswertes Uber die ganze Schar von Mustédnen gemittelt, was auch beim Lei-
stungsdichtespektrum eines Zufallsprozesses durchgefiihrt wird.

Fur diese Leistungsspektraldichia x (w) gilt nun das Uberaus wichtige Wiener-Chintschin-Theorem, wel-
ches flr stationare Prozesse vereinfacht mit folgendem FouriebBaehrieben wird:

SXX f RXX ) eI dr
(9.38)
Rxx(1) = & f Sxx(w) - el dw

Beweis:bei stationaren Prozessen gilt:

z(tz(t+7)dt| = lim E [z(7) % z(—7)]

T—o0

Rxx (1) = E[Rxx(7)] = E | lim 2

T—00

~|
|
M‘”Swﬁ\_ﬂ
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Dabei ergibt sich der letzte Schritt durch Substitution vop 7 = 6 und Anwendung der Definition der
Faltungsfunktion:

oo o0 o0

;f z(t) - x(t+7)dt :7f z(0 —7)-x(0) db :7f z(0) - x(0 — 1) db
_ j"o 2(0) - 2(— (7 — 0)) df = a(7) % 2(—7)

Mit dem Zeitumkehrsatz der Fourier-Transformation gilt fur al(e):

Fur reellwertigex(t) gilt zudemX (—w) = X*(w), d.h. das Spektrum auf der negativen Frequenzachse ist
konjugiert-komplex zum Spektrum auf der positiven Frequenzacteseitiolgt fur die Fourier-Transformierte
der Autokorrelationsfunktion eines stationéren Zufallsprozesses:

F[Rxx(r)] =F|lim %E [x(T) * 33(—7')]] = Th_r)rgo %E [F (z(7) * 2(—7))]

T—o0

= lim $E[X(w) X*(@)] = lm +B [[X(w)P] = Sxx(w)

T—o00

Die Leistungsspektraldicht€y x (w) von stationaren Prozessen mit reellwertigen Musterfunktionen besitzt
folgende Eigenschaften:

Sx x (w) ist reellwertig.
Sxx(w) >0
Sxx(—w) = SXX(W)

Die mittlere statistische Leistung des Zufallsprozessés (d.h. das zweite Momer[ X 2 (¢)]) kann bei be-
kanntem Leistungsdichtespektrum durch integrieren Uber den gesarmatgreRzbereich bestimmt werden.

LT Sx(w) do = EX(0)

9.7.1 Kreuzspektraldichte

Die Kreuzspektraldichte ist die Fourier-Transformierte der Kreustation und zeigt als solche einen linea-
ren statistischen Zusammenhang von zwei Zufallsprozeisenpund Y (¢) im Frequenzbereich auf. Sind

solche Ahnlichkeiten vorhanden, zeigt die Kreuzspektraldichte, in weicRrequenzbereich sie auftreten,
oder wo zum Beispiel ein orthogonaler Charakter vorherrscht.

Beispielsweise mochte man wissen, in welchen Frequenzbereichen Grassszhen zwei Ubertragungs-
kanéalen auftritt, etwa wie ein Signal eines Aderpaars von einem Ethebmttikaf ein zweites Aderpaar
Uberspricht. Die Kreuzspektraldichte zwischen den Signalamplitudenrb&ddspaare wirde dies gerade
aufzeigen.

Im Gegensatz zum Leistungsdichtespektrfigay (w) ist die Kreuzspektraldicht®xy (w) im allgemeinen
eine komplexwertige Funktion und kann damit insbesondere auch einvesgsitirzeichen annehmen.
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+o00 )
Sxy(w)= [ Rxy(r) e ¥ dr

+o0 )
Syx(w) = f Ryx(T) e IYT dr

+

ny(T) = % Sxy(w) . ej“”' dw

400 .
Ryx(1) = % f Sy x (w) - 1T dw
Mit Rxy (1) = Ry x(—7) folgt: Sxy(w) = Syx(~w) = Sy x(w)

9.8 Ubertragung von Zufallsprozessen tber LTI-Systeme

Ein lineares zeitinvariantes System (LTI-System) sei gegeben dumh= 7 [X (¢)], mit X (¢) als Eingangs-
prozessy (t) als Ausgangsprozess und dem Operdtpr |, welcher das LTI-System reprasentiert.

Das LTI-System kann mit der Impulsantwdrtt) oder mit der FrequenzantwoH (w) vollstandig charak-
terisiert werden. Mit der Impulsantwoi{¢) gilt:

+00
Y(t) =h(t)« X(t) = / h(a) X (t — ) da (9.39)

Diese Gleichung driickt in sehr kompakter Weise aus, dass fur jedeflustion x  (¢) des Zufallsprozesses
X (t) mit Hilfe der Faltungsfunktion und der Impulsantwaéxt) das Ausgangssignah (¢) berechnet werden
kann. Die Schar der Ausgangssigngié¢t) bilden alle zusammen den Zufallsproz&ss).

9.8.1 Erwartungswert und Autokorrelation am Ausgang des LTI-Systems

Ohne Beweis ist nachfolgend aufgefihrt, wie der Erwartungsue(t) und die Autokorrelationsfunktion
Ryy (t1,t2) des Ausgangsprozessgst) mit Hilfe der Impulsantwort:(¢) berechnet werden kann:

py (1) = h(t) = px (1) (9.40)
+00 400
Ryy(tl,tg) = / / h(a) . h(ﬁ) : RXX(tl -, ty — 5) da dﬁ (941)

Handelt es sich beim Eingangsprozess um einen stationédren Prozesau(dindest WSS), kbnnen diese
Formeln noch weiter vereinfacht werden, wolsg(0) fur die Frequenzantwoi (w) beiw = 0 steht.

py = H(0) - px (9.42)
+00 400

Ryy(r) = / / h(a) - h(B) - Rxx(r +a— B) da d (0.43)

—00 —00
Ist ein Zufallsprozess am Eingang eines LTI-Systems stationar (zuniMt&sS) erzeugt er auch am Ausgang
des LTI-Systems einen stationdren WSS-Prozess.

9.8.2 Leistungsdichtespektrum am Ausgang des LTI-Systems

Auch beim Ausgangsprozesst) berechnet sich das Leistungsdichtespektfym (w) mit der Fouriertrans-
formierten der AutokorrelationsfunktioRy-y (7):

+o00
Syy (w) = / Ryy () -e %7 dr (9.44)
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Diese spektrale Leistungsdichte kann auch direkt im Frequenzbeiebhnet werden:
Syy(w) = H*(w) - H(w) - Sxx(w) = |H(w)\2 -Sxx(w) (9.45)

Die Berechnung der spektralen Leistungsdichite (w) durch Multiplikation im Frequenzbereich ist deutlich
weniger rechenintensiv als die Berechnung der AutokorrelationsmRyy (7) mit den beiden Faltungen
im Zeitbereich. Zur Berechnung vaRyy (w) lohnt sich deshalb der Umweg mit der Fouriertransformation
des Eingangsprozesses in den Frequenzbereich und der Ruftkireatgon des Ausgangsprozesses zurlick
in den Zeitbereich:

+o0
Ryy (1) = % / \H(w)|2 “Sxx(w) - 1T dw (9.46)

Die statistische Leistung des Ausgangsprozesdgs, d.h. sein zweites Momenf[Y2(¢)], kann mit Hilfe
der Fourierrticktransformation des Leistungsdichtespektrums £i6 sehr einfach berechnet werden:

+o0
BIY?() = Ry (0) = o [ 1) Sxx(w) do (9.47)

9.9 Ausgesuchte Zufallsprozesse

Nachfolgend werden funf wichtige Kategorien von Zufallsprozesserhneih Eigenschaften kurz vorgestellt:

e Gauss’scher Zufallsprozess

Weisses Rauschen

Farbige Rauschen

Bandbegrenztes Rauschen

Schmalbandige Zufallsprozesse

Beim gauss’schen Zufallsprozess handelt es sich um eine Eigensohaéitbereich, konkret der statisti-
schen Amplitudenverteilung zu jedem beliebigen ZeitpupkBei den vier Rauschsignalen handelt es sich
um Eigenschaften im Frequenzbereich, konkret der Auspragunpeistungsdichtespektrun$s; y (w).

Die gauss’sche Eigenschaft im Zeitbereich kann (aber muss nicht) mitdeinduspragungen im Frequenz-
bereich kombiniert auftreten. So spricht man zum Beispiel bei einensgaben Zufallsprozess mit weissem
Spektrum, welcher zum Beispiel als thermisches Rauschen einem NutZgigniagert ist, von einem addi-

tiven weissen gauss’'schen Rauschen (Englisch: additive white i@aussse, AWGN).

9.9.1 Gauss’scher Zufallsprozess
 Beispiel: thermisches Rauschen von Widerstanden.

» Zweidimensionaler Fall (gauss’'sche Verbunddichte):

C(@i—ne)? (wa—pay)?

20%1

. _ 1 202
fx(l'l,xg,tl,tg) = 3 0ny Oag - e - e Ozo

Zu jedem Zeitpunkt; ist die ZufallsvariableX (¢;) gaussverteilt.

wx (t) und Rx x (t1,t2) charakterisieren einen gauss’'schen Zufallsprozess vollstéandig.

Sind die ZufallsvariableX (¢;) und X (¢2) unkorreliert Cx x (¢1, t2) = 0), so sind die Zufallsvariablen
auch unabhangig voneinander, dfR:x (z1, z2;t1, t2) = fx(x1;t1) - fx(z2;t2)

Ist ein gauss’scher Prozess WSS ist er zugleich auch SSS.

Ein gauss’scher Zufallsproze&¢) ist am Ausgang eines LTI Systenis({t)) wiederum gaussisch.
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9.9.2 Weisses Rauschen
 Beispiel: thermisches Rauschen von Widerstanden.

e ,weiss" ist eine Analogie zum Licht und bedeutet eine konstante Leistliolgte Giber den gesamten
Frequenzbereich:

NS NS

Sxx(w)
Rxx (1) =

* Ist Sx x(w) konstant, dann ist eigentlich die Leistung des Zufallsprozesses unegdiis$, d.h. in der
Praxis kann weisses Rauschen nur in einem begrenzten Frequeiozb@rkommen.

-0(7)

9.9.3 Farbige Rauschen

Wiederum mit Namen, welche eine Analogie zum Licht bilden, haben farb@geséhsignale eine spektrale
Leistungsdichte, welche proportional zwoderw? ansteigt oder abfallt.

+ Brown'sches oder rotes Rauschen (brownian noiSg) (w) o«

w

* Rosa Rauschen (pink nois&)i x (w) o %

* Blaues Rauschen (azure nois€ x (w) o w
« Violettes Rauschen (purple noisé)x y (w) o« w?

Wéhrend Brown'sches Rauschen durch einfache Integration vigserme Rauschen und violettes Rauschen
durch Differentiation gebildet werden kann, muss die Erzeugung vea Rauschen, welches eine flr die
Audiotechnik interessante konstante Leistung pro Oktave besitzt, sowiesbiRauschen mit mehrstufigen

Filtern approximiert werden.

9.9.4 Bandbegrenztes weisses Rauschen
» Bei einem ZufallsprozesX (¢) handelt es sich um bandbegrenztes Rauschen, falls gilt:

7 |lwl<ws

SXX(‘*)) = { 0 ’w| > wp

¢ Daraus kann die Autokorrelationsfunktion berechnet werden:

+wp

_ 1 n . jwT _ nwp sin(wpT)
RXX(T) 27 f g ¢ dw = 2 WBT
—wp

9.9.5 Schmalbandiges Rauschen

Ist die Bandbreitd3gp = 2B eines Bandpasssignalg p(¢) sehr klein im Vergleich zu seiner Mittenfrequenz
fe (d.h.2B < f.) spricht man von einem schmalbandigen Bandpasssignal. Handelt dsesichp () um

ein stochastisches Rauschsignal, wird es als schmalbandiger Zufadisprader schmalbandiges Rauschen
bezeichnet.

Ein gutes Beispiel fir schmalbandiges Rauschen bilden Storsignale inh, Mehehe einem schmalbandigen
Nachrichtensignal Giberlagert sind und nach dem Eingangsvernstirkdie Bandbreite des Nachrichtensig-
nals reduziert werden.

Eine Messung von schmalbandigem Rauschen im Zeitbereich ergibt egftsimiges Signal mit zufalliger
Amplitude und Phase:
X(t) =V(t) - cos [wet + ¢(t)] (9.48)
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Dabei bezeichnei () und¢(¢) folgende Zufallsprozesse:

V(t): Enveloppen-Funktion
o(t):  Phasenfunktion.

Anstatt in Polarkoordinaten kann dieses schmalbandige Rauschen awthiesischen Koordinaten ausge-
driickt werden:
X(t) = Xq(t) coswe(t) — Xp(t) sinwe(t) (9.49)

Dabei sindX,(¢) und X;(t) Zufallsprozesse, welche den Cosinus- bzw. den negativen Sinerstréglulie-
ren. Die Umrechnung geschieht wie folgt:

Xo(t) =V (t)cos p(t) . Inphase-Anteil der Basisbanddarstellung
Xp(t) = V() sin ¢(t) : Quadratur-Anteil der Basisbanddarstellung
V(t) =/ X2(t) + X;(t)

6(t) = arg 32}

Die beiden ProzessE, (¢) und X (¢) im Basisband besitzen folgende Eigenschaften:

Sxx(w—we) + Sxx(w+w:) |w|l<W

¢ SXaXa(w) = SXbXb(w) = { 0 ‘w|> W

* Bei X,(t) und X3 (¢) handelt es sich damit um bandbegrenztes Rauschen im Basisband.

* px, = px, =px =0

2 _ 2 _ 2
o, =0x, = 0x

E[X.,(t)Xp(t)] =0 (unkorreliert und orthogonal)

* Ist X (t) ein Gauss-Prozess, sind aukR(t) und X;(¢) gaussisch (ohne Beweis).

* Ist X (t) ein Gauss-Prozess, gilt:
V(t): Rayleigh-verteilt zu jedem Zeitpunkt
®(t): gleichverteilt (..27) zu jedem Zeitpunki.

9.10 Praxisnahe Rauschquellen

Im vorhergehenden Abschnitt wurden ein paar Klassen von Ragsethan vorgestellt, wie sie exemplarisch
in verschiedenen Verarbeitungsstufen von Kommunikationssystemeetanfktnnen. Nachfolgend soll nun
dargelegt werden, von wo solche Rauschsignale herriihren und toitewé.eistung und welcher spektralen
Charakteristik sie auftreten.

9.10.1 Thermisches Widerstandsrauschen

Thermisches Rauschen von Widerstdnden kommt der Idealisierung vesewegauss’schem Rauschen recht
nahe. Es entsteht durch die thermisch bedingte Bewegung von Elekinde#andem Material, welche durch
ihre Verschiebung Strom- und Spannungsschwankungen veraersach

Die thermische Rauschspannung eines Widerstdhd®nn als stochastische Spannungsquelle mit einer
rauschfreien Quellenimpedafzmodelliert werden. Dies ist nachfolgend innerhalb der rot gestricheltea L
fur eine Temperatur vo' > 0 K dargestellt:
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Abbildung 9.3: Thermische Rauschspannung eines Widersfand

Soll diese thermische Rauschquelle elektrische Leistung an ein Netzwerleiog Last abgeben, wird die-
se genau dann maximal, wenn die Lastimpedanz denselben Wert wie der theranischende Widerstand
besitzt. Dadurch entsteht ein Impedanzteiler der die Amplitude der Raasthsmy halbiert. Die Last soll
ebenfalls die Temperatdr = 0 haben, da sie in diesem einfachen Modell auch eine Leitungsimpeda#z rep
sentieren soll. Ansonsten wirden sich die Rauschspannungen den b®iderstande Uberlagern, was hier
nicht weiter verfolgt werden soll. Die von der Rauschquelle Gbertagpektrale Leistungsdichte betragt im
einseitigen Spektrum:

1 = kg - Tabs (9.50)

Die einzelnen Variablen haben dabei folgende Bedeutung:

n Spektrale Leistungsdichte demseitigerSpektrums
kg = 1.38065 - 10723 Wsk~!  Boltzmann-Konstante
Tabs Absolute Temperatur in Kelvin

Diese spektrale Leistungsdichfedes thermischen Rauschens ist unabhangig vom Widerstand@vuerd
konstant bis cal THz. Anschliessend fallt sie leicht, alt) THz deutlich ab. Wirde kein solches Abfal-
len des Leistungsdichtespektrums stattfinden, ergabe die Gesamtleistungiilgesamten Frequenzbereich
einen unendlich grossen Wert, was physikalisch keinen Sinn ergibt.

Bei Zimmertemperaturl{ = 293 K) ist somit die spektrale Leistungsdichte tber einen weiten Frequenz-
bereich konstant und hat fir das einseitige Spektrum einen Werj vor-174 dBm/Hz

Unterhalb vonl THz ergibt sich an der Lask; = R fir eine Messbandbreit® folgende thermische
Rauschleistung:

PL=1-B=kg Tas B (9.51)

Der Effektivwert der Rauschspannung im vorhergehenden Mbdedichnet sich damit zu:

Ums= 2V R kg -Taps- B (9.52)
Damit betragt die interne thermische Rauschleistung der modellierten Raedieh@hne Last) bei einer
Messbandbreités:

Wie schon erwahnt ist diese Quelle nur dann in der Lage, einen grdefiehrer Leistung an eine aussere
Last abzugeben, wenn die Lastimpedanz an die Quellenimpedanz astg&zanit verringert sich aber der
Effektivwert der Rauschspannung an der Last um den Faktor &, gear mittleren Leistung um den Faktor 4.

Beispiel: Bei der als Referenz oft verwendeten (init35° C leicht kiihlen) Zimmertemperatur véh = 290 K erzeugen Wider-
stande eine Rauschleistung ved16 pW/MHz. Bei einer Bandbreite von 1 MHz und einem Widerstatd= 1 MQ betragt der
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Effektivwert somitUims = 0.13 mV. Wird diese Leistung an eine angepasste Last abgegeben, versiopedort die aufgenommene

Leistung auf einen Viertel, d.9.004 pW/MHz was in diesem Beispiel einen Effektivwert v, = 0.065 mV ergibt.

ms

9.10.2 Rauschverhalten von Halbleiterverstarkern

Verstarker skalieren den am Eingang anliegenden Effektiviygrtdes Rauschens nicht nur um den Verstar-
kungsfaktork zum Ausgang hin hoch, sondern tragen auch selber einen Teil zustiRaubei. Neben den
wiederum thermischen Rauschanteilen durch die Widerstande in den pthéiten der Verstarkerschaltung,
gesellt sich bei Halbleiterverstarkern auch das Schrotrauscheniakewgauss’'sches Rauschen zum verstar-
kerinternen Rauschen. Dieses entsteht durch den Ubergang dergsadiger tiber die Potentialbarrieren der
PN-Ubergange.

Das interne Rauschen des Verstarkers und das Rauschen deeex@@schaltung ergeben zusammen am
Ausgang des Verstarkers einen Effektivwert, welcher grosseldstiex reine Anteil des verstarkten Ein-
gangsrauschens, d,,, > k - u;,,,. Dieser zusatzliche Rauschanteil wird oft als RauschzafiEnglisch:
noise figure) in Dezibel ausgedrickt. Die Rauschzahl berechretvgcfolgt:

F:2010g10< Yoms ) (9.53)

k - Wirms

Bei Operationsverstarkern wird im Datenblatt das Rauschen oft alsn8pgsrauschen (zwischen den An-
schluissen + und -, iinV/v/Hz ) und Stromrauschen (je separat fur die Anschliisse + und pAy vHz|)
spezifiziert. Das Stromrauschen multipliziert sich jeweils mit der Impedanzugseéen Beschaltung an den
beiden Verstarkereingangen und kann, wenn diese Beschaltunglzohmig realisiert wird, das Spannungs-
rauschen dominieren.

Da alle drei Rauschquellen nicht korreliert zueinander sind, misss®a déstungen zur gesamten Rauschlei-
stung am Eingang des Verstarkers summiert werden, bevor der resudiieRMS-Wert der Rauschspannung
zum Ausgang hin mit dem Verstarkungsfaktodes Verstarkers zur Ausgangsrauschspannung hochskaliert
wird.

Neben den frequenzunabhangigen Rauschanteilen des thermisaisah&s und des Schrotrauschens wei-
sen Halbleiterverstarker noch das sogenannte 1/f-Rauschen &lfewan Frequenzbereich unterhalb einiger
kHz die weissen Rauschanteile des Verstarkers dominiert. In den Ddtenblder Operationsverstarker ist
Ublicherweise die Frequenz, unter welcher 1/f-Rauschen berltksiaslerden muss, als Zahlenwert oder in
graphischer Darstellung spezifiziert.

9.10.3 Rauschen am Antenneneingang

Am Antenneneingang eines Funkempfangers befinden sich nebenutzsigal auch eine Vielzahl von ver-

schiedenen Stdrsignalen, welche sich im Raum als elektromagnetische toelemwegen. Neben Einzeler-

eignissen, wie elektrostatischen Entladungen, Bursts (SchaltvorgaBgeon Relais) oder Surges (Blitzein-

schlage) sowie rein lokalen Stdrsignalen von benachbarten GerateSysteinen wird der Empfang des
Nutzsignals auch durch stationdres Rauschen beeintrachtigt. Je maglerzbereich sind unterschiedliche
Ursachen fir dieses Rauschen dominant:

« Atmosphéarische Stérungen, verursacht durch die weltweite Gewittatakti
« Galaktisches Rauschen, verursacht durch Aktivitat der Sonneetelaund anderer Gestirne.
* Man-made Noise: Summe der elektromagnetischen Stérungen samtlichdseletGerate.

In der ITU-Recommendation ITU-R P.372 sind die typischen Leistungsdiobktren dieser verschiedenen
Rauschquellen dargestellt und werden in folgendem Graphen wiggdrge:
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Abbildung 9.4: Leistungdichtespektren von Rauschsignalen gemass ITI3RP

In dieser Darstellung wird wiederum die RauschzB&hh Dezibel verwendet, welche sich auf die Referenz-
leistung das thermische WiderstandsrauscheadseK bezieht.

Dieses storende Rauschen beschrankt sich nicht nur auf den Epyofarf-unksignalen, da auch Kabel und
Gerate mehr oder weniger effiziente Empfangsantennen darstellen. Bfitibiichen EMV-gerechten Reali-

sierung von Geraten und Verkabelung, welche zum Beispiel dasiNemdid Schirmen von symmetrischen
Leitungen beinhaltet, kdnnen jedoch sehr hohe Dampfungswerte realisrelen, welche den Einfluss dieser
Rauschquellen minimieren.

Idealerweise ist bei drahtgebundenen Kommunikationssystemen dealAstlgut realisiert, dass im hoheren
Frequenzbereich ab ein paar MHz nur noch das thermische Widenstaadsen von Belang ist. Bei einem
schlechten Aufbau der Verkabelung, wie sie bei Power-Line Communicaticvorzufinden ist, bilden diese
ausseren Rauschquellen jedoch einen wichtigen limitierenden FaktorrfiDwiehsatz und die Reichweite
der Datenkommunikation.

9.11 Leistungsdichtespektren von Leitungscodes

In Nachrichtentechnik 1 wurden einige Leitungscodes vorgestellt, welahk verschiedenen nitzlichen Ei-
genschaften fur bestimmte Anwendungszwecke mehr oder weniger gigngewaren. Wichtige Kriterien
zur Auswahl des am besten geeigneten Leitungscodes sind hier nocuftpgdbstet:

» Gute Synchronisationseigenschaften zur Clockriickgewinnung.

Spektraler Aufbau des codierten Signals (und speziell die DC-Freiheit)

Bandbreiteneffizienz der Ubertragung.

Qualitatsuiberwachung der Ubertragung (Bestimmung der Bitfehlerrate).

Fahigkeit neben den Nutzdaten auch eine Signalisierung zu Ubetragen.

Einfache Implementierbarkeit (,nur so aufwendig wie notig®).
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Synchronisationseigenschaften, Qualitatsiiberwachung, Signaligienchimplementierbarkeit sind Eigen-
schaften, welche sich auf den sequentiellen Verlauf des codiertenlSigmé somit auf den Zeitbereich
beziehen. Diese sind meist relativ einfach tGberblickbar. Um die DC-&itaiimd die Bandbreiteneffizienz
beurteilen zu kénnen, muss das Spektrum eines Leitungscodes bestintahwed zwar in zusammenfas-
sender statistischer Art, d.h. unabhéangig davon, welche Datenseqjue@ndierung gerade vorliegt. Ziel ist
damit, auf statistische Weise samtliche denkbaren Codesequenzen aufainmgdrsuchen.

Das Leistungsdichtespektrum eines Zufallsproze&Sgs kann am einfachsten bestimmt werden, indem die
Autokorrelationsfunktion?x x (7) berechnet wird. Die spektrale Leistungsdicltex (w) ergibt sich dann
sofort durch eine Fouriertransformatigf{ R x x (7)) dieser Autokorrelationsfunktion. Dieser einfache Sach-
verhalt gilt aber nur, wenn es sich bEi¢) um einen (schwach-)stationaren Zufallsprozess handelt.

In einem ersten Schritt muss deshalb gewahrleistet werden, dass dessigeende Zufallsprozess(t)
tatsachlich stationar ist. Dies kann mit dem schon erwéhnten, sehr einfadbk erzwungen werden: an-
statt die codierten Bitsequenzen geordnet so darzustellen, dass fpunkKet = 0 z.B. ein Bitwechsel
oder exakt die Mitte eines Ubertragenen Bits vorliegt, lassen wir es zsl dilasintersuchte Gesamtheit der
Codesequenzen zusétzlich noch in beliebiger Phasenlage (d.h. mit batietaglichen Versatz der periodi-
schen Bitwechsel im Vergleich zu= 0) vorliegen darf und keine dieser zeitlichen Verschiebungen bevbrzug
auftritt. So wird erreicht, dass die n-dimensionalen Wahrscheinlichkeitedibhw. Wahrscheinlichkeitsmas-
sefunktionen komplett unabhangig vom Zeitpuhkerden und dadurch ein stark-stationarer Prozess vorliegt.

Untersucht werden nachfolgend nur ein paar gelaufige, mit einem@eter Hold geformte (,eckige®)
Leitungscodes, um die Berechnung zu vereinfachen. Liegt das hg&lichtespektrum dieser ,eckigen”
Leitungscodes einmal vor, kann dieses immer noch umgerechnet wendderf Fall, dass die Pulse der
Leitungscodes z.B. mit einem Raised-Cosine-Pulsformfilter gebildet wuidie Beschrankung auf Line-
Codes, welche abschnittsweise mit einem Zero-Order Hold gebildet mdrdeden grossen Vorteil, dass der
Zufallsprozess zu jedem Zeitpunktaus diskreten Zufallsvariablen besteht und die Autokorrelationsfunktion
ausschliesslich mit der WahrscheinIichkeitsmassefunlﬁjspj@(xki,a:Tj; tr, tr + 7) berechnet werden kann:

Rxx(1) =Y ap - r; - pxx (Th, Trys ts te + 7) (9.54)

? J

Als nachstes wird ein — dank der Stationaritat beliebiger — Zeitptirfieistgehalten, bei welchem die Berech-
nung der AutokorrelationsfunktioR x x (7) durchgefuihrt werden soll. Es bietet sich natirlich an, durch die
Wabhlt;, = 0 die Berechnung mdoglichst einfach und tbersichtlich zu halten.

Mit der Autokorrelationsfunktion wird das Produkt sdmtlicher Amplitudenkimationen aufsummiert, wo-
bei diese einzelnen Produkte mit ihrer Auftretenswahrscheinlichkeitchést werden. Es gilt nun, diese
Wahrscheinlichkeiten in Abhangigkeit von der Verschiebarmy bestimmen.

Ist die Verschiebung im Vergleich zur BitzeitT’ sehr klein, werden dadurch nur bei sehr wenigen Mu-
sterfunktionene) (t) unterschiedliche Amplituden vorliegen, namlich nur bei jemg(t), bei denen ein Am-
plitudentbergang am Ende der Bitzeit (oder bei gewissen Leitungsestle auch in der Mitte der Bitzeit)
ganz nahe beim festgehaltenen Zeitpunpkt 0 stattfand. Je grossergewahlt wird, umso mehr Musterfunk-
tionenz) (t) werden auftreten, bei welchen ein Amplitudeniibergang zu verzeichnékbiginer Verschie-
bungr > % wird es keine Musterfunktionen mehr geben, bei welchen die untersuémelituden von der
gleichen Bithélfte stammen. Ab > T werden die zur Berechnung vddy x (7) verwendeten Amplituden-
kombinationen bei sémtlichen Musterfunktioney(t) von unterschiedlichen Bit stammen.

Es bietet sich nun an, bei der Berechnung der AutokorrelationsfunRipy (7) eine Fallunterscheidung
durchzufiihren, ob die Amplitudenkombinationen der Musterfunktion velives Bit oder von unterschiedli-
chen Bitzeiten stammen. Bei RZ-Codes und beim Manchester-Code ishaide zusatzliche Unterteilung
sinnvoll, ob die Amplitudenkombination von derselben Bithélfte oder von uctiéxdlichen Bithalften stam-
men:
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EreignisB:  die Amplitudenwerte der Musterfunktion stammen vom selben Bit.
EreignisB die Amplitudenwerte der Musterfunktion stammen von unterschiedlichen Bit.

EreignisB1: die Amplitudenwerte stammen vom selben Bit und derselben Bithalfte.

EreignisB2: die Amplitudenwerte stammen vom selben Bit aber unterschiedlichen Bithalften.
EreignisB3: die Amplitudenwerte stammen von unterschiedlichen Bit aber jeweils derdBitheiifte.
EreignisB4: die Amplitudenwerte stammen von unterschiedlichen Bit und unteschiedlidti@idfi@n.

Anschliessend kénnen die bedingten Wahrscheinlichkeiten (&B(zy,, -, | B) ) sehr einfach bestimmt
werden und die Anteile zur Autokorrelationsfunkti®x x (7) aus den EreignisseB und B (bzw. B1, B2,
B3 und B4) addiert werden.

Prinzipiell sind auch andere Unterteilungen in Ereignisse denkbar, életien, die Wahrscheinlichkei-
ten der Amplitudenkombination zu berechnen (oder auch gar keine Untaggfalls dadurch die Ubersicht
nicht verloren geht). Wichtig bei einer Unterteilung ist aber naturlichs dasSinne des Satzes der totalen
Wahrscheinlichkeit samtliche Musterfunktionen genau einmal ihren Anteiatokorrelationsfunktion bei-
tragen. Dazu muss die Unterteilung in die gewahlten Ereignisse eine psaumeereinbare und vollstandig

abgeschlossene Ereignismengebilden.

Die Wahrscheinlichkeite®(B) und P(B) in Abhangigkeit vonr kdnnen einfach bestimmt werden:
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Abbildung 9.5: Wahrscheinlichkeited(B) und P(B) in Abhangigkeit der Verschiebung

: 1= fur|r <1
Selbes Bit: P(B) = T -
(B) { 0 fur|r| > T
Unterschiedliches Bit: P(B) — { T o' r<T
1 fur|r|>T

Es sei hier nochmals erwahnt, dass die Unterteilung in die Ereigiissed B samtliche Musterfunktionen
abdeckt, d.hB und B bilden eine unvereinbare und vollstandig abgeschlossene Ereignismé&nDaraus

folgt auch, dass unabhéangig veriur die Summe vorP(B) und P(B) gilt:

P(B)+P(B)=1
Die Berechnung der Autokorrelationsfunktidy x (7) kann jetzt aus dem AnteRxx () der Musterfunk-
tion, fir welche EreignisB zutrifft, und dem Anteil Ry, 5(7) der Musterfunktionen, die zum Ereignis

gehoren bestimmt werden:
Rxx (7‘) = Rxx B(T) . P(B) + RXX E(T) . P(E) (955)

Aufgrund des linearen Verlaufs vai(B) und P(B) im Intervall0 < |7| < Tund P(B) = 1 fur |7| > T
reicht es zudem, die Autokorrelationsfunktion an der Stelte 0 (d.h. Rxx p(7)) und an der Stelle = T
(d.h. Ryy 5(7)) zu berechnen, die Werte dieser beiden Berechnungen im Inter¥all .0 und0... + T
linear zu verbinden und den Wert vdixx (7) an der Stelle = £7" fur |7| > T beizubehalten.

Beispiel: gegeben ist eine binare MBit /s Datenquelle, welche statistisch zu gleichen Anteilen Mark und Space guigibin-
abhéangig von den Bitwerten der vorhergehenden Symbole ist. Eine Queltthe Symbolwerte nur aufgrund ihrer Auftretenswahr-
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scheinlichkeit aber unabh&ngig von der Vorgeschichte ausgibt, witébgenisfrei genannt. Die Daten werden codiert mit unipolarem
NRZ und ,eckig” (d.h. mit Zero-Order Hold) mit den Uber die ganze &ittZ" = 1 us konstanten Amplituded fiir Mark undo fur
Space ausgegeben. Das Spektrum dieser Ubertragung soll nunrbestarden.

Eine mdgliche Musterfunktion istim nachfolgenden Graphen im Zeitbedzahestellt. Die Datensequenz wurde bewusst mit einem
leichten zeitlichen Versatz der Bitlbergange zur BitZeitT dargestellt, um zu illustrieren, dass mit beliebigen Phasenlagen der
Musterfunktionen die Stationaritat des ganzen Zufallsprozesgeserzwungen wurde.
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Zu jedem beliebigen Zeitpunkt ergibt dies folgende Amplitudenverteilung :
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Da bei einer ,eckigen* Ubertragung mit Zero-Order Hold nur die z#eiplitudenwerted und A existieren, ist der Zufallsprozess

X (t) diskret. Damit handelt es sich bei der Amplitudenverteilung um eine Whaislichkeitsmasse- und nicht um eine Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion. Diese eindimensionale Wahrscheinlichkeitsmassiinp x () kann zur Kontrolle der (alle Ereignisse zu-
sammenfassenden) zweidimensionalen Verteilung verwendet welelem Randfunktionen in beiden Dimensionen unabhéangig von
der Verschiebung immer diesem eindimensionalgr (x) entsprechen mussen.

Die zweidimensionalen Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen in Abhagigidkr zuvor definierten Ereignisge (selbes Bit) und
B (unterschiedliches Bit) sind nachfolgend dargestellt:

pyx(xk,xt | B)
Pxx(xkxz| B)

+1

Musterfunktion, bei welchen ausgehend vom Zeitpupkind bei einer Verschiebungnoch die Amplitude des selben Bits aufwei-
sen, liefern somit folgenden Anteil an die Autokorrelationsfunktityx (7):

Rxx (1) = szh “Tr; - pxx (@, ey | B)=0-0-054+A-A-05= ATz
i g
Alle anderen Musterfunktion liefern folgenden Anteil &sx (7):
Ry 5(7) = 3 Sk, - 7, pxcx(wh,, 2, | B) = 0-0-0.25+0- 4025+ A-0-025+ A A-0.25 = 4
i g
Insgesamt ergibt dies fur die Autokorrelationsfunktion:
Rxx (1) = Rxx B(7) - P(B) + Ryy 5(7) - P(B) = A72 - P(B) + AT2 - P(B)

Dies ergibt folgende graphische Darstellung fiix (7):
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Um das Leistungsdichtespektrum zu berechnen, muss die Fouriéstraieste vonRxx (1) bestimmt werden. Da es sich bei der
Fouriertransformation um eine lineare Operation handelt, K&gn(7) in Anteile aufgeteilt werden, welche jeweils einzeln leicht
transformiert werden kdnnen. Es bietet sich Bry (7) in den Gleichanteil%z und die verbleibende Dreiecksfunktion aufzuteilen.
Damit ergibt sich fur das Leistungsdichtespektrfigg (w)

2 2 sin(wT' /2 2
Sx(w) = 2m- A2 gw) + A1 7. (ar2)
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Somit wurde das Spektrum dieses NRZ-Signals berechnet. Es zeigtiagshwegen der Impulsfunktioiiw) das Signal einen DC-
Offset besitzt und zudem auch im Rest des Leistungsdichtespektreh@gnalleistung im tiefen Frequenzbereich auftritt.

Ist ein Leitungscode in zwei unterschiedliche Bithalften unterteilt (wie dee®imem RZ-Signal oder beim
Manchester-Code der Fall ist), kann prinzipiell genau gleich wie im vgdtfeenden Abschnitt vorgegangen
werden, wobei wir anstatt 2 EreignisBeund B nun 4 Ereignissé1 bis B4 unterscheiden. Mit kaum grosse-
rem Aufwand lassen sich wiederum die WahrscheinlichkeiteR1), P(B2) P(B3) und P(B4) bestimmen
und in sehr kompakter Schreibweise notieren:

bbbttt ottt —+—+-TPBYPB2),

Abbildung 9.6: Wahrscheinlichkeite®(B1), P(B2) P(B3) und P(B4) in Abhangigkeit der Verschiebung

- fur|r| < L

Selbes Bit, selbe Halfte:  P(B1) = T/3 : 7] < ?p

0 fur|r| > 5

- z fur|r| < T

Selbes Bit, andere Hélfte: P(B2) = { (1) ‘T ROUND(T)} fUr}T: ;T
T —_

Anderes Bit, selbe Halfte: P(B3) = { 0 fur|r| < %

: : 1-2-|7— ROUND (%) fiir |r| > L

| -- I[;-ROUND(;)|  furjr|<T

Anderes Bit, andere Halfte: P(B4) = 2. % — ROUND (%) forly| - T
T~ T T| >

Wiederum muss unabhéangig verfir die Summe vorP(B1), P(B2), P(B3) und P(B4) gelten:
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P(B1) 4 P(B2) + P(B3) + P(B4) = 1

Die AutokorrelationsfunktiomR x x (7) kann erneut aus den Anteilétxx g, (7) jener Musterfunktion berech-
net werden, fir welche Ereignis; zutrifft:

Rxx (1) = Y Rxx 5,(r) - P(B)) (9.56)

i=1..4

Beispiel: gegeben ist eine zufallige, gedachtnisfreie, binér#Bit /s Datenquelle, welche statistisch zu gleichen Anteilen Mark und
Space ausgibt. Die Daten werden Manchester-codiert (wie z.B. BASB-T) und ,eckig” (d.h. mit Zero-Order Hold) mit den iber
die halbe Bitzeifl’ = 50 ns konstanten Amplitudeit A ausgegeben. Das Spektrum dieser Ethernet-Ubertragung soll stim e

werden.

Eine mdgliche Musterfunktion ist — wiederum mit zeitlichem Versatz — im ragkhden Graphen dargestellt:
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Zu jedem beliebigen Zeitpunkt ergibt dies folgende Amplitudenverteilung :
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Die zweidimensionalen Wahrscheinlichkeitsmassefunktionen in Abhagigidgr zuvor definierten Ereignisge sind nachfolgend
dargestellt:

pyx(xkxt| B1) pyy(xkxt|B3)

0.5 +1 pxx(xk,x1| B2) pyx(xk.xt| B4) 0.5
0.25%0.25 - - L 0.25% .

Dies ergibt folgende vier Anteile zur AutokorrelationsfunktiBgx (7):
Rxx p1(7) = 22 i - &y - pxx (Thys &ry | Bl) = A-A-0.5+ (=A) - (=A4) - 0.5 = A?
i g
Rxx B2(T) = 223 @k, Tr; - Pxx Tk, @r; | B2) = —A-A-05+A-(-A)-05= —A?
i J

Rxx 33(7’) = szkm * Ty -pxx(]?k”xfj | B?)) = A'A-0.25+(—A) . (—A) -025—A-A-025+A- (—A) -0.25=0
i j

Rxx 34(7') = szh Ty -pxx(mki,ij | B4)=A-A-0.25+ (—A) - (=A)-025—A-A-025+A-(—A)-025=0
i J

Insgesamt ergibt dies fur die Autokorrelationsfunktion:
Ryx (7) = Rxx B1(7) - P(B1) 4 Rxx pa(7) - P(B2) + Rxx p3(7) - P(B3) + Rxx pa(7) - P(B4) = A*> . P(B1) — A*’P(B2)

Dies ergibt folgende graphische Darstellung ftkx (7):
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Hier bietet es sich amiRxx () in zwei Uberlagerte Dreiecksfunktionen aufzuteilen. Damit ergibt sictds Leistungsdichtespektrum
Sxx(w) = A2 ST (

Sxx (w)
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Deutlich kommt hier zum Vorschein, dass der Manchester-Code nightginen diskreten DC-Anteil aufweist (d.h. keine Dirac-

Impulsfunktion beiv = 0), sondern generell im tiefen Frequenzbereich nur kleine Leistutgjiaaufweist.



Kapitel 10

Rauschen in analogen
Kommunikationssystemen

10.1 Rauschen verschlechtert die Empfangsqualitat

Rauschsignale sind zufallig ablaufende Stdrsignale, welche die Lei&ihigjseit von analogen und digitalen
Kommunikationssystemen beeintrachtigen. Durch ihren stochastischeak@hd@nn ihr genauer zeitlicher
Verlauf nicht vorausgesagt werden, doch erlauben statistischeAgtenzumindest, ihre zu erwartende Lei-
stung und deren spektralen Aufbau zu bestimmen.

Einige Rauschanteile konnen vom Empfanger eliminiert werden, da sie aispi@& aufgrund ihres Fre-
quenzbereichs offensichtlich nicht zum Nutzsignal gehdren. Sie gindtaut-of-band, das heisst, sie be-
finden sich ausserhalb des genutzten Frequenzbandes. Der Bagoffband kann aber auch weiter gefasst
werden und steht dann fur Signale und Signalanteile, welche in irgemdeane separat vom Nutzsignal
gefuhrt werden oder von diesem vollstandig separierbar sind. Siemeé#snit eine Orthogonalitat zum Nutz-
signal auf.

Andere Rauschanteile sind in-band, das heisst, eine solche Orthogaraltiéht vorhanden und der Emp-
fanger kann diese zuféalligen Stéranteile vom ebenfalls zufélligen Nutsigecht unterscheiden.

Bei einer Ubertragung tiber einen verrauschten Kanal tberlagdgriNatzsignal und Stérsignal. Dabei fiih-
ren die In-Band-Anteile des Stdrsignals bei analogen Kommunkationssyistdirekt zu einer Veradnderung
der Ubertragenen Information. Das Leistungsverhaltnis zwischen NutzStéranteil kann mit dem Stérab-
stand (SNR) ausgedriickt werden und ist ein Mass daftir, wie origittelgdie Information des Senders im
empfangenen Signal noch vorhanden ist.

Als Beispiel fur ein Nutzsignal nehme man ein analoges Audio- oder Videakiéb einer gewissen un-

teren Schwelle der SNR werden die Stérungen von einem Zuhotrer adeh@uer als verminderte Qualitat
registriert. Diese kann zu Problemen mit der optischen Wahrnehmung edakuktischen Verstandlichkeit
bis hin zum kompletten Ausfall der Kommunikation fiihren.

Digitale Systeme weisen meist einen ausgepragten Schwellwerteffelaratifinterhalb einer Grenze des
Storabstands treten statistisch mehr als nur einzelne Ubertragungstéh\@raucht man aber, diese Schwel-
le noch ein wenig mehr zu unterschreiten und ein Nutzsignal bei nochetieS&R zu Ubertragen, steigt die
Anzahl der Fehler Gberproportional schnell an.

Solange noch keine Ubertragungsfehler aufgetreten sind, kann éaletgSignal wieder perfekt aufberei-
tet werden, indem zum Beispiel ein Repeater die Information aus demugettten Signal vollstandig und
korrekt dekodiert und diese wieder als neues digitales Signal frisctendet. Mit fehlererkennenden und
fehlerkorrigierenden Codes kann zudem ein zu 100 Prozent zasigd Informationstransfer selbst dann
noch gewahrleistet werden, wenn erste vereinzelte Ubertragutheyséehon aufgetreten sind.

Nachfolgend wird der Einfluss von Rauschsignalen auf analoge @gertgssysteme betrachtet. In einem

spateren Kapitel wird dann analysiert, wie Rauschen auch eine digitalaibairagung beeintrachtigen
kann. In beiden Abschnitten wird das gleiche Modell verwendet, beiheeicein Nachrichtensignal Uber
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einen gauss’schen Kanal gesendet wird.

10.2 Gauss’'scher Kanal

Ein gauss’scher Kanal fgt einem Ubertragenen Nachrichtenggnatlditives weisses gauss’'sches Rauschen
(Englisch: additive white Gaussian noise, AWGN) bei.

Channel Noise

Transmission | Yi(t) 1 Yolt)
»| Detector

X(t) X{t) | Transmission
Band Filter | S;, N; 1S, N,

Transmitter

Channel

Receiver !

1
|
b o oo o o e e e o e o e Kl

Abbildung 10.1: Gauss’scher Kanal

Das AWGN-RauscheiV (¢) besitzt folgende Eigenschaften, welche teilweise direkt aus seineiddezing
hervorgehen:

» N(t) ist ein stationarer ergodischer gauss’scher Prozess mit MusterfneRiiq(¢) .
t) besitzt eine Gauss-verteilte Amplitudenverteilung.

t

N(t)
N(t)
* N(t) ist weiss, d.h. sein Leistungsdichtespektrum ist konstantiy y (w) = g .
N(t) ist mittelwertfrei:  E[N(t)] =0.

N(t)

t) ist nicht korreliert mitX (¢):  Cxn(7) = E[X(t)- N(t+7)]— E[X()]-E[N(t)]=0.

Somit ist das mittelwertfrei&V (¢) zu X (¢) auch orthogonal: Rxn(7) = E[X(t) - N(t+7)]=0.

Bei einer linearen Empfangsschaltung gilt der Uberlagerungssatz, aactitam Ausgang des Empfangers
das zurtickgewonnene SigrigJ(¢) in einen additiven Nutzsignal- und Rauschanteil aufgeteilt werden kann,
d.h.Y,(t) = X,(t) + N,o(t). Fur die Gesamtleistung gilt dann dank der Orthogonalitat¥eft) und N, (t):

B [Y2(0)] = B [(Xo(t) + No()*] = B [X2(0)] + B2 X,(t) - No(t)] + E [N2(1)] = S, + N,

o

Dabei bezeichnef, = E [X2(t)] die Leistung des Nutzsignals am Empfangerausgang\ung E [NZ2(t)]
die dort vorhandene Rauschleistung.

Als Mass fir die Ubertragungsqualitat soll der Storabstand am Empfiunggang dienen:

s, _ ElX2()
SNR, = 3¢ = EEN&(t)}]

Der Storabstand am Empfangerausgang S8R nun bei verschiedenen Ubertragungsarten verglichen wer-
den. Dabei dient die direkte Ubertragung eines analogen Nachrigmalsim Basisband als Referenzsy-
stem.

10.3 Ubertragung im Basisband

Die Ubertragung eines analogen Nachrichtensignals im Basisband féfalenzsystem verwendet werden.
Unter dem Begriff Nachrichtensignal wird jetzt aber nicht mehr eine &iezéeterminierte Funktiom(t),
sondern eine Vielzahl von méglichen Musterfunktioneyit) verstanden, welche zum Zufallsprozesst)
gehoren.
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Abbildung 10.2: Ubertragung eines Basisbandsignals iiber einen verzesfreien AWGN-Kanal

Um die Berechnung zu vereinfachen, werden fiir alle Ubertragutegsimlgende Annahmen zum Nutzsignal,
dem ZufallsprozesX (), getroffen:

t) ist ein stationarer ergodischer Zufallsprozess mit Musterfunktionét) .

t) und allex(t) sind mittelwertfrei, d.hE [X (¢)] = 0 und(z(t)) =0 .

X(t)
X(t)
* X(t) und allez(t) sind in der Amplitude normiert, d.tu (t)[, =1 .
X (t) und allex ) (t) besitzen eine mittlere Leisturfgy .

X(t)

t) ist bandbegrenzt mit Bandbreif®, d.h. Sy x(w) = 0 fir |w| > 27 B .
* Der Kanal ist frei von linearen und nicht-linearen Verzerrungen.

» Damit ist der ZufallsprozesX, (¢) beim Empfanger im Vergleich zum gesendef€{t) nur umt,
verzogert und mit einem Faktér> 0 skaliert.

« Im folgenden Vergleich der Ubertragungsarten ist der Kanakmit1 zusatzlich auch dampfungsfrei.

Dank der Vielzahl von vereinfachenden Annahmen sind Sender undaBggr fir die Ubertragung im
Basisband sehr simpel. Der Sender gibt das Nachrichtensignal ndeerauf den Kanal aus, d.h. es gilt
X (t) = X (t). Der Kanal Ubertragt das Signal ohne Verzerrungen und im foleMergleich auch damp-
fungsfrei, womit X, (t) = X,(t — t4) gilt. Das Filter am Eingang des Empfangers minimiert lediglich den
out-of-band Anteil des Rauschens, ohne dass der Nutzsignalargeirdpfangssignals in irgendeiner Art
verandert wird, d.h. es gilX;(t) = X,.(¢).

Mit diesem Filter wird jedoch das weisse Rausch&) (mit seiner theoretisch unendlich grossen Leistung!)
auf die Ubertragungsbandbreite des Nutzsignals begrenzt, wodadhatiis Rauschleistungy; des Prozesses
N;(t) auf einen endlichen Wert reduziert. Bei der Basisbandubertraguhdisses Filter vereinfachend ein
ideales Tiefpassfilter mit Bandbreit¢ sein.

Dank der Linearitat dieses Eingangsfilters entspricht das verrausofpiéangssignaY;(t) gerade der Sum-
me vonX;(t) und N;(t).

Mit all diesen getroffenen Annahmen sind beim Empfanger keine Vatangsschritte fir das Nutzsignal
notig. Eine Entzerrung oder eine Detektorschaltung fallt weg und dezeBsb, (1) am Empfangerausgang
ist identisch mit dem gefilterten Empfangssighalt).

Da dank dem vereinfachten, verzerrungs- und dampfungsfreiealkias Nutzsignal auf dem ganzen Pfad
von der Quelle bis zum Empfangerausgang unveréandert bleibt, foldtdiBignalleistungs, am Empfange-
rausgang:

So=5,=5,=5=S5x (10.1)
Das AWGN-Rauschen wird durch das Tiefpassfilter am Empfangemgrmaf folgende Leistung beschrankt:
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27 B

1
No=N;= 5= gdw:n~B (10.2)
-2 B

Damit ergibt sich flr den Stérabstand am Ausgang des Basisbandayapfan

So SX
SNR, = — = —
R N, n-B
Um einen fairen Vergleich mit allen anderen Ubertragungsverfahrenmdglichen, sollen moéglichst identi-
sche Bedingungen am Empfangereingang vorliegen:

(10.3)

« Identische Bandbreit® des Nachrichtensignal (¢) bei allen Ubertragungsarten.
« Identische spektrale Leistungsdiclftg v = 7 des AWGN-Rauschens bei allen Ubertragungsarten.
* ldentische Signalleistung§; des Ubertragenen Nutzsignals am Empfangereingang.

Aus diesem Grund wird jeweils die berechnete SNt Hilfe der GrossenB, n und S; ausgedrickt, um
Unterschiede zwischen den Ubertragungsarten aufzuzeigen. IndEaBasisbandiibertragung ist dies dank
S; = Sx sehr simpel:

SNR, = Si_ v (10.4)

n-B
Da die Basisbandtbertragung als Referenzgrésse herhalten solfjieset Referenzwert der SiyRerein-
fachend mity abgekdrzt, d.hy =

Si
n-B*

10.4 Ubertragung mit Amplitudenmodulation

10.4.1 Empfanger mit koharentem Detektor

Stellvertretend auch fir SSB und QAM soll der Empfang eines DSB-SCaSignit einem kohéarenten De-
tektor betrachtet werden. Zusatzlich wird anschliessend noch derdmb&mpfang von gewohnlicher AM
analysiert.

Channel Noise

Baseband i Yo(!)
Filter I S, Ny

Transmission
Band Filter

X(t) Amplitude Xy(t) Distortionless
—> > Channel
Modulator y(t) =k - X(t-ty)

Abbildung 10.3: Ubertragung von DSB-SC (iber einen verzerrungsfreien AWGINaK

Bei DSB-SC ist das Filter am Empfangereingang wiederum an die Ubengabandbreite angepasst. Es
handelt sich hierbei um ein Bandpassfilter mit einer Banbigiig- = 2 - B im Falle von DSB-SC und QAM,
bzw. Bgpg = B im Falle von SSB.

Durch dieses Filter wird das AWGN-Rauschen auf ein schmalbandigescReaw begrenzt. Somit ist die
gefilterte Rauschamplitude Rayleigh-verteilt und die Phase gleichverteilt.

Aufgrund dieser Phasenverteilung ist auch sofort klar, dass die d@am koharenten Detektor auftretende
Rauschleistungv, unabhéngig von einer Phasenverschiebgmntes Lokalen Oszillators ist, ganz im Gegen-
satz zum demodulierten Nutzsignal einer DSB-SC, welchesawit) gewichtet wird.
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Damit gilt fir ein DSB-SC Signal mit Trageramplitudé. und TragerfrequenZ. = 5 am Eingang des
Demodulators:
Yi(t) = Ac X (t) cos(wet) + Ni(t) = [AcX (t) + Na(t)] - cos(wet) — Np(t) - sin(w,t)

N,(t) ist dabei der Inphase-Anteil des Bandpassrauschens in Basikratellung undV,(¢) der Quadra-
turanteil. Inphase- und Quadraturanteil sind dabei ebenfalls Ganshvund mittelwertfrei. Die beiden
Signale im Basisband besitzen zudem die gleiche Leistung wie das schmgtbRadischeV;(¢) im Uber-
tragungsband:

E[N2(t)] = E[NZ(t)] = E[NA(t)] =2n- B

Um das Ausgangssignal korrekt zu skalieren, setzen wir die Amplitusiéollalen Oszillators aufi, o = 2.
Dieser Wert hat keinen Einfluss auf die S)NBa er in gleicher Weise auf das Nutz- und Stérsignal einwirkt.

Nach dem kohéarenten Detektor (mit= 0) bleibt einzig der Inphase-Anteil tbrig:
Y;)(t) = Xo(t) + No(t) = ACX(t) + Na(t)

Bei der Leistung des Nutzsignas am Ausgang des koharenten Detektors wird nun eine allfallige Phasenab-
weichungy des lokalen Ostzillators beriicksichtigt, welche die ryitskalierte Leistung des urspriinglichen
Nachrichtensignab'y abschwacht:

So=F [(AC - X(t) - coscp)Q] = A2. Sx -cos?p

Die Rauschleistung am Ausgang des koharenten Detektors ist unaphéng:
N, =E [NZ(t)] =2n-B

Damit ergibt sich folgender Stérabstand am Ausgang des koharentekt@rs:

_ 8, _ AZ2Sx-cos’y
SNR, = ¥ = ==,

Fur den fairen Vergleich mit der Basisbandubertragung muss jeweils diali&igtung am Eingang des Emp-
fangers Ubereinstimmen. Durch Einsetzen folgt $hit %A%SX fur den koharenten Detektor mit= 0:

SNR, =

S;
n-B
Diese SNR stimmt exakt mit dem Referenzwerytbei Basisbandiibertragung Uberein. Somit ist beziiglich
Storfestigkeit die Ubertragungsqualitat von DSB-SC ebenbiirtig zu Basisbandiibertragung.

Bei SSB ergibt sich dasselbe Ergebnis wie bei DSB-SC. Die Bandbreitgbientragungsband ist zwar nur
halb so gross wie bei DSB-SC, womit sich die Rauschleisttiidv?(t)| am Empfangereingang halbiert,
doch gehen bei einer koharenten Demodulation mit einem Cosinus die waateile auf dem Sinus des
SSB-Signals verloren, wodurch sich auch die demodulierte Signalleisalbigt.

Werden stattdessen sowohl Inphase- wie auch Quadraturanteil mit jekeim&enten Demodulation (mit
Cosinus bzw. Sinus) zuriickgewonnen, um diesen Verlust zu umgetreloppelt sich gleichzeitig aber auch
der demodulierte Rauschanteil, da sowohl Inphase- wie auch Quar@ilides schmalbandigen Rauschens
im demodulierten Signal ihre Wirkung entfalten kdnnen.

Insgesamt gilt somit auch flr SSB:

SNR, = -2

n
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Der Detektorgewinny, (Gltemass des Empfangers, englisch: figure of merit) gibt an, um wiésfedie
SNR, am Empfangerausgang im Vergleich zur SNig Detektoreingang verbessert. Flr DSB-SC ergibt sich
unter Berlicksichtigung einer allfalligen Phasenabweichudgs lokalen Oszillators:

Si
g = MR _ TBETE o020y <9
d = SNR, — 2SiB - )=
™

Koharenter Detektor fir gewthnliche AM
Bei gewohnlicher AM liegt folgendes Signal am Empfangereingang an:

Yi(t) = Ac- (14 pX(t)) - cos(wet) + N;(t) mit x < 1 und weiterhinX (¢) < 1.
Dies ergibt eine Signalleistungy am Empfangereingang:

Si = §E[A2- (14 p2X(1)] = 1A%+ (14 42Sx)
Die Rauschleistung am Eingang betragt weitetijn= 27 - B.

Als Ausgangsfilter fur das Basisbandsignal wird wiederum ein Tiefi@ssanit BandbreiteB verwendet,
welches aber zusétzlich noch den fir die Modulation beigefugten DCilAbekt (d.h. es handelt sich ei-
gentlich um ein Bandpassfilter mit anndhernd der Bandbigjite

Damit ergibt sich folgendes Ausgangssignal am Ausgang des Demaduylaiederum vereinfachend fur
p =0

Yo(t) = Xo(t) + No(t) = AepX (t) + Na(t)
Die Signalleistung am Detektorausgang betragt:
S, = A2u%Sx

Im Hinblick auf den fairen Vergleich driicken wi, mit Hilfe von .S; aus, indem in der vorhergehenden
Gleichung fiirS; nachA? aufgelost wird undd? mit diesem Term hier ersetzt wird:

_ 2u?Sx q.
So = 25,

Der Storabstand am Empfangerausgang betragt noch:

S, _ Az;LZ-SX
SNR, = 3% = =95

Beziehungsweise im Vergleich mit der Referender Basisbhandibertragung:

2 2
_ _wp°Sx S; _ _p'Sx .
SNR, = T+25x 1B — 1+29x |

Somit ist eine mit einem koharenten Detektor demodulierte gewdhnliche AM ingBaaf den Stdrabstand

. . 2 . . .
des Ausgangssignals um mindestends den Fq% < % schlechter als eine Basisbandubertragung oder
eine DSB-SC. Besitzt zuder (¢) einen Crestfaktor, welcher deutlich grésser als 1 ist, verschlechthrt sic
der Storabstand im Vergleich zu den anderen Ubertragungsartematsobrheblich.

Der Detektorgewinn (figure of merit) ist bei gewdhnlicher AM ebenfallsride als 1, da bei der SNRm
Vergleich zur SNRder starke Signalanteil des nicht-modulierten Tragers durch die DC-jpitktg unter-
drickt wird:

_ SNR, __ 2u%Sx-cos?¢
A= SNR T T ipatsy = 1
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10.4.2 Empfanger mit Hullkurvendetektor

Nur fur gewohnliche AM kann anstelle des koharenten Detektors audhigiikurvendetektor flir die Demo-
dulation des Tragersignals verwendet werden.

Channel Noise

X(t) Amplitude X(t) Distortionless
—> > Channel
Modulator y(t) =k - X(t-ty)

Transmission | Yi(t) Baseband I Yo(!)
> > —>
Band Filter | S; N Filter 1 S, N,

Abbildung 10.4: Ubertragung von gewohnlicher AM (iber einen verzerrungsirAWGN-Kanal

Am Eingang des Demodulators liegt folgendes Signal an:

Yi(t) = A - (L+ pX (1)) - cos(wet) + Ni(t) = V (t) - cos(wet + ¢(t))

Hullkurvendetektor bei grossem Stdrabstand am Eingang

Liegt eine grosse SNRvor, ist X;(¢) im Vergleich zuN;(¢) so dominant, dass nur Inphase-Anteile des Rau-
schens einen Einfluss auf die Amplitudenspitzen und somit auf die Hullkaiverh Dies geht deutlich aus
nachfolgender Basisbanddarstellung hervor, bei welcher dasigjagauscheV; durch den Inphaseanteil
N,(t) und den QuadraturantelN, (¢) reprasentiert wird, und alle Amplituden durch Skalierung hitnor-
miert wurden: ’
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Abbildung 10.5: Verrauschtes AM-Signal in Basisbanddarstellung bei gnosStérabstand SNR

Bei grosser SNRwirkt sich nur der InphaseanteN, (¢) auf die Amplitude vori/ () aus, wahrendv,(¢) die
Abweichung des Phasenwinkabgt) bestimmt.

Somit ergibt sich am Ausgang des Hullkurvendetektors:

Yolt) ~ AcuX () + Na(t)
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Dieses Ausgangssignal entspricht aber dem demodulierten Nachsigmeh welches sich bei der Demodu-
lation der gewdhnlichen AM mit dem koharenten Detektor ergeben hat,mabhéngig vom Detektor ergibt
sich bei hohem Eingangsstorabstand $ER Ausgang des Empfangers:

_ So _ Atz:u‘z'SX
SNR, = 3% = =95

Hullkurvendetektor bei geringem Stdrabstand am Eingang

Anders sieht es aus, wenn B&(t) das Nutzsignal durcl;(¢) dominiert wird. Die Amplitudé/(¢) entspricht
dann mehrheitlich dem Betragswert voi)(¢). Aus nachfolgender Basisbanddarstellung geht hervor, dass
der Anteil des Nutzsignals in der gesamten Lange des Vekiots in guter Naherung nur noch der blau-
gestrichelt dargestellten Projektion vai(t) auf den Vektor des Rauschsignals(t) entspricht:

Yo(t) = Ni(t) + Ac(1 4 pX (1)) - cos(¢n(t))
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Abbildung 10.6: Verrauschtes AM-Signal in Basisbanddarstellung bei zingem Storabstand SNR

In dieser Darstellung wurden alle Amplituden durch Skalierungfginormiert.

Unterhalb eines gewissen Schwellwerts wird also das demodulierte Nwtksigithcos (¢, (t)) sehr stark
verformt und verschwindet gleichzeitig im dominierenden RauschsignalSbhwelle, unterhalb welcher
sich die SNR im Vergleich zur SNR Uberproportional verschlechtert, liegt fur eine mit einem Hullkurven-
detektor demodulierte gewohnliche AM bei SNR 10 dB.

10.5 Ubertragung mit Winkelmodulation

Fur folgenden PM- oder FM-Empfanger soll untersucht werden, wissggder Stérabstand am Empfanger-
ausgang ausfallt:
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Channel Noise

Transmission | Yi) | Limiter & Baseband |1 Yo

X(t) PM or FM X(t) Distortionless
—> >»
Band Filter | S;, N; Discriminator Filter I S, Ny

Channel
Modulator y(t) = k- x(t-ty)

A

Abbildung 10.7: Ubertragung von PM und FM (iber einen verzerrungsfreien AWGINal

Das winkelmodulierte Signal hat ein Hubverhaltihis= %, welches grundsatzlich als Parameter frei ge-
wahlt werden kann.

Da die Ubertragungsbandbreif2. = 2(D + 1) - B mit hoherem Hubverhaltnis ansteigt, erhoht sich da-
mit auch die Rauschleistunyg; am Detektoreingang in Abhéngigkeit v

Ni=2(D+1)-B-n

Der Zufallsprozess nach dem Bandpassfilter am Empfangereingtspyieht wiederum einem schmalbandi-
gen Rauschen:

Ni(t) = Ny(t) - cos(wet) — Np(t) - sin(w,t)

Das mit dem Zufallsprozesk (¢) winkelmodulierte Tragersignal am Eingang des Detektors kann wie folgt
geschrieben werden, wenn wiederum vereinfachend angenommerdessider Kanal fur das Tragersignal
verzerrungs- und dampfungsfrei ist:

X;(t) = A - cos(wet + ¢(t))
Dabei gilt fur¢(t):

o(t) =ky- X(t) fur PM, wobei| X (¢)| < 1 gelten soll.
t
o(t)=ky- [ X(r)dr fur FM, wobei| X (¢)| < 1 gelten soll.

Die statistische Gesamtleistung (d.h. das zweite Moment) des ProZégsesst dabei in sehr guter Nahe-
rung unabhangig vom modulierenden Nachrichtensignal:

S = 142

Damit ergibt sich folgender Stérabstand am Eingang des Detektors,evelohin Bezug auf die Bandbreite
B vom modulierenden Signal abhangig ist:

A2

SNR = 15515
Da die Signalleistung; bei winkelmodulierten Tragersignalen unabhéngig vom modulierendemlSigin)
ist, spricht man beim Stdrabstand von solchen Signalen oft von einereriREgisch-Verhaltnis (Englisch:
carrier-to-noise ratio, CNR) anstatt von einem Signal-Rausch-Verb&inglisch: signal-to-noise ratio, SNR).

Das Eingangssignal;(t) = X;(t) + N;(t) kann auch in Polarkoordinaten umgeschrieben werden, wobei
das Rauschen am Eingang des Detektors in PolarkoordinateN;(ijt = Vy (t) cos(w.t + ¢n(t)) ausge-
driickt wird.

Yi(t) = V(t) - cos(wet + O(t)) = Ae - cos(wet + d(t)) + Vi (t) - cos(wet + dn(t))
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Inphase- und Quadraturanteile van(¢) beziehungsweis&/;(¢) sind in gleicher Phasenlage und durfen so
jeweils direkt addiert werden, womit sich flir(¢) und ©(¢) sogleich ergibt:

V(t) = y/(Accos g(t) + Viy - cos ¢ (1)) + (Acsing(t) + Vi - sin oy (t))’

o : ~ Acsin ¢(t)+V-sin oy (1)
O(t) = arg Y;(t) = arctan COS¢>(t)+Vx-COS¢Jz\$(t)

Der Limiter als erste Verarbeitungsstufe des Detektors eliminiert samtliche Amgaiiseiwankungen. Nach
der Demodulation wirksame Signal- und Rauschanteile sind daher nur itndsed® enthalten und das Aus-
gangssignal des Diskriminators kann somit fir PM und FM wie folgt sdfimgeschrieben werden:

Y,(t) = O(t) fur PM

Y(t) = 490 fir FM

Um den Storabstand SN guter Naherung vereinfacht zu berechnen, werden nun ahnlicheire Hull-
kurvendetektor flr gewohnliche AM zwei Falle unterschieden: grossd geringer Storabstand SNBm
Eingang des Empféangers.

10.5.1 Empfang eines winkelmodulierten Signals mit grosse®tdrabstand

Das NutzsignalX;(t) = A. - cos(w.t + ¢(t)) dominiert das Rauschsignal;(¢) am Eingang des Empfangers:
SNR;, >> 1:

Abbildung 10.8: Verrauschtes PM- oder FM-Signal in Basisbanddarstell@iddhem Stérabstand SNR

» O(t) wird hauptséchlich vom Winkel des Nutzsignailg) bestimmt.

 Das RauschsignaV;(t) verandert(t) nur relativ zuA. mit dem zuX;(¢) orthogonalen Anteil.
 Das RauschsignaY;(t) ist unkorreliert mit dem NutzsignaY; ().

» Der Winkel¢x (t) des Rauschsignals;(t) ist gleichverteilt.

« Dank dieser Gleichverteilung kann die Richtung von Inphase- undzuigem Quadraturanteil belie-
big gewahlt werden.

* Die Wahl vonN,(t) in Richtung vonX;(t) vereinfacht die Rechnung.
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In guter Naherung verandert dann nur der Quadraturanigil) den WinkelO(t).

Fur PM gilt damit:Y,(t) = ©(t) = ky - X (t) + 4= - Ny(t).

Fir FM gilt damit:Y, (t) = %t(t) =kp- X(t) + o+ d]\c;i(t)

In der Praxis liegt ein grosser Stérabstand der Winkelmodulation von giesser einen Wert von ca. SNR

10 dB aufweist. Der Ubergang zum zweiten Fall, geringer Stoérabstand &8MREingang des Empfangers,
erfolgt sehr schnell, d.h. bei einem Stérabstand SNR10 dB verschlechtert sich die Qualitat des demo-
dulierten Empfangssignals deutlich, wenn die SMRBr wenig zusatzlich abnimmt. Wegen dieses schnellen
Ubergangs spricht man von einem Schwellwerteffekt der Winkelmodaulatio

10.5.2 Empfang eines winkelmodulierten Signals mit geringe Storabstand

Bei einem Stérabstand des Empfangssignals von ca; SNR dB dominiert die Leistung des Nutzsignals
das Rauschen zwar noch deutlich %it = 1002. Dennoch ist in Basisbanddarstellung die Rayleigh-verteilte
Amplitude des Rauschsignals mit einer Wahrscheinlichkeityvenl — F'(v/200) = e~19 = 0.0045 % gros-

ser als das Tragersignal des PM- oder FM-Signals. Trifft diesereiralfuhrt die Summe von Nachrichten-
und Rauschsignal zu einem Vektor mit beliebiger Phasenlage, wie in defiolgenden Basisbanddarstellung
der Verhéltnisse bei geringem Stérabstand mit dem rot gestricheltendémgjsstellt wird:
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Abbildung 10.9: Verrauschtes PM- oder FM-Signal in Basisbanddarstell@géringem Stérabstand S\NR

Je nach zeitlichem Verlauf des Rauschsignals kann der SummenvektarBasisbanddarstellung den Ur-
sprung sogar einmal oder mehrfach umkreisen, was grossen Spnomger in der Phasenlage des modulier-
ten Signals und sehr kurzen, aber hohen Spitzen in der Momentanizegoespricht. Sinkt der Stérabstand
noch weiter unter SNR< 10 dB, steigt die Wahrscheinlichkeit des beschschriebenen Effektsamiglban,
bei welchem das Rauschsigmé)(¢) das Nutzsignak;(¢t) = A, - cos(w.t + ¢(t)) dominiert:

» Der vom Empféanger detektierte Winkél wird hauptséachlich vom Winkel des Rauschsignais(t)
bestimmt.

 Das NutzsignalX;(t) beeinfluss©(¢) nur relativ zurNV;(¢) mit dem zuN;(¢) orthogonalen Anteil.
* Dieser orthogonale Anteil entspricHt. - sin (¢(t) — ¢n ().
* Firo(t) ergibt sich so vereinfach®(t) = ¢ (t) + NA—(t) -sin (¢(t) — on(t)).

* Der urspringlich modulierte Winked(t) ist hier nur noch ein stark reduzierter und verzerrter Anteil
innerhalb vor©(t).
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10.5.3 Storabstand am Empfangerausgang bei Phasenmodulai

Wird das Eingangssignaf;(¢t) vom Nutzsignal dominiert, kann at$(t) = O(t) = k), - X(t) + A% - Np(t)
die LeistungS, des Nachrichtensignals und die Rauschleistyp@m Empféngerausgang bestimmt werden:

S, =E [(kp : X(t))Q] — k2 Sx
No=E [ﬁpp[(,ﬁtoNb(t))QH =12 B

Damit ergibt sich flr den Stoérabstand am Ausgang eines PM-Empfangers

A2.|2.Sx
SNR, = 277{’3

Fur den fairen Vergleich ersetzen wiy = %Ag zusammen mi% wieder durch das normiertg
SNR, = kf, -Sx -y
Dieses Resultat kann wie folgt interpretiert werden:

» Obwohl die SNR unabhangig ist vom modulierenden Nachrichtensigagl), ist die SNR proportio-
nal zur Leistung des Nachrichtensignalg.

« Je grosser die Phasenhubkonstaptgewahlt wird, desto besser wird die SN&m Empfangerausgang.

« Bei gentigend grossehy ubertrifft der Storabstand einer Ubertragung mit Phasenmodulation gmen
Basisbandubertragung oder einer Amplitudenmodulation.

* Aus den ersten beiden Punkten folgt: je starker der Sender die Pinestewsert, desto besser wird die
SNR, am Empfangerausgang.

 Dies ist im Zeitbereich intuitiv nachvollziehbar: je ausgepragter das iNdntbnsignal auf eine Pha-
senbewegung abgebildet wird, desto kleiner wird die Empfindlichkeitrgéger dem Phasenrauschen,
dessen Effektivwert nicht linear mit, sondern hochstens proportionalg,@p ansteigt.

10.5.4 Storabstand am Empfangerausgang bei Frequenzmodtian

Wird das Eingangssignai;(t) vom Nutzsignal dominiert, kann at§(t) = O(t) = ky - X(t) + A% : C“Zi(t)

die LeistungS, des Nachrichtensignals und die Rauschleistiyp@m Empfangerausgang bestimmt werden:

S, =E [(kf . X(t))2] — k% Sx
sl ]

Zu beachten ist, dass die Rauschleistdfygvegen der Differentiation kein weisses Leistungsdichtespektrum
mehr besitzt, sondern proportional mit ansteigt.

11 27 B 5 (2 B)

11 2 — 27 (27

A2 27 J windw| = 342 2m
-2 B

Fir den Storabstand am Ausgang eines FM-Empfangers ergibt sich:

3A2.2mk2%-Sx
— i
SNR, = 2n-(27 B)?
Fur den fairen Vergleich ersetzen wily = ;A2 zusammen mitn% wieder durch das normiertg

3k3-Sx
(27 B)?

SNR, = -y =3D%S, -y
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Dieses Resultat kann wie folgt interpretiert werden:

Obwohl die SNRunabhé&ngig ist vom modulierenden Nachrichtensidagl), ist die SNR proportio-
nal zur Leistung des Nachrichtensignalg.

Je grosser die Frequenzhubkonstantgewahlt wird, desto besser wird die SN&n Empfangeraus-
gang.

Bei genligend grossehy Ubertrifft der Storabstand einer Ubertragung mit Frequenzmodulatiem jen
der Basisbandibertragung oder einer Amplitudenmodulation.

Aus den ersten beiden Punkten folgt: je starkere Abweichungen dereMianfrequenz der Sender
erzeugt, desto besser wird die SN&N Empfangerausgang.

Vor allem bei den tieffrequenten Anteilen des Nachrichtensignals bieeefuEnzmodulation im Ver-
gleich zu Phasenmodulation im Hinblick auf die SNibchmals bessere Werte.

10.6 Zusammenfassende Tabelle

Um die Berechnung des Signal-Rausch Abstands in analogen Ubegssystemen zu vereinfachen, wurden
einige Annahmen getroffen, welche auch in nachfolgender Tabellais®eszung fir die einfachen Formeln

sind:

Das Nachrichtensignal (d.h. der Zufallsproz&¥g)) wird als stationarer Prozess (WSS) angenommen,
welcher zudem noch mittelwertfrei ist.

Bei den modulierten SignaleXi,(¢) soll es sich um stationére Prozesse handeln. Diese Annahme ist fir
PM und FM unproblematisch, fur DSB-SC und AM hingegen nicht selbst&rdlich, wie dies in den
Ubungsaufgaben zur Stationaritat nachgewiesen wurde. Erst mitrdféhEing einer zufélligen Phase
kann auch fur DSB-SC und AM eine WSS-Stationaritat vaiit) erzwungen werden.

Der Kanal fugt dem Nachrichtensignal lediglich weisses, gaussssBlauschen mit der spektralen Lei-
stungsdichtey/2 bei, d.h. das Nachrichtensignal wird weder linear noch nicht-lineaewrz

Die Zeitverzogerung beim Empfanger wird in dieser Tabelle vernadptaSo wird z.B. beim Basis-
bandsignalX,(t) = X;(t) = X (¢t) angenommen, auch wenn korrekterwelsg — ;) stehen miisste.

Die SNR befindet sich fur nachfolgende Tabelle jeweils Giber dem kritischen &bkert, wo die SNR
beim Spitzenwertdetektor bei AM sowie auch bei PM und FM sehr schhéllla Dieser Wert liegt
etwa beil0 dB, ist bei PM und FM aber auch stark von der Technologie des Emeffaadphangig (z.B.
Locking-Verhalten eines PLL-Empfangers). Ein Schwellwertverhatem auch bei der koharenten
Demodulation von DSB-SC und AM auftreten, z.B. bei der Rickgewinnwegynicht-modulierten
Tragersignals mit einem PLL.

Bei der koharenten Demodulation wird ein lokaler Oszillator mit der Amplituderfukzt welcher sich
zudem in korrekter Phasenlage befindet, dih= 2 cos(w,t). Dieser Faktoe fliesst in die Berechnung
der Ausgangsleistung, bei AM und DSB-SC ein.
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Basisband DSB-SC gewohnliche AM PM FM
Nachrichtensignal ZufallsprozessX(t) mit | X(¢)| < 1 bzw. |z (t)| < 1 furalle A des Ergebnisraums
LeistungSx von X(¢) Sx = Sx(t) = E[X2(t)] <1, (weil | X(t)| < 1)
Bandbreite vonX(t) B
t
EingangsnutzsignaX; (¢) X(t) X(t)Ac cos(wet) | Ac(14pX(t)) cos(wet) | Accos(wet + kpX(t)) | Accos(wet+ky [ X(7)dr)
— 00
LeistungsS; von X; (t) Sx 1A25x 1A2(1+ p28x) 142 1A?
Bandbreite vonX; (¢) B 2B 2B 2(D+1)B 2(D+1)B
Eingangsrauschleistung nB 2nB 2nB 2(D + 1)nB 2(D +1)nB
1 42 1 42 2 1 42 1 42
; S s; 3 A: Sx 3 A (14p°Sx) A 3 A
SNR am Eingand ¥ X 2358 e D T0E PGSV
Ausgangsnutzsignat, (¢) X(t) AcX(t) AcpuX(t) Ky X(t) kyX(t)
LeistungS, von X, (t) Sx A2Sx A2pu2Sx k2Sx k?SX
A hleist B mB B L_nB LI
usgangsrauschleistung n n n 273l 3 a2z "
s 5 A2s, A2u2s k2 A2 Sx 3D2A25
SNR am AusQaniﬁ>o nB 27]1;( 27yBX p27]B 2nB =
. ’ 2
<1§1)o mit y= % gl g Ty kZSxy 3D%Sxy

Tabelle 10.1:Rauschen und Stdrabsténde in analogen Kommunikatioessgat

Wichtige Anmerkung: Die Formeln der Tabelle gelten fur dimensionslose SighaleZufallsprozess liegt
zudem in normierter Form vor, wie aus der Tabelle hervorgeht. Soll dR fsiNkonkrete physikalisch vor-
liegende Signale berechnet werden, missen fir die Amplituden und Lgestam Eingang des Empfangers
geeignete Skalierungsfaktoren verwendet werden. Handelt es sichBmpfanger zudem um einen akti-

ven Schaltungsblock, ist das Signal (sowie der Rauschanteil) am Agisigs Empfangers ebenfalls mit den
Parametern des Empfangers zu skalieren.



Kapitel 11

Digitale Datenubertragung Uber einen
AWGN-Kanal

11.1 Rauschen fihrt zu Bitfehlern

In analogen Kommunikationssystemen kdnnen nicht-orthogonale Anteil@denid-Rauschens nicht mehr
aus dem empfangenen Signal entfernt werden und verandern diiekiformation des urspriinglich gesen-
deten Nachrichtensignals.

Digitale Kommunikationssysteme sind in dieser Hinsicht toleranter gegenitigarid-Stérungen. Da der
Sender zu jeder Symbolzeit jeweils nur eine Signalform generiert, welcheiaer endlichen Menge mit un-
terschiedlicher Signalverlaufen stammt, ergibt die Uberlagerung desighatsmit einem AWGN-Rauschen
—von konstruierten theoretischen Fallen abgesehen — keinen neueemgSigmalverlauf.

Aufgabe des Empfangers ist es nun, anhand des durch additivestiRaumodifizierten Empfangssignals
eine Schatzung durchzufiuihren, welche urspriingliche digitale Infamaom Sender als Signal Ubertragen
wurde. Diese Aufgabe sollte der Empfanger moglichst fehlerfrei dihckn.

Solange der Rauschanteil im Empfangssignal gentigend klein ist, witEndpfanger mit seiner Schatzung
durchwegs richtig liegen, womit eine fehlerfreie Ubertragung der imédion stattgefunden hat. Erst wenn
die Leistung des Rauschens ein gewisses Mass Uberschreitet, wgrdeschatzten Symbolwerte vereinzelt
und mit steigender Rauschleistung vermehrt fehlerhaft sein.

Sind fehlerkorrigierende Codes implementiert, ermoglichen diese bei kIEgtdarraten trotzdem noch einen
fehlerfreien Informationstransfer. Falls keine solche Codes veretendrden oder falls die Fehlerrate die
Mdglichkeiten dieser Kanalcodierung Ubersteigt, werden Bitfehler in detzddten auftreten. Erst wenn
dieser Fall eintritt, beeintrachtigt ein additives Rauschsignal die Integetdilutzdaten und damit die Uber-
tragungsqualitat des digitalen Kommunikationssystems.

Um aber nun Ubertragungsfehler auch bei schlechten Empfanggbeden zu vermeiden, muss der Emp-
fanger eines digitalen Kommunikationssystems in einem ersten Schritt einen rsbglioesen Anteil des
Nutzsignals aus dem Eingangssignal herausschélen und gleichzeitRadechanteil minimieren.

Anschliessend wird eine Schéatzung durchgefuhrt, wie gut dieses opdinfia¢reitete Eingangssignal mit
den moglichen gesendeten Signalverlaufen Ubereinstimmit.

Zwei Entscheidungsstrategien kommen dabei zur Anwendung:

» Hard Decision: der Detektor des Empféngers entscheidet sich fur jene Signalform, eveithder
hochsten Wahrscheinlichkeit dem empfangenen verrauschten Sigyrahzle liegt. Fehlerkorrigieren-
de Codes kdnnen allenfalls einzelne dieser Entscheidungen des Detedkoditraglich noch korrigie-
ren. Fur den Decoder dieser Fehlerkorrektur liegt aber keinera#ton darlber vor, wie sicher oder
unsicher der Detektor vorgangig seine Entscheidung fur eines delgemdglichen Symbole getroffen
hat.

» Soft Decision:flr jedes empfangene Symbol weist der Empfanger mit einer Metrik samtliclign
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lichen Symbolwerten, welche zum Alphabet des Senders gehoren, \&kewt zu, der ein Mass dafir
ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit es sich beim empfangenen Signal geraddiesen Symbolwert
handeln kdnnte. Aus diesen pro Symbolzeit erzeugten und zeitlich anéiinéolgenden Wertevek-
toren vollziehen dann fehlerkorrigierende Codes in einem zweiten Sehrittd oft auch iterativ Gber
mehrere Runden — die endgultige Decodierung, bei welchem Symbole riiheresn Empfangswert
bevorzugt modifiziert und korrigiert werden. Es sei hier aber angeraiass nicht alle fehlerkorrigie-
renden Codes die Fahigkeit besitzen, mit Hilfe einer solchen Metrik derCgafision die Fehlerrate
im Vergleich zu den Entscheidungen der Hard-Desicion weiter zu senken

Ziel dieses Kapitels ist es, den sogenannten Optimalen Detektor zu implemeritieirdem jeder Teil seiner
Empfangsschaltung in einer Weise optimiert wird, dass die geschatzten ymbtthe dem nachfolgenden
Decoder der Fehlerkorrektur Gibergeben werden, eine minimale Fakleufweisen.

11.2 Empfang von bindren Signalen

Channel Noise

Baseband or Low-IF Processing

1 1
Transmission Mixer & 1 Y(t)J Li.near ZI=AR+N,(Y) \Z(kT“ Il Threshold
Band Filt > Low Pass 1 »| Filter il comparator

and Filter Filter I 1 ht) . omparatol

X()‘i) Tx Line Coder / Xt(t) Optional Distortionless
Tx Digital P Frequency Shift —»  Channel
Modulator (Mixer) y(t) = kex(t-ty)

I Optional Frequency Shift I Correlator / Matched Filter I Tpetector
L o L e d ke e o = - ol

Abbildung 11.1: Ubertragung von digitalen Signalen tiber einen verzerirneign AWGN-Kanal

Eine digitale QuelleX ()\;) erzeugt pro Symbolzeif Symbolez; mit den zugehdrigen Signalformes(t).
Dabei kann es sich um Signale im Basisband (z.B. Linecodes) oder umoeluliertes Tragersignal handeln,
z.B. bei einer relativ tiefen Zwischenfrequenz. Optional kdnnen dageale anschliessend mit einem Mixer
zu einer viel hoheren Frequenz eines Ubertragungsbands vbestiverden.

Zur Vereinfachung wird wie schon im analogen Fall angenommen, dasdigitalen Signale tber einen
gauss’'schen Kanal Ubertragen werden. Ein gauss’'scher KahdienEigenschaft, dass er die Ubertragenen
Signale weder linear noch nicht-linear verzerrt. Neben einer allfalligitichen Verzégerung und einer Ska-
lierung Uberlagert ein gauss’scher Kanal dem Nutzsignal ein adglitieesses gauss'sches Rauschen (AWGN)
mit Mittelwert 0. Dieser Rauschproze$§(t) sei stationar und ergodisch.

Trotz den starken Vereinfachungen ist dieses Modell fiir viele Ulmpngssysteme anwendbar, da einer-
seits viel technischer Aufwand betrieben wird, um Verzerrungen roineern oder zu kompensieren und
andererseits verschiedenartige Rauschquellen — wovon zumindesisttiees Widerstandsrauschen physika-
lisch unvermeidbar ist — jedes Ubertragungssystem mehr oder wenidebstantrachtigen.

Bei binaren Signalen werden pro Zeitinten@lhur zwei verschiedene Signalformen tbertragen:

si(t)=s1(t) 0<t<T fur ein Mark (EreignisS) (11.1)
= 8§ .

si(t) =s2(t) 0<t<T fir ein Space (EreigniSy)

Die gesendeten Signalg(¢) und s2(t) werden also vereinfachend auf die SymbolZeéibegrenzt, d.h. sie
Uberlappen sich nicht mit den Signalformen der vorangehenden odefioigenden Symbole. Das vom Sen-
der generierte Signal eines gesamten Bitstreams, d.h. die fortlauferidiégeufbfolge von Signalformen
s1(t) undsy(t), ist unter dieser Annahme somit frei von Intersymbolinterferenz (1SI).

Mdgliche Signalformen fiis; (¢) und s2(¢) wurden schon in friheren Kapiteln besprochen. Beispiele sind
NRZ-Signale, der Manchester-Code, FSK oder ASK.

Da der idealisierte gauss'sche Kanal die Ubertragenen Signale niaaritesind die Signalformen auch
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beim Empfanger auf die Dauer ihrer SymbolZEibegrenzt und Uberlappen sich weiterhin nicht mit den Si-
gnalen benachbarter Symbole.

Das Signal am Empfangereingang lautet jeweils fur jedes gesendete Biyrabol wie folgt:
yi(t) =si(t)+n(t) i=12und0<t<T (11.2)

Sowohl die beiden zur Auswahl stehenden Nutzsigrglg wie auch die Musterfunktion(¢) des ergodi-
schen Rauschprozess¥$t) sind zeit- und amplitudenkontinuierlich. Die hier erfolgte Annahme einer wer-
tekontinuierlichen Amplitude soll aber nicht ausschliessen, gldssauch ,eckig”, d.h. mit Zero-Order Hold
erzeugt und somit mit diskreten Amplitudenwerten tUbertragen werden kann

Das Empfangssignaj (¢) wird wie folgt aufbereitet:
» Maximieren der SNR mit geeignetem Filter:
2(t) = yi(t) = h(t) = a;(t) + no(t) (11.3)
* Zum jeweils optimalen Abtastzeitpunkt 7" wird z(t) abgetastet:
2(kT) = a;(kT) + no(kT) (11.4)

Ziel des Filters muss sein, den Rauschantgfl) zum Abtastzeitpunkt zu minimieren und zum selben Zeit-
punkt die unterschiedliche Charakteristik von Mark und Space im Sigiigl maximal herauszuschélen.
Statistisch gesehen gibt es dabei periodisch pro Symbdlagiten Zeitpunkt, wo die SNR vor(t) maximal

ist. Dies ist der optimale Abtastzeitpunkt des aufbereiteten SigiidlsUm die Schreibweise der Formeln
einfach zu halten, soll nun fiu(¢) der Zeitnullpunkt = 0 gerade so gelegt werden, dass bei einer Abtastung
zum Zeitpunkt = k - T gerade diese maximale SNR erfasst wird.

Dieser Losungsansatz, bei welchem nur noch ein einziger zeitdiskbtastwert pro Symbolzeil” aus-
gewertet wird, ist selbst dann noch anwendbar, wenn die Aufbegeititndem Filteri(¢) in digitaler Weise
erfolgt und hierfir das analoge Eingangssignal mehrmals pro Symb®dlzigiitalisiert wird. Auch bei einer
digitalen Verarbeitung soll am Schluss der Aufbereitung ¥@n ein einziger Wert pro Symbolzéit vorlie-
gen, fur welchen statistisch gesehen die SNR x@h maximiert wurde.

Bei einer rauschfreien Ubertragung reduziert sich das zeitdiskignelS (k7") aufa;(kT') und hat pro Sym-
bolwertS; einen einzelnen, determinierten und charakteristischen Amplitudeny@hne Rauschen liegen
damit im binaren Fall nur noch zwei verschiedene Zahlenwegrfér z (k1) vor, ndmlicha; fur ein empfan-
genes, aufbereitetes und abgetastetes Mark sowfi@ ein Space.

Das Filterh(t) ist ein LTI-System, d.h. es soll linear und zeitinvariant sein. Damit hat abenn,(kT),
d.h. das aufbereitete und abgetastete gauss’sche Kanalrauschemsgené des Filters, immer noch eine
gauss’sche Verteilung. Durch diese gaussverteilten Rauschwgi@), welche den diskreten Amplituden-
werten des Nutzsignals (k7") Uberlagert sind, hat somi{ k£7") keinen diskreten sondern immer noch einen
kontinuierlichen Amplitudenbereich.

Im zweiten Block wird aufgrund des Amplitudenwetts:7") mit einer Schatzung entschieden, welcher binare
Wert vom Sender hochstwahrscheinlich gesendet wurde. In digselHemung werden allenfalls vorhandene
statistische Vorkenntnisse (iber das tibertragene Signal oder dasagbegssystem miteinbezogen. Dabei
wird pro Symbolzeit der zeitdiskrete Wer{k7") mit einem Schwellwer\, verglichen, welcher sich zwi-
schen den beiden nominalen Wertgnund a, befindet. Unter der Annahme, dass> as ist, vollzieht der
Empfanger folgende Hypothesen:

HypotheseH, falls z(kT") > Ao: s1(t) wurde gerade empfangen.

Hypotheselly, falls z(KT) < Ao:  s2(t) wurde gerade empfangen. (11.5)
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Die Zuordnung> \g bzw. < Ay ware gerade umgekehrt, wean < as gelten wiirde.

Im Falle einer Hard-Decision bilden die beiden Hypotheggnund H, direkt das Resultat des Detektors.
Im Falle einer Soft-Decision werden alle denkbaren Hypothesen mit eiaérdgheinlichkeits-Metrik be-
wertet und die abschliessende Auswertung dem Decoder des fahigida@nden Codes Uberlassen.

Neben der geeigneten Wahl des Filte(g) bleibt fur die Implementierung eines optimalen Empféangers nur
noch offen, die Entscheidungsschwellg zu definieren, bis zu welcher er sich fir den einen oder anderen
Symbolwert (d.h. fir die Hypothedé, oderHs) entscheidet. Diese Grenzg soll ebenfalls so gewahlt wer-
den, dass die Bitfehlerwahrscheinlichkegitminimiert wird.

Im Anschluss an die nun folgende Berechnung der Entscheidungskeh\, (nach dem MAP-Kriterium
sowie gemass einem Maximume-Likelihood-Detektor) wird schliesslich noch mitMatched Filter das op-
timale Filterh(t) hergeleitet, welches den Stérabstand SNR zum Abtastzeitpuakt - 7" maximiert.

11.3 MAP-Kriterium und Maximum-Likelihood Detektor

Prinzipiell unabhéngig davon, welche Art von Detektor eingesetzt wirdl ob ein Detektor eine Hard-
Decision durchfuhrt oder ob mit einer Soft-Decision die abschliesselypethese vom Decoder der Feh-
lerkorrerktur vorgenommen wird, kdnnen bei einer binaren Ubertrgdiehler nur dann auftreten, wenn die
Hypothesen/; oder H, des Empfangers mit den Ereignissen des Sendgr&].h. s;(¢) wurde gesendet)
und Sy (s2(t) wurde gesendet), nicht Ubereinstimmen:

HypotheseH; wird vom Empfanger gewahlt, obwohl Ereigrfis eintrat (2 (¢) wurde gesendet).
HypotheseH, wird vom Empfanger gewahlt, obwohl Ereigrfis eintrat s, () wurde gesendet).

Damit kann rein formal auch die Fehlerwahrscheinlichkeit einer binatertthgung wie folgt mathematisch
ausgedriickt werden:
pe = P(Hz | S1) - P(S1) + P(Hy | S2) - P(S2) (11.6)

Dieser Ausdruck kann bei Ubertragungen mit statistisch gleich haufigek ivhd Space vereinfacht werden:

Falls P(S1) = P(S) = po= 3 [P(Hy | 1)+ P(H1 | S)) (11.7)

Im nachfolgenden Abschnitt wird die optimale Entscheidungsschwgllmit dem Maximum-a-posteriori
Kriterium (MAP-Kriterium) bestimmt, welches die Berechnung mit Hilfe der nominaienplitudenwerte

a1 undas, der Auftretenswahrscheinlichkeit von Mark und Space sowie der Amplitetteilung des Rau-
schensq,(kT") durchflhrt.

Sind die Auftretenswahrscheinlichkeiten von Mark und Space unb&kdann kann die Entscheidungs-
schwelle A\ nur eingeschrankt optimiert werden. Beim sogenannten Maximum-LikelHiektor wird
dann eine gleich grosse Wahrscheinlichkeit von Mark und Spdcg) = P(S2) = 0.5 angenommen, was
bei vielen Ubertragungen nicht nur eine korrekte Annahme ist, somieBerechnung der Schwellg auch
noch vereinfacht, welche nun nur noch mit Hilfe der nominalen Amplitudet@ugmundas bestimmt werden
kann.



11.3. MAP-Kriterium und Maximum-Likelihood Detektor 191

11.3.1 MAP-Kriterium nach einem gauss’schen Kanal

Ist ein Detektor nach dem MAP-Kriterium implementiert, werden die nameesgien A-posteriori-Wahr-
scheinlichkeitenP(S; | z) und P(Ss | z) mit Hilfe des Satzes von Baye8.(5 vorgéangig berechnet:

P(S1 | 2) = LEZEEE)

(11.8)
P(Ss | 2) = f7z(2]S2)-P(S2)

Der Detektor entscheidet sich anschliessend fur jenes Symbol, detiengteeWahrscheinlichkeiP(S; | z)
in Abhangigkeit des Amplitudenwert§.7") am grossten ist.

Liegt aber beim Empfanger der AmplitudenwettT") einmal vor, dann ist fir die Hypothese, welches Sym-
bol gesendet wurde, nicht mehr relevant, mit welcher Wahrscheinlicfike:) dieser Amplitudenwert(k7")
Uberhaupt erst einmal eintreten konnte. Das MAP-Kriterium reduz@érsemit auf den Vergleich der beiden
Ausdruckefz(z | S1)-P(S1)und fz(z | S2)-P(S2), welcher nun fir ein AWGN-Rauschen realisiert werden
soll.

Die Signales; (t) und s2(t) seien weiterhin frei von Intersymbolinterferenz und die Ubertragumdgion
des Kanals determiniert und zeitinvariant. Dann werden die beiden faeischund aufbereiteten Signalfor-
men gemass Gleichun@X.4 jeweils immer auf einen der beiden nominalen Amplitudenweste?) = a,
bzw.a;(kT) = a2 abgebildet.

Ist zudem das Filteh(t) am Empfangereingang ein LTI-System, dann bleibt die gauss'schekibastik
des Kanalrauschens am abgetasteten Ausgang des Ritéf5) erhalten. Dieses gauss'sche Ausgangsrau-
schenn,, besitzt folgende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

1 o
fro (§) = o e (11.9)

Das Ausgangsrauschen ist mit= 0 weiterhin mittelwertfrei und besitzt eine VarianZ = o2 _, deren Gros-
se sowohl vom Leistungsdichtespektrgnies Kanalrauschens wie auch vom Eingangstfitey abhéngt.

Da das Eingangsfiltgt(¢) ein LTI-System ist, ist das Ausgangsrauschgrden nominalen Amplitudenwer-
tena; additiv Uberlagert. In Abhéngigkeit vom gesendeten Symbolwert esgih damit firz(£7") folgende
bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen:

—(z—a1)?

2 (180 = iz e (1110

fZ (Z ‘ SQ) = \/2771—1.0-7“7 .e 20%0

Diese sind in nachfolgendem Graphen dargestellt:

+—+'1"—+—AfZ(Z|S1) fZ(ZISZ)—+—+—+—+—+—+—+—+—+—
1 1 1 1 1 | | | | | | |

sqrt(21r) % T

[
+—+-—+-+
[ T

N
+-+-+-+-1

[ T
+-+-+-+-4

Abbildung 11.2: Amplitudenverteilung in Abhéngigkeit vom Symbolwert
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Die beiden Gaussverteilungen haben in Abhangigkeit vom gesendetdpoSgen Erwartungswept = a;
bzw. . = ao. Da sich die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktifn(z) einer Gaussverteilung fir grosser werden-
de Abweichungen vom Erwartungswert schnell dem Wentn&hert, diesen aber nie ganz erreicht, flhrt dies
zwingend zu einer Uberlappung der beiden Gausskurven.

Die Amplitudenverteilung der gesamten Datenlbertragung ist nun noclmgigh#on der Auftretenswahr-

scheinlichkeit von Mark und Space. Diese ist in nachfolgendem Giapéirien allgemeinen Fall von von-
einander abweichenden Haufigkeiten von Mark und Space dargestiienNler gesamten Amplitudenver-
teilung wird im Graph jeweils separat noch der Amplitudenanteil fiir die engefaen Mark wie auch Space
farbig hervorgehoben.

vt ey A PR 2SN PN P07,
1 1 fh2ls2)-Ps2)! ! 1 1 1 P(S2)=0.3
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N
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Abbildung 11.3: Amplitudenverteilung der gesamten Ubertragung bei ungleéufigen Mark und Space

Ist die Grenze\, einmal berechnet, konnen die Wahrscheinlichkeiten fir die beiden édsdiypothesen
bestimmt werden:

Ao
P(Hy | S1) = [ fz(2]51)dz
0 (11.11)
P(Hy | S2) = [ fz(z | S2) dz
Ao

Die Bitfehlerwahrscheinlichkeji. = P(Hs | S1) - P(S1) + P(H1 | S2) - P(S2), welche in Gleichung)(1.6)
rein formal festgehalten wurde, kann jetzt ebenfalls bestimmt werden:

—(z—ag)?

e R dz (11.12)

—(z—a1)?

pe = P(S; e 20 dz+4 P(So

Ao 00
Ny e
\/ﬂ *On, Iy \/ﬂ " On,
. )
Diese Integrale entsprechen gerade der Q-Funktion, welche bekaeisi nicht analytisch berechnet, aber
zum Beispiel tabellarisch bestimmt werden kann. Mit der Q-Funktion ergibtfelgender Ausdruck fir die
Bitfehlerwahrscheinlichkeit:

ap — A as — A
Pe = Q <|10|> -P(S1)+Q <|2O'0|> - P(S2) (11.13)
Um die optimale Schwellg fiir eine minimale Bitfehlerwahrscheinlichkeit zu finden, kann in Gleichung
(11.12 p. nach)\q abgeleitet werden und die Nullstelle dieser Ableitung bestimmt werden. Dadualgir
erstes diese Gleichung vereinheitlichend so umgeformt, dass die Integgaioren des zweiten Integrals
jenen des ersten Integrals entsprechen:

)\0 )\0
pe=PS)- [ fale|S)dzt P(S2) 1= [ fale] S0 d: (11.14)
Die beiden Integrale kdnnen anschliessend zusammengefasst werden:
Ao
pe = P(S5) + / P(S1) - f2(2 | S1) = P(Ss) - f2(2 | Sb) dz (11.15)

—00



11.3. MAP-Kriterium und Maximum-Likelihood Detektor 193

Nun ist die Ableitung nach, berechenbar und muss fiir das Auffinden des Minimums an der Stelle

gerade Null ergeben:
dpe
d o

Die beiden Terme dieser Differenz kdnnen gleichgesetzt werden:

fz(Xo | S1) - P(S1) = fz(Xo | S2) - P(S2) (11.17)

=P(51) - fz(Xo [ S51) = P(S2) - fz(Xo | S2) =0 (11.16)

Die Entscheidungsschwellg, befindet sich also an jener Stelle, wo die beiden R{if;) bzw. P(S2) ge-
wichteten Gaussfunktionen in Abbildungl(3 ihren Schnittpunkt haben.

Der Detektor muss sich daher nach folgender Regel entscheiden, Bitfdlderrate zu minimieren:

HypotheseH;: falls fz(z | S1) - P(S1) > fz(z | S2) - P(S2)

HypotheseH,: falls fz(z | S1)- P(S1) < fz(z | S2) - P(Ss) (11.18)

Diese Regel fur die Wahl der Hypothesen entspricht aber geradeitgiangs mit Gleichundl(.8 erlauter-
ten MAP-Kriterium, welches jenes Symbol auswébhlt, bei welchem die bediMgtescheinlichkei(.S; | z)
in Abhéangigkeit des Amplitudenwertg47") am grossten ist.

Der exakte Wert des Entscheidungsschwajlesoll nun berechnet werden. In Gleichurdid (17 werden die
Wahrscheinlichkeited®(.S1) und P(S2) auf der rechten und die Amplitudendichtefunktionen auf der linken
Seite der Gleichung zusammengefasst ung fig | .S;) die entsprechende Gaussfunktion geméass Gleichung
(11.12 eingesetzt:

—(ro—a1)?
Vo ¢ P(S)
27-0n, o 2
) _(/\0_"‘2)2 - P(Sl) (1119)
QUHO
Vomon, €
Der Faktor———— kann gekiirzt werden und der Quotient der beiden Exponentialfurgktikann als Diffe-

2T-0n,

renz im Exponenten zusammengefasst werden, wobei gleichzeitig dieatjsahe Funktion im Exponenten
ausmultipliziert und der Exponent anschliessend vereinfacht wurde:

(a1—ag)—(a2—a?
62)\0( 1 20272;( 1 2) - P(SQ)
P(S51)

(11.20)

Durch logarithmieren von beiden Seiten der Gleichung werden keine liaséty, ungultigen Lésungen ge-
neriert, da der Logarithmus eine stetig ansteiegende Funktion ist und ddrisiee links und rechts der
Gleichung keine negative Werte aufweisen kdnnen. Damit:

2)\0 . (a1 — CLQ) — ((I% — a%) _ 111 P(SQ)

207, P (11.21)
Auflésen nach\ ergibt schliesslich:
ai+ay | o, P(S2)
= CHEN | 11.22
>\O 2 + a1 — a9 nP(Sl) ( )

Dieser Entscheidungsschwellg ist nicht nur abhéngig von den nominalen Amplitudenwertemund as,
sondern auch von den Auftretenswahrscheinlichkeftési; ) und P(S2) von Mark und Space sowie der sta-
tistischen AC-LeistungELo des aufbereiteten und abgetasteten Kanalrauschens.

Die Haufigkeit von Mark und Space sowie das Kanalrauschen sindmnver &tsachlich durchgefihrten Da-
tenkommunikation noch unbekannt und mussten als Parameter dem EmpiBaggeben oder von diesem
geschatzt werden. Diese beiden Schatzungen beeinflussen eirdies&itgebnisse des Detektors, sind aber
umgekehrt auch von diesen Ergebnissen abhangig.
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11.3.2 Maximum-Likelihood Detektor

Sind die WahrscheinlichkeiteR(.S;) und P(.S2) unbekannt, dann kann die Schwelgdes Detektors nicht
nach dem MAP-Kriterium optimiert werden. In diesen Fallen kann auf derifum-Likelihood-Detektor
(oder abgekdrzt: ML-Detektor) ausgewichen werden, welcher gpickse Wahrscheinlichkeite?(.S;) fur
alle Symbole annimmt, was im binéren Fall fir Mark und Space eine Wahréich&git von P(S;) =
P(S2) = 0.5 ergibt.

Dies scheint vorerst eine erhebliche Einschréankung bei der OptingelemEntscheidungsschwelle zu sein.
Allerdings ist die Annahme von 50% Mark und Space in vielen Féllen eine gatd,\Wa man in Kom-
munikationssystemen oft auch aus Griinden des Spektrums, der Syisatiom oder zur Maximierung des
Informationsflusses eine solche ausgeglichene Verteilung von Markpack anstrebt.

Anstatt wie beim MAP-Kriterium das empfangene Signal aufgrund dessgety A-Posteriori-Wahrschein-
lichkeit P(S; | z) zu bestimmen, reduziert sich die hierzu benutzte Gleichtit@(noch auf den Vergleich
der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichtga(z | S;).

Dies bedeutet, dass der ML-Detektor jenes Synthalls gerade empfangenes Symbol wéahlen soll, fir wel-
ches (unabhé&ngig von der relativen HaufigkBitS;) dieses Symbols) die gerade empfangene Amplitude
z(kT) am wahrscheinlichsten generiert wird.

Um den Vergleich zu normieren, kann fir jeden Wertlas Verhaltnis der bedingten Wahrscheinlichkei-

ten mit der sogenannten Likelihood Rafi¢z) = fgj}glg berechnet werden.

Dann lautet die Regel fur die beiden Hypothegénund H,

HypotheseH;: falls A(z) > 1

HypotheseH,: falls A(z) < 1 (11.23)

Die Amplitudenverteilungfz(z) beim Empfanger fir den Fall von gleich haufigen Mark und Space ist im
nachfolgenden Graphen dargestellt:

. --—+—Afz(z)+fz(2|31) P(ST), 4 — P(S1)=0.5

1 e +=—+-+
o S T R T B
' 1 i ify)zs2)-P(82), | | | | | P(S2=05 ] | |
sqrt(2m) o, e
: Ol -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+
I R N T T T O T N S T (N (R (R (R (R N B
O ak Tak Sk T SR ct—+—F—F—F—F—F—+—+
I R o | | R T T T T R B
I k k Tk Ty S + -t —d—d—d - -+ —+
I N I Lo Lo | W
: e i S
I R R LA | Lo
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Abbildung 11.4: Amplitudenverteilung der gesamten Ubertragung bei glhitifigen Mark und Space

Aus Symmetriegriinden ist sofort klar, dass die optimale Schwelldes ML-Detektors auf folgende sehr

einfache Weise berechnet werden kann: n
Ao = 2 . 2 (11.24)

Dieses Ergebnis wird bestatigt wenn in Gleichubd.22 P(S,) = P(S2) = 0.5 eingesetzt wird.

Auch die Berechnung der Bitfehlerrgte gemass Gleichundl{.13 vereinfacht sich fiir den ML-Detektor,
daP(s1) = P(s2) = 3 gilt und auch die bedingten Wahrscheinlichkeit(H, | Si) und P(H; | S3) aus
Symmetriegriinden identisch sind.

pe = P(Hy | $)) = P(H; | $2) = Q (‘“2; “2) (11.25)
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Unabhangig davon, ob nun ein Detektor nach dem MAP-Kriterium odeMéiDetektor verwendet wird,
kann festgehalten werden: die verbleibende unumgéangliche Wahrschieit p. eines Ubertragungsfeh-
lers kann flir gegebene Signalformen(t) und s(t), gegebenes Leistungsdichtespektrinles AWGN-
Rauschens sowie gegebenes Eingangsfilter berechnet werden. Die Frage, wie nun auch noch das Ein-
gangsfilterh(t) beschaffen sein muss, damit die Bitfehlerrateninimiert wird, soll im néachsten Abschnitt
geklart werden.

11.4 Optimales Empfangsfilter

In diesem Abschnitt wird untersucht, auf welche Weise das lineare Rilt¢roptimiert werden kann, damit
die Fehlerwahrscheinlichkeit. der Ubertragung minimiert wird.

11.4.1 Matched Filter

Beim Matched Filter handelt es sich um ein an die Signalformét) und ss(t) angepasstes Filter, welches
den Unterschied zwischen Mark und Space zu den Abtastzeitpuhkteh - T" maximiert und gleichzeitig
den Rauschanteit,(k¥7") minimiert. Damit ergibt sich zu den Zeitpunkteén= k - T' ein grosstmoglicher
Stoérabstand SNR welcher zur Minimierung der Bitfehlerragg flhrt.

Da es qilt, einerseits den Unterschied zwischen Mark und Space d.h. dezeD# der Amplitudenwerte
ay unday zu maximieren und gleichzeitig die Verarbeitung im Eingangsfiitey linear ist, werden die nach-
folgenden Uberlegungen gleich mit dem Differenzsignal von Mark yrat8s(t) = s; () — s2(¢) vollzogen:

* s(t) = s1(t) - s2(t) sei das Differenzsignal der beiden determinierten und bekannten!f8igmen
s1(t) undsa(t).
» n(t) sei jeweils eine Musterfunktion das ergodischen AWGN-Rauséhgin, welchess(t) tberlagert

ist.

* h(t) sei die Impulsantwort des zu bestimmenden Filters, an dessen Ausgarigrdemer Bitzeitl”
die SNR des verrauschten Differenzsigngly + n(t) maximal ist.

* a(t) = s(t)xh(t) sei das Ausgangssignal des Eingangsfiltg€t$, wenn an dessen Eingang das rausch-
freie Differenzsignak(¢) anliegt.

* a(T) = a1 — ag kann auch als Fourier-Rucktransformierte geschrieben werdem dasSpektrum
S(w) mit dem Frequenzganl (w) des Empfangsfilters gewichtet wird:

+o0o

o(T) = 2i / H(w) - S) - T du (11.26)
T

+oo

« Mit der mittleren Ausgangsleistung des Rausch&ps= E[n? = 2i f | dw folgt fur
den Storabstand SNRim Eingang des Detektors:
2
(1/27)? H(w) - S(w) - e*T dw
Sy f (11.27)
N), N, '

(n/2)(1/27f)7f |H(w)]? dw

Um den Ausdruck der SNRzu vereinfachen, kann auf die Cauchy-Schwarz Ungleichung kgeidgiffen

werden, welche ohne Beweis lautet:
+oo
/f2 2 dx - / |f1())? da (11.28)

sz ) fi(x
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Das Gleichheitszeichen gilt bei dieser Ungleichung nur, falls:) bis auf eine Skalierung mit einer reell-
wertigen konstanten' jeweils konjugiert komplex zuf (z) ist, d.h. fallsfo(z) = C - fi*(z) gilt. Fur die
KonstanteC' kann dabei auch ganz simgél= 1 oderC' = —1 gewé&hlt werden.

Waéhlen wirz = w und als zweite Funktiotfi,(z) den Frequenzgang des gesuchten optimalen Fifiés) =
H(w), ergbit sich im Z&ahler von Gleichundl1.27) gleichzeitig fur f;(x) als erste Funktionf;(w) =
S(w) - e, DaesT nur ein Phasenterm ist, gilt weite (w) - e/*| = [S(w)|, womit der Zahler der SNR
in Gleichung 1.27 wie folgt vereinfacht werden kann:

2 +o0 | 2 L\2 400 +o00
(%) U H(w)- S(w) - T du| < <%> [P do- [Is@P @ arz9

+oo
Durch Kurzen von | |H(w)|* dw in Gleichung (1.27 ergibt sich folgende obere Grenze des Storabstands

—0o0
SNR, zum optimalen Abtastzeitpunht:

+o0o
2 1 2.
SNR, < = — / 1S(w)]? dw = =1 (11.30)
n 27

n

Bei E; handelt es sich dabei um die Energie des Differenzsignals der beigealfSrmen von Mark und
Space, das heisst der Energie wt) = s1(t) — sa(t).

Die obere Grenze der SNR= % ist nur abhangig von den beiden Signalformarit) und sy (t) am
Eingang des digitalen Empféngers, sowie dem Leistungsdichtespektdes AWGN-Rauschens.

Der maximale Stérabstand SWRum Abtastzeitpunki” wird erreicht, fallsH (w) = C - S*(w) - e 97T,
Dieses Filter ist optimiert im Hinblick auf die beiden Signalformeiit) und so(¢) von Mark und Space und
wird als Matched Filter (angepasstes Filter) bezeichnet.

Da das Differenzsignal(t) = s1(t) — sa(t) reellwertig ist, giltS*(w) = S(—w), wobeiS(—w) die Fourier-
Transformierte vons(—t) ist. Der Multiplikation mite=/“7 im Frequenzbereich entspricht eine zeitliche
Verzdgerung uni” im Zeitbereich.

Wird nun die Konstant€' = 1 gewahlt, ergibt sich folgende Impulsantwéxt) des angepassten Filters:
h(t) = s(T —t) (11.31)
Graphisch kann die Impulsantwdt{t) des Matched Filters sehr einfach konstruiert werden:
 Spiegeln des Differenzsignadét) = s1(t) — s2(t) an der Ordinate, was(—t) entspricht.

» Anschliessend verzdgern (nach rechts schieben) des gespieSigitetts uml’, wash(t) = s(T' — t)
entspricht.

11.4.2 Kaorrelator

Der beste Storabstand SHRum Abtastzeitpunki” wird gemass vorhergehendem Abschnitt erzielt, indem
das Empfangssignal¢) mit dem Matched Filteh(t) = s(T' — t) aufbereitet wird. Der Filterausgangt)
ergibt sich aus der Faltung von Eingangssigria) mit der Impulsantworh(t) des angepassten Filters:

2(t) = r(t) * h(t) = /r(r)h(t —7)dr = /T(T)S(T —(t—7))dr (11.32)
0 0
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Dabei handelt es sich be{t) wie nun schon vielmals erwahnt um das Differenzsigit&l = s;(t) — sa(t)
der beiden Signalformen von Mark und Space.

Die Auswertung dieses Ausdrucks zum optimalen AbtastzeitpLirdegibt:

T
2(T) = /’I“(T)S(T —(T—71))dr = /’I“(T) -s(7) dr (11.33)
0

0

Dies entspricht aber gerade der Kreuzkorrelationsaghund s(¢).

Fur den optimalen Abtastzeitpunkt kann also anstelle des Matched Filters aquivalent ein Korrelator ver-
wendet werden, welcher das empfangene Sigtalmit dem Differenzsignas(¢) korreliert. Die Peakwerte
dieser Kreuzkorrelatiod,s(7) werden bei einer zeitlichen Verschiebung zwischén unds(t) vonT = 0
erwartet. Sie haben einen positiven Wert fur ein empfangenes Mark= s;(¢) und einen negativen Wert
flr ein empfangenes Spacg) = so(t).

11.4.3 Minimale Bitfehlerrate dank optimalem Detektor

Fur den FallP(S1) = P(S2) = 4 von gleich wahrscheinlichen Mark und Space wurde die Bitfehlegraite
Gleichung (1.2 schon berechnet und lautete:

Pe =Q (%1(;:22)
Fur eine minimale Bitfehlerrate muss nun das Argument der Q-Funktion maxinndéneDieses Argument

der Q-Funktion ist bis auf einen Fakt%é identisch mit der Wurzel aus der ShIRum optimalen Abtastzeit-
punkt. Von dieser SNRwurde der Maximalwert aber soeben berechnet.

Somit kann die minimale Bitfehlerrate bei gleich haufigen Mark und Space bestimrdéen:

Falls P(S1) = P(S2) = pe=Q (‘“20_ “2> >Q <\/;ET‘;> (11.34)

Dieses Ergebnis bezieht sich ausschliesslich auf Eingangsgrossé&mgdangers. Sind also die Signalfor-
mensy (t) undss(t) einmal gewahlt und das Leistungsdichtespektrum des AWGN-Rausbkkasnt, kann
die minimale und unumgangliche Bitfehlerrate berechnet werden, welchst beltbhestmdglicher Verarbei-
tung durch den Einsatz eines optimalen Detektors nicht verhindert wkeshen

Da die Bitfehlerrate von der Energie des Differenzsignals abhangt,ikalVert wie folgt verbessert werden:
» Gute Wahl vons; (t) undss(t), deren Differenz(¢) auch bei kleiner Sendeleistung gross ist.
e Erh6hung der Empfangsleistung (z.B. durch héhere Sendeleistemndlethere Kanaldampfung).
e Erh6hung der Symbolz€it, was aber zugleich eine Reduzierung der Datenrate mit sich bringt.

Abschliessend soll noch betont werden, dass Bitfehler in jedem Komntigrikaystem unumganglich sind.
Da aber die Q-Funktio®)(x) fur Argumenter > 5. ..6 extrem schnell gegen Null strebt, kann in der Praxis
durch eine geniigend hohe Empfangsleistung und/oder eine genliggedSiambolzeifl” eine de facto feh-
lerfreie Ubertragung realisiert werden.

Beispiel 1: unipolares NRZ-Signal
Ein unipolares NRZ-Signal mit Bitzelf’ habe beim Empféanger eine konstante Amplitége= A fur Mark unds. = 0 fur Space,
wobei Mark und Space gleich haufig vorkommen. Die spektrale AW@Nilingsdichte des Rauschens betiéige; = 7.
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Differenzsignal Uber Symbolzelt:  s(t) = s1(t) — s2(t) = A
Differenzenergie pro Symbol: E,;=A%.T

Bitfehlerwahrscheinlichkeit: P.=q (%)= (/%45)

Fir einen fairen Vergleich mit anderen Leitungscodes soll nun die mitteistung beim EmpfangeP jeweils gleich gross gewahlt
werden.

2

Mittlere Leistung bei je 50% Mark und Space: P=1A4+1.02=4

Einsetzen in Formel fir Bitfehlerwahrscheinlichkeit:P. = Q (1 / ?)

Beispiel 2: bipolares NRZ-Signal
Ein bipolares NRZ-Signal mit Bitzeif’ habe beim Empfanger eine konstante Amplitugde= A fir Mark unds, = — A flr Space,
wobei Mark und Space gleich héaufig vorkommen. Die spektrale AW@Ntlingsdichte des Rauschens betréige = 2.

Differenzsignal Uber Symbolzeit:  s(t) = s1(t) — s2(t) =2- A

Differenzenergie pro Symbol: Eq=4-A%.T
Bitfehlerwahrscheinlichkeit: P.=Q (, /%) -Q ( 4‘gf]‘T)

Fur einen fairen Vergleich mit anderen Leitungscodes soll nun die mittiistung beim EmpfangeP jeweils gleich gross gewanhlt
werden.

Mittlere Leistung bei je 50% Mark und Space: P=1-A"+1.A"=47

Einsetzen in Formel fur Bitfehlerwahrscheinlichkeit:P. = @ (\/E)

n

Vergleicht man die Bitfehlerrat&, mit jener des unipolaren NRZ-Signals, ist das Argument der Q-Funktioreinen Faktor/2
héher. Ein Blick in die Tabelle der Q-Funktion zeigt, dass dieser Faktar bei sehr hohen BitfehlerrateR. ~ 0.1 eine relativ
kleine, bei moderaten Bitfehlerratéh < 0.001 eine massive Verbesserung der Bitfehlerrate ergibt.

Erklaren kann man sich diese Verbesserung dadurch, dass eifaneippRZ-Signal viel DC-Leistung enthélt, welche keinen infor-
mationstragenden Beitrag beim Empfanger liefert.

Beispiel 3: OOK
Ein OOK-Signal mit BitzeitI" sendets; = A - cos(w.t) fir Mark unds, = 0 flr Space, wobei Mark und Space gleich haufig
vorkommen. Die spektrale ANGN-Leistungsdichte des Rauschengbétkay = 2.

Differenzsignal Uber Symbolzeft:  s(t) = s1(t) — s2(t) = A - cos(wet)

Differenzenergie pro Symbol: Eq ~ %A2 -T (exakt, fallsT = n - ﬁ)
Bitfehlerwahrscheinlichkeit: P.=Q (, /%) =Q ( A;T)

Fiir einen fairen Vergleich mit anderen Leitungscodes soll nun die mittistung beim EmpfangeP jeweils gleich gross gewahlt
werden.

Mittlere Leistung bei je 50% Mark und Space: P=1.42 41 02= 42

Einsetzen in Formel fUr Bitfehlerwahrscheinlichkeit:P. = @Q (@ / ?)

Bei gleicher Empfangsleistung ergibt sich fiir OOK dieselbe Bitfehlerrafe wie bei einem unipolaren NRZ-Signal.

Beispiel 4: BPSK
Ein BPSK-Signal mit Bitzeifl’ sendets; = A - cos(w.t) fir Mark unds, = — A - cos(w.t) fiir Space, wobei Mark und Space gleich
héufig vorkommen. Die spektrale AWGN-Leistungsdichte des RausdherageSny = 7.

Differenzsignal Uber Symbolzeft:  s(t) = s1(t) — s2(t) =2+ A - cos(wet)
Differenzenergie pro Symbol: Eq~2A%.T (exakt, fallsT = n - +-)

Bitfehlerwahrscheinlichkeit: P.=Q Q/%) =Q (\/@)
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Firr einen fairen Vergleich mit anderen Leitungscodes soll nun die mitteistung beim EmpfangeP jeweils gleich gross gewahlt
werden.

Mittlere Leistung bei je 50% Mark und Space: pP=1. %2 +

A2 A2
2 2

N

3l

Einsetzen in Formel fur Bitfehlerwahrscheinlichkeit:P, = Q ( Z U'T)

Bei gleicher Empfangsleistung weist (analog zu einem bipolarem NRZ-Signal) auch das BPSK-Signakimléich zum OOK-
Signal eine deutlich tiefere Bitfehlerrate auf.
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Kapitel 12
Informationstheorie

12.1 Informationstheorie nach Claude Shannon

Die Informationstheorie wurde mit der Veroffentlichung des dazu wegmelisn Papers von Claude Shannon
begrindet. Der Informationsgehalt von digitalen Signalen kann mit Hilfeediesormationstheorie quantifi-
ziert und die Fahigkeit von Kandlen, diese Information zu transferiéestimmt werden.

Als erstes soll die Sichtweise auf den Informationsbegriff nach Shaetwas umrissen werden. Es geht
bei diesem Begriff weniger um wissenswerte Neuigkeiten, welche deteBelem Empfanger mitteilt, son-

dern eher um die Beantwortung von konkreten Fragen, welche derdaggfan den Sender richtet. Ein
gutes Beispiel fur eine solche Frage des Empfangers konnte lautehgwBitwert als ndchstes vom Sender
Ubertragen wurde. Oder — wenn man den Empfang eines einzelnen Bitsfalls&periment betrachtet und

die Frage viel allgemeiner formuliert — welches das néchste ErgebnisA&ifesexperiments ist.

An dieser Stelle sollen Fragen als ,gute” und ,schlechte* Fragen betweetelen, wobei diese Bewertung
hier auf binére ,Ja/Nein“-Fragen, also Fragen, welche entweder mdelaNein beantwortet werden knnen,
beschrankt werden soll.

Eine ,gute” Frage ist eine Frage, bei welcher die Antwort moglichst vieléwissheit beseitigt. Dies trifft zu,
wenn die Wahrscheinlichkeit fir ein ,Ja“ oder ein ,Nein“ gleich grossdsh, P(,Ja“) = P(,Nein“) = 0.5
gilt. Die Antwort auf diese Frage entspricht einem Bit, was im Zusammenhandemlhformationstheorie
nicht Binary Digit, sondern Binary Unit bedeutet. Eine gute Frage konntetaob beim Munzwurf als nach-
stes das Ergebnis ,Kopf* herauskommt.

Bei einer ,schlechten“ Frage ist die Beseitigung von Unsicherheit geda sich die Wahrscheinlichkeit
fur ein ,,Ja“ von jener eines ,Neins" deutlich unterscheidet. Ein Beispietine ,,schlechte” Fragestellung ist
zum Beispiel, ob es morgen in der Sahara regnen wird. Auch im herbstligiredon wird die Antwort auf
diese Frage nur einen kleinen Gewinn an Information erzielen. Der $tedlge kann aufgrund der ungleich
verteilten Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisse dieses Zufallsexperimientssultierende Antwort schon
mit grosser Sicherheit erahnen, das heisst, es wird mit der Antwortenigwnsicherheit beseitigt.

Bei wiederholt ,schlechten” Fragen besteht grundséatzlich immer die Migdit, die gleiche Informations-
menge auch mit weniger aber geschickteren Fragen einzuholen. Angliatt titach dem Regen in der Sahara
zu fragen, kénnte man sich ja auch kurz und knapp mit einer einzigeer Erigndigen, ob es die ganze kom-
mende Woche einmal regnen wird. Sollte dies in einem seltenen Fall tatsaéhtichl eutreffen, kann immer
noch mit zusatzlichen ,Ja/Nein“-Fragen nachgehakt werden, an areMiochentagen dies der Fall sein wird.
Im Schnitt wird sich so aber die Anzahl der Fragen deutlich reduzieren.

Somit besitzen Zufallsexperimente mit ungleich wahrscheinlichen Ergebnidgfanbar pro Durchflihrung
weniger Information, als solche, wo kein Vorwissen vorhanden ist, wesl&ngebnis zu favorisieren ist. Die-
ses a-priori Wissen Uber die Wahrscheinlichkeitsverteilung ermoglichdiesAnzahl Fragen im Mittel zu
reduzieren, indem Fragen gestellt werden, bei welchen haufig iuitie Ergebnisse des Zufallsexperiments
nach wenigen Antworten feststehen, wahrend man fur die seltenerigmiEse einige Fragen mehr investie-
ren darf, da deren Anzahl im statistischen Mittel weniger ins Gewicht fallen

201
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Wenn man diese Strategie der geschickten Fragerei auf die ErgebimnieseZafallsexperiments herunter-
bricht, stellt man fest, dass Ergebnisse mit hoher Auftretenswahrsché&gitieinen kleineren Informations-
gehalt haben als Ergebnisse, die statistisch seltener auftreten.

12.1.1 Diskrete gedachtnisfreie Quellen und Kanale

Um ein einfaches Modell fur die nachfolgenden Kapitel erstellen zu &bysind folgende zwei Begriffe von
Bedeutung:

» Diskrete gedéachtnisfreie Quellg Englisch: discrete memoryless source, DMS)
Eine zeitdiskrete Quelle generiert zu den Zeitpunktenk - T° Symbole. Die Quelle selber nennt man
diskret, wenn die Symbole nur Werte aus einem endlichen Alphabet annétimeen. Eine diskrete
Quelle ist genau dann gedachtnisfrei, wenn die ausgegebenen Syarteatwr aufgrund ihrer Auftre-
tenswahrscheinlichkeit generiert werden und statistisch unabhangigevovorangehenden und nach-
folgenden Symbolwerten sind. Die diskrete gedachtnisfreie Quelle kamritdiskreter Zufallsprozess
X (t) modelliert werden, bei welchem statistisch unabhangige Zufallsvaridhlea X (k- T') zeitlich
aneinandergereiht sind.

 Diskreter gedachtnisfreier Kanal (Englisch: discrete memoryless channel, DMC)

Ein diskreter gedachtnisfreier Kanal Gbertragt zu den diskreten Zeitpnk - 7' Symbole einer dis-
kreten Quelle zu einem Empfanger. Den Kanal selber nennt man dislaen &r die diskreten Zu-
fallsvariablenX, auf wiederum diskrete Zufallsvariabléf, am Kanalausgang abbildet. Der diskrete
Kanal ist genau dann gedachtnisfrei, wenn die Ausgangszufallbi@alig nur von der aktuellen Ein-
gangsvariableX;, abhangt und die bedingten Wahrscheinlichkejény, | z;), welche definieren, wie
Eingangssymbolwerte; auf die Ausgangssymbolwertg korrekt oder fehlerhaft abgebildet werden,
unabhangig von zeitlich vorangehenden und nachfolgenden Symbiéighengen sind.

12.1.2 Mathematische Definition von Information

Der Informationsgehalt eines Zufallsexperiments ist aufgrund der eimtisite Uberlegungen offensichtlich
mit der Wahrscheinlichkeit von Ereignissen verbunden. Seltene Ersggnében einen hohen, statistisch hau-
fig auftretende Ereignisse einen tiefen Informationsgehalt.

Weiter soll der Informationsgehalt sinnvollerweise mit einem positiven \Mesgedriickt werden kénnen:
jedes neu durchgefuhrte Zufallsexperiment, dessen Ergebnis nglibenergehenden Experimenten mit Si-
cherheit vorausgesagt werden kann, erhoht den Informatioakgéter Versuchsreihe.

Schliesslich scheint es auch sinnvoll, dass bei zwei oder mehreretistatisnabhéngigen Ereignissen, die
jeweils gewonnene Informatiof(z) jedes einzelnen Experiments aufsummiert wird. Wahrend sich bei sta-
tistisch unabhéngigen Ereignissen die Verbundwahrscheinlich¥eit, A;) durch Multiplizieren der Wahr-
scheinlichkeiten der EinzelereignisB¢A;) und P(A;) ergibt, wird dies beim InformationsgehditA;, A;)
durch eine Addition ausgedruckt:

Falls P(A;, A;) = P(A;)- P(A;) sollgelten: I(A;, A;) =1I(4;)+I(A;j)

Mit diesen drei Eigenschaften ergibt sich zwingend ein logarithmischeaZimenhang zwischen Informati-
onsgehalt und Wahrscheinlichkeit von Ereignissen. Im Sinne der elat/iffragen bietet sich der Zweierlo-

garithmus als sehr praktische Einheit an (doch héatte der Informatiorisgabh mit einer anderen Basis des
Logarithmus definiert werden kénnen):

I(x;) = —logy P(x;) (12.1)

Die Einheit des so definierten Informationsgehdits;) ist das Binary Unit (bit). Es besitzt zwar in abge-
kirzter Schreibweise die Einheit bit wie das Binary Digit, muss aber voregiesterschieden werden: nur
wenn Mark und Space statistisch gleich haufig von einer gedachtnis@eielte generiert werden, besitzt ein
Binary Digit den Informationsgehalt eines Binary Units. In allen andegdlef ist der Informationsgehalt in
Binary Unit insgesamt kleiner als die Anzahl der zur Codierung verewmdBinary Digits.
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12.1.3 Entropie

Ist der Informationsgehalt jedes Symbols einer diskreten gedachtersfeielle (DMS) oder der méglichen
Ergebnisse eines Zufallsexperiments bekannt, kann der mittlere Informgeioalt dieser DMS bzw. des Ex-
periments bestimmt werden. Dieser statistisch gemittelte Informationsgehalt f@disvariable X wird als
EntropieH (X) bezeichnet.

Besitzt die Quelle bzw. das ZufallsexperimeXitkein Gedachtnis, entspricht ihre Entropif X ) gerade
dem Erwartungswert des Informationsgehalts von statistisch unable@rgiggebnissen:

H(X)=E[I(x;)]=> P(w:) I(z:) = — > P(x;)logy P(x;) [bit/Symbol] (12.2)
Die EntropieH (X) nimmt je nach Verteilung der WahrscheinlichkeitB(;) Werte in folgendem Bereich
an:

0 < H(X) <logym flreine Quelle mitn unterschiedlichen Symbolen
0<HX)<1 im binaren Fall mitn = 2

Die maximale Entropiéimax(X ) = log, m wird erzielt, wenn alle Symbole mit gleicher Wahrscheinlichkeit
auftreten. Genau dann ist die Unsicherheit Gber das Ergebnis eifas&xperiments am grossten.

Der Beweis, dass die maximale Entropieax(X ) = log, m ist, kann mit folgender Absché&tzung durchgefiihrt werden. Die Anna
men scheinen vorerst etwas willkurlich, liefern aber zum Schluss deisrgehte Ergebnis.

Als erstes soll daran erinnert werden, dass der naturliche Logasthederzeit mit einem Logarithmus anderer Basiausge-
driickt werden kann:

log,, (z 1 x
In(z) = 102225; zB. In(z) = 12:2((5))

Weiter erfillt der nattrliche Logarithmus(z) folgende Ungleichung, wobei die rechte Seite der Ungleichung die ltbgarskurve
gerade an der Stelle = 1 beriihrt:

In(z) <z -1

Seien nunX (\) undY () zwei diskrete gedachtnisfreie Quellen, welche beide tber ein Alphabet iBymbolen verfiigen, deren
Auftretenswahrscheinlichkeiten. (z;) undpy (y;) vorerst je beliebig verteilt seien. Mit der soeben festgestellten oberemz&ffir
In(z) kann nun folgende Ungleichung aufgestellt werden, welche in derfalgehden Zeilen umgeformt wird:

py (yi) py(Wi)
In (mm) S et 1
In(py (3:)) — In(ps () < PRt
Pa(mi) - In(py(yi)) — polmi) - Wn(pa(zs) < py(ys) — pali)
Pz (24)-10ogs (Py (¥i)) —Ppa (x4)-1ogs (Pa (@) < py(ys) — pelas)

logse
Die letzte Ungleichung soll nun tber samtlicheSymbole summiert werden. Damit werden rechter Hand die Wahrdiciindigiten
samtlicher Symbole voX () bzw. Y (\) aufsummiert, was jeweils den Werund in der Differen? ergibt. Linkerhand entspricht
die Summe des zweiten Terms im Zahler gerade der Definition der Entrepi@wklle X :
igl Pz (x;)-logs (py (yi)) H(X) <0

logse logs e

H(X) < = 3 pale) - 108, (py (1))

=1

Wahrend nun die Wahrscheinlichkeiten(z;) fir die Symbole der Quellé& (\) weiterhin beliebig verteilt sein sollen, nehmen wir
etwas willkurlich an, dass die Symbaje der QuelleY () gleich h&aufig mitp, (y;) = # vorkommen sollen. Dieser Schritt andert
nichts an der Korrektheit der Ungleichung, doch hilft er, den rechegmTveiter zu vereinfachen:

H(X) < = 3 pe(a) - logy ()

m

H(X) < logy(m) - 2 po(i)
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Wiederum ergibt die Summe der Wahrscheinlichkeiten samtlicher Symbalen X (\) den Wertl, unabhéngig davon, wie diese
Wahrscheinlichkeitep, (x; ) tatsachlich verteilt sind. Und damit:

H(X) <log,(m)

Die Frage, ob der Wetlbg, (m) von Hmax(X') Uberhaupt erreicht werden kann, ist schnell beantwortet: treten yaifdb&e von
X (X) gleich haufig mit der Wahrscheinlichkeit (z;) = -1 auf, dann besitzt diese Quelle gerade die Entrdpie) = log, (m)
und erreicht somit die abgeschétzte Grenze. Bei dieser gleichvertgilferetenswahrscheinlichkeit der Symbateist somit auch
die EntropieH (X) der QuelleX (A\) maximal.

Ist die Entropie einer Quelle nicht maximal, erzeugt sie einen Datenstror8ywobolen mit einem Informa-
tionsgehalt, welcher kleiner ist, als was theoretisch moglich ware. Bei digsgenschied zwischen der ma-
ximal moglichen Entropiéimax(X ) und der tatséchlich generierten mittleren Informationsmenge pro Symbol
H(X) handelt es sich um die Redundanz der QUEI& ):

R(X) = Humax(X) — H(X) =logym + Y _ P(x;)logy P(x;) [bit/Symbol] (12.3)

(2

Mit Hilfe der Symbolratedsps kann die Informationsrate einer Quellg,s auch in einer Anzahl Binary Unit
pro Sekunden ausgedriickt werden:
Tiops = dsps- H(X)  [bit/s] (12.4)

Diese Informationsrate kann durch eine mdglichst hohe EntrHgi& ) maximiert werden. Optimieren der
EntropieH (X)) ist Aufgabe der Quellencodierung, welche versucht, eine Quallmit Alphabeta;, Entro-
pie H(X;) und RedundanZ(X;) so auf eine zum Beispiel binér codierte neue Qu&lemit Alphabetas
abzubilden, dass deren Entrogig X>) maximiert und deren Redunda@®Z X ) minimiert wird.

12.1.4 Klassifikation von Kanélen
Ein Kanal bildet die Symbole aus dem Alphabet des Senders auf Symbetetgimpfangsalphabets ab.

X4

Y4

Xy

Y2

X3 Y3

Y4

}KX

X5

Ys

Abbildung 12.1: Allgemeines Kanalmodell

Ziel bei einer Informationsibertragung ist, dass der Empfangerandgier empfangenen Symbole die ur-
spriinglich gesendete Information wieder rekonstruieren kann. Blsdsnait Ubertragungsfehlern im Kanal
zu rechnen, das heisst es gibt fur jedes gesendete Symbol eineegémiszhl von Ubergangen auf Emp-
fangssymbole am Kanalausgang, welche mit einer bestimmten Wahrschegitlehitreten.

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten dieser Ubergange kénnen in Maldestellung in der Kanalmatrix
festgehalten werden:
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P(yi|xz1) P(y2|x1) ... Plyn|z1)
i) | Pl ) F e
P(y1|xm) P(Z/Q‘mm) P(yn|xm)

Alternativ dazu kénnen die Auftretenswahrscheinlichkeiten der Symbokbenfalls in die Matrizendar-
stellung miteinbezogen werden. In der Verbundmatrix stehen die absolutéret@nswahrscheinlichkeiten
samtlicher korrekten und fehlerhaften Ubertragungsvarianten deslsan

P(yi,z1) P(y2,2z1) ... P(yn,21)
)< | P P Pl
Py, xm) Py2,2m) .. P(yn,Tm)

Da der Kanal wegen seines zufallig fehlerhaften Verhaltens die Eisggnbole auf verschiedene Ausgangs-
symbole abbilden kann, wirkt sich dies insgesamt auf die tatsachlich Upamgrdnformation vom Sender
zum Empfanger aus. Statistisch gemittelt kann dies mit bedingten Entropiezdaiiskt werden:

H(X]Y)

H(X) H(X,Y)

H(Y[X)
Abbildung 12.2: Informationsfluss tber einen verrauschten Kanal

Aus Sicht des Senders gibt es neben der Entréffi& ) des Eingangsalphabets noch eine gewisse Informa-
tionsmenge (Y | X) Uber den Kanal selber, welche fehlt, um zu wissen, wie sich der Agsgatzesy”
exakt verhalt.

Ebenso gibt es aus Sicht des Empféngers neben der Entipieé noch einen gewissen Informationsbe-
darf H(X | Y) welcher im Kanal verloren ging, um exakt zu wissen, welche Symbol&uhgangsprozess
X generiert hat.

Ist in beiden Féallen diese zusatzliche Informationsmenge vorhanddiigivenan Uber das ganze Wissen
des Eingangsprozesses, des Ausgangsprozesses und samtligtigenuAblaufe im Kanal. Dies kann mit
der Verbundentropie ausgedriickt werden:

HX,Y)=H(X)+HY | X)=H(Y)+H(X|Y) [bi'Symbol] (12.5)

Weiter geht aber einerseits nfif(X | Y') Information vom Eingangsprozess verloren, da der Empfanger
nicht mehr tber diese Information verfligt. Gleichzeitig wird durch denaKamt seinem zufalligen Verhal-
ten eine Informationsmengd (Y | X) generiert, welche nicht von der Quelle stammt, sich aber beim
Empfanger” bemerkbar macht.

Bei der tatséchlich Ubertragenen Informationsmenge von der Qieltam Empfangey” handelt es sich
um die Transinformation (Englisch: mutual informatidif)X; Y'), welche wie folgt definiert wird:
I(X;Y)=HX)-HX|Y)=H(Y)—-H(Y | X) [bit/Symbol] (12.6)

Sie gibt an, wieviel Information tUber die Zufallsvariab{ein der Zufallsvariablé” enthalten ist. Zu beachten
in der Schreibweise ist das Semikolon, mit welchem speziell in nachfolg&idiehung (2.7) die Transin-
formation/(x;; y;) von der Verbundinformation(z;, y;) unterschieden werden kann, bei deren Schreibweise
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die beiden Argumente durch ein Komma getrennt sind.

Die Transinformation kann (ohne Beweis) auch fur einzelne diskretéeWgundy; bestimmt werden:

P(z; | yj) P(y; | z:)
I(z;;y,) = logy ————= =logy ————=
Dabei erreichtl (z;; y;) sein Maximum-— log, P(z;), wennP(z; | y;) = 1 gilt und somit aus der Beobach-
tung eines empfangenen zu hundert Prozent auf ein gesendetggeschlossen werden kann, womit der
gesamte Informationsgehditz;) Ubertragen wird.

[bit/Symbol] (12.7)

Bei statistischer Unabhangigkeit i8%(z; | y;) = P(z;) und somit/(x;;y;) = 0, d.h. ausy; kann nicht
weiter aufz; geschlossen werden, womit auch keine Information von der Quelle dgertrvurde.

Ist schliesslichP(z; | y;) < P(x;), dann wirdI(z;;y;) < 0. Es handelt es sich dabei um eine unerwar-
tete bzw. fehlerhafte Ubertragung, welche umso seltener auftritt, je kIifwer| y;) im Vergleich zuP(x;)
ist. Solche Fehlerfélle reduzieren statistisch gesehen die Transinforniaon”).

Fur die ZufallsvariableX (\) undY (\) kann nun Gleichungl@.6) auch wie folgt berechnet werden:

I(X;Y) =) log, <P(Jf(x“)/])> - P(z4,y;) [bit/Symbol] (12.8)
i g ¢

Um maglichst viel Information Ubertragen zu kdnnen, muss diese Tramsiation/(X; Y) maximiert wer-
den. Es kann dabei durchaus sinnvoll sein, im Eingangsalphabétsgefehleranféllige Symbole weniger
haufig oder gar nicht zu senden, auch wenn dies die Entéépi€) verkleinert, wenn gleichzeitig der Infor-
mationsverlus# (X | Y') dadurch deutlich reduziert werden kann.

Durch eine geschickte Auswahl der Auftretenswahrscheinlichkeéiten) kann man somit versuchen, die
Transinformation zu maximieren. Bei diesem Maximum handelt es sich um dialkapazitat;:

C, = max (I(X;Y)) [bit/Symbol] (12.9)

Durch Multiplikation vonC, mit der Symbolratelsps ergibt sich die Kanalkapazitétypsin Binary Unit pro
Sekunden:

Verlustloser Kanal

Beim verlustlosen Kanal (Englisch: lossless channel) geht von deoitetf/ (X ) keine Information im
Kanal verloren, d.hH (X | Y) = 0. Das Kanaldiagramm sieht somit wie folgt aus:
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Pa Y1
X4 Y2
1 “Pa
Py
Xy Y3
X3 1 “Po Ya

1 Ys

Abbildung 12.3: Kanalmodell eines verlustlosen Kanals

Die Kanalmatrix lautet damit beispielsweise wie folgt:

32000
[POYIX)]=|0 0 5 5 0
0O 0 0 0 1

Die Kanalkapazitat entspricht gerade der maximalen Informationsmentgdendie Quelle generieren kann.
Dies bedeutet bei einer Anzatd Eingangssymbole:

Cys = H(X) = logy,m [bit/Symbol] (12.11)

Deterministischer Kanal

Beim deterministischen Kanal (Englisch: deterministic channel) sind samtlichegéige vom Eingangsal-
phabet der Grésser auf das Ausgangsalphabet der Grogsseindeutig bestimmt. Der Kanal erzeugt damit
keine Zufalligkeit, d.n.H(Y | X) = 0. Allerdings geht Information verloren, wenn das Ausgangsalphabet
kleiner ist als das genutzte Eingangsalphabet:

X4

Xy Y1
1
1

X3 Y2
1

Xy Y3

X5

Abbildung 12.4: Kanalmodell eines deterministischen Kanals

Die Kanalmatrix lautet damit wie folgt:
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[P(Y [ X)] =

OO O =
O =R = OO
—_ oo O o O

Die Kanalkapazitat entspricht gerade der maximalen Informationsmendghen@n Ausgang des Kanals
vorhanden sein kann. Dies bedeutet bei einer Anzaklisgangssymbole:

Cy=H(Y) =logyn [bit/Symbol] (12.12)

Die Kanalkapazitat wird somit nicht erreicht, wenn die EntrafgieX ) maximal ist, sondern wenn die Symbo-
le z; mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung gesendet werden, bei weléhénusgangssymbole alle gleich
haufig auftreten.

Rauschfreier Kanal

Ein rauschfreier Kanal (Englisch: noiseless channel) ist sowohlstérs wie auch deterministisch. Samtliche
m Eingangssymbole werden eineindeutig auf die gleiche Anzakl m Ausgangssymbole abgebildet. Es
geht weder Information verloren (d.i/ (X | Y) = 0), noch erzeugt der Kanal irgendwelche zufélligen
Ubergange (d.he (Y | X) = 0):

X1 Y1
1

Xy Y2
1

X3 Y3
1

Xy Ya

Abbildung 12.5: Kanalmodell eines rauschfreien Kanals

Werden die Ausgangssymbole entsprechend den sie erzeugendendssgmbolen durchnummeriert, be-
steht die Kanalmatrix aus einer Einheitsmatrix:

1 00 ... 0
0O 1 0 ... 0
PYV|X)=| 0 01 .. 0
0 0 0 ... 1

Die Kanalkapazitat entspricht gerade der maximalen Informationsmengéngaing bzw. am Ausgang:

Cs =H(X)=1logam = H(Y) =logyn [bit/Symbol] (12.13)

Binarer symmetrischer Kanal

Ein binarer Kanal Ubertragt nur zwei verschiedene Symbolwerte fighHEin- und Ausgangsalphabet gilt
m = n = 2. Der Kanal ist weiter symmetrisch, wenn der fehlerhafte Uberganghamajig vom Symbolwert
mit gleicher Fehlerwahrscheinlichkeit auftritt:
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1'pe
x=0 > y,=0

Pe
Pe

%= 1 > =1
2 1, Y2

Abbildung 12.6: Kanalmodell des binaren symmetrischen Kanals
Die Kanalmatrix lautet damit wie folgt:

(1 - pe) Pe
PY|X) =
[ ( | )} Pe (1 _pe)
Die Kanalkapazitat berechnet sich wie folgt:

Cy =1+ pe-logype + (1 - pe) - logy(1—p,)  [bit/Symbol] (12.14)

Gauss’'scher Kanal

Um die Kanalkapazitat beim Gauss'schen Kanal zu bestimmen, misste ririukerliche differentielle
Entropie zurlickgegriffen werden, worauf hier verzichtet wird.

Stattdessen soll nur das Ergebnis der Kanalkapazitat hingeschriebeany
1 S .
Cs = 5 log, (1 + N> [bit/Symbol] (12.15)

Bei gegebener Ubertragungsbandbréit@ind damit maximaler Symbolratips = 2- B) ergibt sich folgende
KanalkapazitaChpsin Binary Unit pro Sekunden:

Cops=2-B-Cs = B-log, (1 + f;) [bit/s] (12.16)

12.2 Quellencodierung

Ziel der Quellencodierung (Englisch: source coding) ist es, ein diskidachrichtensignal in moglichst effi-

zienter Darstellung, das heisst mit einem Minimum an Redundanz, Ubeneirgggebenen Kanal zu senden.
Nachfolgend sollen der Einfachheit halber nur binére Darstellunge@ulellencodierung betrachtet werden,
auch wenn sich die Quellencodierung nicht nur auf den binéren Falhiskt.

12.2.1 Klassifizierung von Codes

Mit nachfolgenden Klassen von Quellencodes sollen einige wichtige Eibafisn der Quellencodierung
vorgestellt werden. Zur lllustration dienen die unten dargestellten Beispieleeinfachen Codes fir eine
Quelle mit vier Symbolen:; bis x4, welche zu einer oder mehreren dieser Codeklassen gehéren.

Symbol | Code 1| Code 2| Code 3| Code 4| Code 5| Code 6| Code 7
1 00 0000 00 0 0 0 0
x9 01 0011 10 01 01 10 10
x3 10 1111 11 001 011 110 110
x4 11 1100 00 0001 | 0111 | 1110 111

Tabelle 12.1:Beispiele von binar codierten Symbolen
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 Verlustfreie Codierung: bei einer verlustfreien Codierung wird die Redundanz der Quelle defrch
fizientere Codierung reduziert. Die urspringliche Information der Qukalien aber vom Empfanger
wieder vollstéandig und ohne Verluste rekonstruiert werden. Ein Beifijrielerlustfreie Codierung ist
ein ZIP-File. Wegen der nicht ein-eindeutigen Codierung ist zum Bei§poele 3 kein verlustfreier
Code.

* Verlustbehaftete Codierung:bei einer verlustbehafteten Codierung versucht man samtliche Informa-
tion der Quelle zu eliminieren, welche fir den Empfanger nicht relevant dimdlieser sie gar nicht
auswerten oder wahrnehmen kann. Aus Sicht des Senders gehtdiese Reduktion von Irrelevanz
aber Information verloren, das heisst der urspriinglich von der Qgelterierte Informationsgehalt
kann vom Empféanger nicht mehr vollstandig und korrekt rekonstruiertien. Beispiele fir verlustbe-
haftete Codierung sind das JPEG-Format flir Bilder oder ein MP3-tedidudiofile. Code 3 ist kein
typisches Beispiel fur verlustbehaftete Codierung, da man fir einéeetézCodierung anstelle nicht
ein-eindeutiger Codes vielmehr versuchen wiirde, die Ubertragung@oues fir die Symbole, und
x4 ganz zu eliminieren oder zumindest in einem kirzeren Codewort @@ Z1sammenzufassen.

» Fixed-Length Code: Jedes Symbol des Quellenalphabets wird mit einem Codewort gleichee Lang
codiert. Ein Beispiel fur einen fixed-length Code ist der 7-Bit oder 8ABCII-Code. Durch diese sehr
simple und einfach zu verarbeitende Codierung wird aber meist ein baedeuténteil an Redundanz
generiert. Code 1, 2 und 3 sind Beispiele fir einen Fixed-Length Code.

* Variable-Length Code: Die Symbole des Quellenalphabets werden mit Codeworten unterschiedlicher
Lange codiert. Je haufiger das Codewort auftritt, umso kirzer solli€a#swort sein, damit die Codie-
rung moglichst effizient wird. Variable-length Codes sind vor allem fidgiéghtnisfreie diskrete Quellen
der Schlussel, um Redundanz zu eliminieren. Beispiele fur variable-l€ugtbs sind der Morsecode,
der Shannon-Fano Code und der Huffman-Code sowie die Codes 4 bis 7

¢ Run-Length Codierung: Bei stark gedachtnisbehafteten Quellen bietet sich neben den Variebgh_
Codes zuatzlich noch an, lange Sequenzen von identischen Symboleviedierkehrende Patterns mit
maoglichst wenig Codebits zusammenzufassen. In den Algorithmen voni@®spielt run-length Co-
dierung eine grosse Rolle.

 Prefix-free Code: Ein prafixfreier Code (auch Prafix-Code genannt) ist ein Code mithler&ode-

wortlange, bei welchem kein Codewort der Beginn (bzw. der Prafer dée Vorsilbe) eines zweiten
Codeworts darstellt. Ist dies nicht der Fall, muss nach dem Empfang @megtien Codeworts immer
in einem weiteren Schritt analysiert werden, ob sich aufgrund von weiteéodebits das Codewort nicht
als ein ganz anderes, langeres Codewort entpuppt. Prafixfreies Gwakbeispielsweise der Shannon-
Fano und der Hufmann-Code sowie die Codes 1, 2, 6 und 7. Die anGexdbeispiele sowie der
Morsecode sind nicht prafixfrei. Der Buchstabe E (ein einzelnerfistizum Beispiel der Beginn des
Buchstabens S (drei Punkte). Nach dem Empfang eines einzelnets Rstrdomit noch nicht klar, ob
es sich nun um ein E oder den Beginn eines S handelt. Beim Morsecode diese Mehrdeutigkeit
durch eine kurze Sendepause zwischen den Zeichen elegant geldst.

« Uniquely Decodable Code:Ein eindeutig decodierbarer Code kann nach einer mehr oder weniger
langen Auswertung der aktuellen und nachfolgenden Codebits wiedbkruig decodiert werden. Ei-
gentlich sollte jede Quellencodierung eindeutig decodierbar sein. Cod#® Gade 4 sind Beispiele fur
Codes, welche nicht eindeutig decodierbar sind.

* Instantaneous Code:Ein Instantaneous Code kann sofort nach dem Empfang der aktueltes€&o
guenz eindeutig decodiert werden. Der Shannon-Fano und der Hof@ade sind sofort decodierbar,
da sie préfixfreie Codes sind. Dank der kleinen Sendepause zwideh&ymbolen ist auch der Morse-
code ein Instantaneous Code. Fixed-Length Codes mit ein-eindeutigkswGiien sind Instantaneous
Codes, ebenso wie préafixfreie Codes. Code 5 ist ein Beispiel fur eineleutig decodierbaren Code,
welcher aber kein Instantaneous Code ist.
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12.2.2 Redundanz und Effizienz der Codierung

Eine diskrete, gedachtnisfreie Quelle (DM®)besitzt ein Alphabets = {1, z9, ..., z,, }, dessen Symbole
x; mit den WahrscheinlichkeiteR(x;) auftreten. Die Symbole; werden durch einen Quellencoder auf die
binaren Codeworte; mit den Langem,; abgebildet.

Effizient ist die Quellencodierung genau dann, wenn die mittlere Codelangéchst klein wird, das heisst
haufig vorkommende Symbolg mit kurzen Codeworten; codiert werden, auf Kosten von langeren Code-
worten, welche jedoch seltener vorkommen.

Die mittlere Codelangé berechnet sich wie folgt:
L=> Px)-n (12.17)
=1

Ohne Beweis gilt fur diskrete gedachtnisfreie Quellen, dass die mittlerel@mpe. eines eindeutig deco-
dierbaren Codes nicht kleiner sein kann als die Entrépié&’) der Quelle.

Bei der Differenz zwischen den bendétigten Binary Digits der Codierumdy den Binary Units des Infor-
mationsflusses der Quelle handelt es sich um die Redundanz der Cgdierese berechnet sich pro Symbol
wie folgt:

R=L-H(X) (12.18)

Ziel der Quellencodierung ist es, diese Redundanz der Codierung iméidgliein zu halten. Die Effizienz

der Codierung berechnet sich wie folgt:
_ H(X)
=TI

<1 (12.19)

12.2.3 Kraft'sche Ungleichung

Ein préfixfreier binarer Code kann als Codebaum dargestellt webdémyelchem jedes neue Codebit eines
Codewortes zu einer weiteren Verastelung des Codebaums fiihrt.
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Abbildung 12.7: Codebaum eines préfixfreien Codes

Ist der Code préfixfrei, belegt jedes Codewgreinen Endknoten dieses Baums, wobei die Verastelungstiefe
gerade der Lange; des Codewortes entspricht.

Die Kraft'sche Ungleichung erlaubt nun, eine Aussage zu machenicbhiberhaupt ein prafixfreier (und

damit gleichzeitig ein eindeutig und sofort decodierbarer) Code findeh l&snn die gewiinschten Langen
samtlicher Codeworte schon vorgegeben sind. Sie lautet wie folgt:

d o< (12.20)
=1
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Ist die Kraft'sche Ungleichung erflillt, existiert ein préafixfreier (urairst sofort decodierbarer) Code, deren
Codeworte die vorgegebenen Langen besitzen. Ist die Ungleichungenfdllt, gibt es keinen solchen préa-
fixfreien Code.

Beweis der Kraft'schen Ungleichung:

* Ein préafixfreier Code ist vorgegeben; die Kraft'sche Ungleichungsrdamit erfillt sein:
Ein préfixfreier Code kann immer als Codebaum aufgezeichnet webeemelchem die Codeworte
Endknoten des Baums bilden. Der Codebaum wird nun mit der gestriclzeicheeten, vollstandigen
Verastelung bis zur maximalen Langgax = max(n;) erganzt.
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Aus dem Graph geht sofort hervor, dass der Codebzitnn Endknoten mit maximaler Verastelungs-
tiefe besitzt und dass jedes Codewgrtieren2m>—": Endknoten beansprucht. Es gilt somit:

2nmax—n1 + Qnmax—nz +...+ 2nmax—nm < 2nmax

Durch Division mit2™max ergibt sich sofort die Kraft'sche Ungleichung.

* Die Kraft'sche Ungleichung ist erfullt; dann muss sich auch ein pré&igfrCode finden lassen:
Durch die Kraft'sche Ungleichung sind die Langender Codeworte:; vorgegeben. Da es reicht,
irgend einen beliebigen prafixfreien Code zu finden, dirfen die Symhatach aufsteigender Code-
wortlangen; sortiert werden und nochmals frisch durchnummeriert werden. Dag&i#r Codewont;
wird nun einem Knoten der Verastelungstiefezugewiesen, wobei samtliche von diesem Knoten wei-
tergehenden Veréastelungen wegen der Bedingung der Prafixfreibleitmehr fur andere Codeworte
zur Verfligung stehen. Bzgl. der maximalen Verastelungstiefe fallenrsdew2™2x Endknoten deren
2rma—n1 weg. Werdery Codeworte auf den Baum abgebildet, stehen somit fir das folgendevGadde
noch
2Nmax _ 9Nmax—N1 _ 9Nmax—N2 __  __ INmax— T — ONmax , (1 — i 2—n1>

=1

Endknoten zur Verfliigung. Da aber aufgrund der Kraft'schenléldgung die Summe im letzten Term
< 1 ist, solange noch Codeworte abgebildet werden mussen, ist der Klansdereki sicher> 0.
Da es sich beim Belegen der Knoten um Vorgange im ganzzahligen Zabterirandelt, ist somit zu-
mindest noch ein unbelegter Endknoten der Maximall&nge im Baum vorhabdek den nach den
Langenn; geordneten Codeworten folgt aber flr den Zeitpunkt, zu welchéaber noch nicht alle)
Codeworte im Baum abgebildet wurden, dass noch mindestens ein Eedknib der Verastelungstiefe
n; zur Verfligung stehen muss, um den Endknoten der Maximallange aeethein zu konnen. Somit
kann mit Sicherheit auch das nachfolgende Codewgrtim Baum abgebildet werden.

12.2.4 Shannon-Fano Codierung

Ahnlich wie bei einem bindren Suchalgorithmus packen wir die CodierunglgoWurzel des Baums an und
mdchten mit wenigen bindren Ja/Nein-Fragen moglichst schnell auf damgelte Codewort kommen.
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Beispiel: Um den Anfangsbuchstaben eines zufallig herausgepickimeNsaus der Klassenliste zu bestim-
men (bzw. in unserem Fall mit einem binaren Codewort zu versehaggrrwir bei der ersten Verzweigung

des Codebaums, ob der Buchstabe aus der vorderen oder hintdfenddd Alphabets stammt. Liegt der

Buchstabe in der vorderen Halfte, stellen wir bei der nachsten Verawgidie Frage, ob der Buchstabe im
ersten oder zweiten Viertel liegt, usw.

Mit dieser Vorgehensweise wirden alle Buchstaben mit denselben PBizattodiert, namlich deren funf.
Richtigerweise kann noch festgehalten werden, dass mit diesen 5 bem@igt@eben den Codes fur die 26
Buchstaben noch 6 zusatzliche unbenutzte Bitkombinationen vorhanden sin

Berucksichtigen wir jetzt aber, dass nicht alle Buchstaben gleich haafiggmmen, kénnen wir die Co-

dierung optimieren. So wirde es z.B. bei einer speziellen Klasse von &ndén, bei welcher keine Namen
im vorderen Teil des Alphabets vorkommen, wenig Sinn machen, die Fradeder ersten oder zweiten
Halfte des Alphabets Gberhaupt zu stellen, da die Antwort auf diese keige nutzbringende Information
enthalt, um den Anfangsbuchstaben eines Studierenden aus diesar Kddrer identifizieren zu kénnen.

Je nach Verteilung der Anfangsbuchstaben kann nun die erste Frageisiert werden, dass unabhangig
von der erhaltenen Antwort jeweils ein méglichst grosser Teil (d.h. im optimigéél die Halfte) der Stu-
dierenden im Findungsprozess ausgeschlossen werden kann.ddizeGibzgl. welchem Buchstaben sich die
Studierenden weiter vorne oder hinten im Alphabet befinden, muss éagnbm Buchstaben gezogen wer-
den, welcher die Anzahl der Studierenden mdglichst gut in zwei glew$sgrHalften trennt.

In einem weiteren Schritt ordnen wir nun die zu codierenden Anfardpstaben nicht alphabetisch, son-
dern nach absteigender Haufigkeit (bzw. Auftretenswahrscheiwiighik der Klasssenliste an. Eine solche
Anordnung verbessert meist die Effizienz der Codierung, da nighfde Fragen so eher nii0% Wahr-
scheinlichkeit mit Ja oder Nein beantwortet werden, als wenn Buchstaibeehr unterschiedlicher Haufig-
keit benachbart sind. In einigen Féllen ist diese fixe Sortierung nacAw&etenswahrscheinlichkeit und
anschliessender Aufteilung in Teilgruppen jedoch nur suboptimal, undresrkit der im folgenden Kapitel
beschriebenen Huffman-Codierung ein effizienterer Code gefundasfen.

Ausgehend von der Wurzel, stellen wir nun fir diese nach Auftretemseheinlichkeit sortierten Anfangs-
buchstaben bei jedem Verzweigungspunkt jene Frage, deren zitigavaAntwort (Ja oder Nein) ein Maxi-
mum an Information enthalt, d.h. deren beiden Antworten maglichsiefit Wahrscheinlichkeit zutreffen.

Bei dieser Vorgehensweise handelt es sich um die Shannon-Fatierdt.

Shannon-Fano Codierung

1. Symbole nach absteigenden Wahrscheinlichkeiten ordnen.
2. Die Symbole in zwei Gruppen mdoglichst gleicher Wahrscheinlichkeit &nenn
3. Oberer Teilmenge Bitwert 0, unterer Menge Bitwert 1 zuordnen.

4. Solange die Teilmengen weiter unterteilt werden kdnnen, fortfahiieh be

Tabelle 12.2:Ablauf der Shannon-Fano Codierung

12.2.5 Huffman Codierung

Im Gegensatz zum Shannon-Fano-Code packen wir beim Huffmaa-@asiProblem nicht von der Wurzel
sondern von den Endpunkten des Codebaums her an und werdégllfastslass der Huffman-Code die op-
timale Codierung (oder zumindest eine von mehreren méglichen optimalen Qugke) liefert.

Eine Eigenschaft von optimalen Codes besteht darin, dass der am meisisteite Endpunkt, ein benachbar-
tes Codewort besitzt, welches die gleiche Codelange besitzt. Ist namlichdeb&am der direkt benachbarte
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Endpunkt des langsten Codeworts nicht besetzt, kann dieses Codeweaine Verastelungstiefe verkurzt
werden und die mittlere Codelange somit reduziert werden. Gibt es alsoem éode nicht zwei direkte
Nachbarn maximaler Lange, handelt es sich nicht um einen optimalen Code.

Weiter weisen die beiden Symbole mit der kleinsten Wahrscheinlichkeit geliade maximale Codelan-
ge auf. Wirde dies nicht zutreffen, konnte der Code eines Symbdseayer Codeldnge und zugleich hoherer
Wabhrscheinlichkeit mit jenem eines weniger haufigen Symbols und kleiGa@eldnge getauscht werden.
Diese Modifikation wirde wiederum die mittlere Codeléange verbessernamd dine effizientere Codierung
bewirken.

Ohne etwas an den wesentlichen Codierungseigenschaften (wie feiiéifoder Effizienz) zu verandern,
konnen die beiden Symbole mit der kleinsten Wahrscheinlichkeit auf bbagerEndknoten abgebildet wer-
den, falls dies nicht schon der Fall sein sollte (z.B. wenn mehr als zwei &gndiie maximale Codelange
aufweisen).

Werden nun diese beiden Symbalgund z; mit der kleinsten Wahrscheinlichkeit zusammengefasst, ent-
steht eine kombinierte Codegruppe mit der Auftretenswahrscheinlichkeit + p(z;). Selbstverstandlich
muss zur Codierung der ursprunglichen Symbole dieser Reduktioitssabder riickgangig gemacht wer-
den, d.h. die urspringliche Veréastelung des Codebaums mit einem Cwiktetr hergestellt werden.

Die so zusammengefasste Symbolgruppe kann nun zusammen mit den vad#eiBgmbolen wiederum als

Alphabet einer Quelle aufgefasst werden, welche optimal codiertemesdll. Somit kdnnen auf dieses neu
kreierte Alphabet die vorhergehenden Erkenntnisse (d.h. benaesBanordnen der Symbole/Symbolgruppe
kleinster Wahrscheinlichkeiten und Bildung einer neuen Symbolgruppelitangewandt werden, womit ein

weiterer Reduktionsschritt stattfindet.

Durch iteratives Anordnen nach Auftretenswahrscheinlichkeit ungaZumenfassen der Codes und Code-
gruppen zu neuen Codegruppen, kann das Alphabet soweit redueiden, bis dass nur noch zwei Symbole
vorliegen.

Die Huffman-Codierung erfolgt nun bitweise so, indem dem Symbol bav.Symbolgruppe mit der ho-
heren Wahrscheinlichkeit jeweils der binare Ziffernw@&rfenem Symbol bzw. jener Symbolgruppe mit der
tieferen Wahrscheinlichkeit der Ziffernwertzugewiesen wird.

Huffman Codierung

1. Symbole nach absteigenden Wahrscheinlichkeiten ordnen.

2. Reduktionsschritt: unterste beiden Symbole werden zu Symbolgruppmmengefasst
3. Weiter bei 1., bis nur noch zwei Symbolgruppen vorliegen.

4. Symbolgruppe mit hoherer Wahrscheinlichkeit wiradler anderen Gruppezugewiesen
5. Letzter Reduktionsschritt riickgangig machen.

6. Weiter bei 4., bis keine Symbolgruppen mehr expandiert werden kénne

Tabelle 12.3:Ablauf der Huffman Codierung



Kapitel 13
Kanalcodierung

13.1 Prinzip der Kanalcodierung

Bei der im vorhergehenden Kapitel behandelten Quellencodierungeiviedsehr effiziente Codierung eines
Nachrichtensignal angestrebt, um Information moéglichst redundan#iex einen vorgegebenen Kanal zu
senden. Bei der Kanalcodierung wird jetzt wieder gezielt Redundeigetiigt, welche dank geeigneter Co-
dierung ermdglicht, Fehler zu entdecken oder sogar zu korrigieren.

Folgendes Ubertragungmodell wird fiir die weiteren Betrachtungenamgiet:

Channel Noise

n(t)l

Source Channel DMC Channel Source
Coder »™ Coder » ™| Decoder » Decoder

DMS [—m —»| Sink

- Redundancy + Redundancy

Abbildung 13.1: Kanalmodell mit Quellencodierung und Kanalcodierung

Ziel der Kanalcodierung ist die Korrektur oder zumindest die Erkegruam Fehlern, welche wahrend der
Ubertragung auftreten. Im oben dargestellten Modell tritt dabei nus&n als mogliche Ursache von Bit-

fehlern auf. In realen Systemen kénnen aber auch weitere Storsigiel®&lwht-ldealitdten des Kanals wie

lineare und nicht-lineare Verzerrungen oder Mehrfachausbreituaggreten, welche die Fehlerwahrschein-
lichkeit bei der Ubertragung zusétzlich erhéhen.

13.1.1 Kanalcodierungstheorem

Gegeben sei eine diskrete, gedachtnisfreie Quelle (DMS) mit einer Enfi(X ) bit/symbol. Gegeben sei
weiter ein diskreter, gedachtnisfreier Kanal (DMC) mit einer KanalkagiaZ'; bit/symbol, welche besagt,
dass aufgrund der Fehlerwahrscheinlichkeit im Kanal pro Symbolre@meémale Anzahl; bit (binary unit)
Ubertragen werden kann. Das Kanalcodierungstheorem lautet wie folg

» 3 Kanalcodierung mit beliebig kleiner Fehlerrate, fai$ X ) < C;

+ 7 Kanalcodierung mit beliebig kleiner Fehlerrate, fali$X) > C,

Dies bedeuetet, dass bei geeigneter Kanalcodierung ein fehlerfrisemhationstransfer selbst dann méglich
ist, wenn Ubertragungsfehler im Kanal auftreten. Dabei muss abemdiedie H (X ) der Quelle zwingend
kleiner als die Kanalkapizitat, des Ubertragungskanals sein.

Ist dabei die Marge zwischen der Entropi€ X' ) und der Kanalkapazitdt; sehr klein, wird es allerdings in
der Praxis schwierig, eine geeignete Kanalcodierung, welche diesefgbkerfreie Ubertragung garantiert,
zu finden und diese zu implementieren.

Bei der Kanalcodierung wird zwischen Blockcodes und Faltungscodisschieden. Diese beiden Code-
familien kdnnen noch weitere wichtige Eigenschaften und Merkmale besitadche eine zusatzliche Klas-
sifizierung erlauben.

215
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13.2 Blockcodes

Ein BlockcodeC teilt das eingehende Nachrichtensignal in gleich lange Blocke der LUaagéund erzeugt
daraus Blocke der Lange wobei zusatzliche Redundanz beigefugt wird und daumit £ ist.

Der Coder fluhrt folgendes Mapping durch, wobei es sichrbgium die Anzahl Symbolwerte des Alpha-
betsa handelt, welche bei der Codierung von Daten- und Codeworten veatererden:

T:U—-V
U: Menge derm,, ¥ Datenworte der Langk
V': Menge derm,, ™ potentieller Codeworte der Lange

Dieser Code wird alén, k)-Blockcode bezeichnet.

In diesem Skript sollen vereinfachend nur bindre Codesnmit= 2 betrachtet werden. Es sei hier aber
betont, dass es neben der sehr wichtigen Klasse von bindren Codiesichtebinare Codes gibt, die einen
weiten Anwendungsbereich gefunden haben. Ein Beispiel dafiir #ed8olomon Codes.

Bei binar codierten Daten- und Codeworten wird jedes2dédatenworte auf exakt eines d&f giiltigen Co-
deworte abgebildet, wobei bei den Codeworten eine Auswaht’ausdglichen Bitkombinationen getroffen
werden muss. Die geschickte Auswahl dieser Teilmengetiagiiltigen Codeworten au Bitkombinatio-
nen ist massgebend fir die Moglichkeiten des CadeBehler zu erkennen oder zu korrigieren.

Die CoderateR,. eines binarertin, k)-Blockcodes ist wie folgt definiert:
R, = — (13.1)
Sie beschreibt, wie gross der Anteil der Nutzdaten in den CodewortgmdesBlockcodes”' sind.

13.2.1 Lineare Blockcodes

Ein Galoiskorper (Englisch: Galois field) mit zwei Elementen, in abgekigathareibweise ein GF(2), besteht
aus der Mengéd = {0, 1} und den beiden Operationen (lineare) Addition und Multiplikation.

« (lineare) Addition, modulo-2, d.h. ohne Berticksichtigung der Caiity-B

000=0
0el=1
1e0=1
1¢1=0

Im GF(2) entspricht die (modulo-2) Addition einer kombinatorischen XGfRkkupfung.

* Multiplikation:

0-0=0
0-1=0
1-0=0
1-1=1

Im GF(2) entspricht die Multiplikation einer kombinatorischen AND-Verkfulijy.

Bei Operationen in Galoiskérpern handelt es sich um Restklassenarithmelttke viele ahnliche Strukturen
aufweist wie das Rechnen mit rationalen Zahlen.

Einfache binare Codes im GF(2) kbnnen aber in weiten Teilen behandetew, ohne auf die vielfaltigen



13.2. Blockcodes 217

Strukturen und Eigenschaften solcher Galoiskérper zurtickgreifenissen. Trotzdem sei hiermit erwahnt,
dass in der Kanalcodierung sehr viel mathematische Theorie steckt, vaddehevegen ihres grossen Um-
fangs in diesem Skript zu kurz kommt.

Elemente aus dem GF(2) kénnen als Bitvektor zusammengefasst werlehenje nachdem, ob sich der
Vektor am Eingang oder am Ausgang des Blockcoders befindet, alevd@teoder Codewort bezeichnet
wird.

Die Nummerierung der Vektorelemente beginnt in diesem SkriptObeias von friheren Ausgaben des
Skripts abweicht, wo die Nummerierung der Vektorelementelntiegann. Auch in der Literatur wird die
1-basierende Durchnummerierung eher haufiger verwendet, wokedewwichtigsten Autoren auf dem Ge-
biet der Kanalcodierung, Shu Lin und Daniel J. Costello, wiederurg-thasierte Nummerierung bevorzugen.
Den Ausschlag, in diesem Skript diebasierte Nummerierung der Vektorelemente zu wéhlen, ergab die bes-
sere Konsistenz mit den spater behandelten zyklischen Codes sowialtiergscodes.

Ein bindrer Cod&” aus dem GF(2) beinhalte zwei Codewatte- [ag, a1, ..., an—1] undb = [bg, b1, ..., bp—1]
auf welche wir folgende (modulo-2) Addition anwenden:

a®b=lag®by,a1 ®bi,a2 D ba,...,an—1 S by_] (13.2)

Den CodeC bezeichnet man alinear, falls die Summe zweier beliebiger Codewodtend b ausC' wie-
derum ein Codewort aus ergibt. In einem linearen Code ist immer auch der NullveRter [0, 0, ..., 0] als
Codewort enthalten, was im binaren Fall aus a« = 0 hervorgeht.

13.2.2 Hamminggewicht und Hammingdistanz

Das Hamminggewichiy(c) eines Codewortes entspricht der Anzahl Elemente, welche im Codevektor un-
gleich Null sind. Bei einem bindren Codeé entspricht das Hamminggewicht somit der Anzahl Einer im
Codewortc.

Die Hammingdistanz(a, b) zweier Codeworte undb aus dem binaren Codg entspricht der Anzahl un-
terschiedlicher Stellen vamundb

Hamminggewicht und Hammingdistanz lassen sich bei bindren Codesr einfach umrechnen:

w(c) = d(c, 0) (13.3)

d(a,b) = w(a @ b) (13.4)

Bei linearen Codes lasst sich nun diégnimale HammingdistanZ,i, eines Codeg¢’, das heisst die kleinste
Distanz zwischen zwei beliebigen unterschiedlichen Codewortel@yaehr einfach bestimmen:

dpmin = min (d(a, b)) = min (w(c)) (13.5)

Die minimale HammingdistanZi, eines Codeg’ entspricht also dem kleinsten Gewicht eines Codewortes
¢ # 0, welches sich im Codé€' auffinden lasst.
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13.2.3 Fehlererkennung und Fehlerkorrektur

Wird ein Codewort durch Ubertragungsfehler modifiziert, ist es so latgjiehlerhaftes Codewort erkennbar,
wie es nicht zu einem anderen gultigen Codewort mutiert ist.

Damit ein solches mutiertes guiltiges Codewort entstehen kann, missen misdigteFehler genau an
jenen Stellen des urspringlichen Codewortesiftreten, welches dieses Codewoith ein nachtsgelegenes
gultiges Codewort Uberfiihren. Solange also maximpat dmin — 1 Fehler auftreten, kann kein neues giltiges
Codewort vorliegen und die fehlerhafte Ubertragung wird mit Sichegrkénnt.

Damit bestimmt die minimale Hammingdistadz,, die Fahigkeit eines Codes aus GF(2), eine maxi-
male Anzahl,; von Bitfehlern mit Sicherheit erkennen zu kénnen:

tq = dmin — 1 (13-6)

Liegt ein ged&achtnisfreier Kanal mit einer "kleinen” Fehlerrat€z.B. mit einfacher oberer Grenze: < %
fur Blockgrossem > 2) vor, sind wenige Ubertragungsfehler pro Block wahrscheinlicheeials grossere
Anzahl von Fehlern. Sollen nun fehlerhaft empfangene Codeworte @ecoder korrigiert werden, ist da-
mit eine Korrektur des empfangenen Codewortes hin méohstgelegenegiiltigen Codewort eine sinnvolle
Strategie der Fehlerbehandlung.

Ist die Anzahl Fehler kleiner als die Halfte der minimalen Hammingdis@'ﬁz liegt das empfangene Co-
dewort mit Sicherheit naher beim urspringlich gesendeten Codelsdoeairgendeinem anderen gultigen
Codewort. Ist in (hoffentlich) seltenen Féallen die Anzahl Fehler grosder gleich der halben minimalen
Hammingdistanz, kann der Abstand zu einem anderen gultigen Codewictt gtess oder kleiner sein als
zum urspringlichen Codewort. Im letzteren Fall wird die Strategie, ein Miminaan Bitkorrekturen beim
empfangenen Codewort vorzunehmen, zwar weiter ein gultiges Cotlexgeben, welches aber nicht mehr
mit dem gesendeten Codewort Ubereinstimmt.

Aus dieser Erkenntnis ergibt sich folgende Formel fiir die Anzaklbertragungsfehler, welche mit Sicher-
heit richtig korrigiert werden kann:

t. = floor <dm‘”2_ 1) (13.7)

13.2.4 Systematische Blockcodes

Ein (n, k)-BlockcodeC' bezeichnet man als systematisch, falls samtliche Elem&nts, . .., d;_; des ur-
sprunglichen Datenvektorsan ausgewahlten Positionen des Codewartasverandert wiederzufinden sind.

Ein systematischer Code lasst sich ohne Veranderung seiner primaemsétigften Linearitat und Hamming-
distanz so umordnen, dass diégs8ymbole des Datenwortelsgerade in den ersten oder letzteRostionen
des Codewortes auftauchen. Ein solcher Code wird als geordnet-systematisch bezeichne

13.2.5 Darstellung von linearen Blockcodes mit der Generatmatrix G

Dank seiner Linearitatseigenschaft muss bei einem line@reh)-Blockcode nicht jedes Codewort einzeln
definiert werden, sondern es genugt, eine AuswahlA&dinear unabhangigen Codewotdg bis ¢;_; zu-
sammenzustellen. Samtlich& Linearkombinationen dieser Auswahl von Codeworten bilden dann egres d
moglichen gultigen Codeworte und dank der linearen Unabhangigkeiegdeititen Auswahl werden durch
solche beliebige Linearkombinationen Codeworte auch nicht doppelnoelerfach generiert.

Diese Auswahl von linear unabhangigen Codeworgiis ¢;,_; kdnnen nun als Zeilen einer Matrix, der
k x n Generatormatrixs, dargestellt werden:
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goo goi cee eee Gon—1 Co
G — gi0 gi11 cee e 91 n—1 _ C1 (13.8)
9k—10 Gk—-11 -+ -+ Gk—1n-1 Cr—1

Mit dieser Generatormatrixs konnen samtliche Codewortedes Codes” gebildet werden, indem eine
Matrix-Multiplikation mit dem Vektorz der Langek durchgeflihrt wird. Bei dieser Operation wird die Multi-
plikation und Addition des Galoiskorpers GF(2) angewendet, d.h. béidiition ist zu beachten, dass diese
modulo-2 zu erfolgen hat. Der beliebige Vekiobestimmt dabei, welche Linearkombination von Zeilen von
G das Codewort bildet:

c=z-G (13.9)

Die Zuordnung von den Datenwortérzu den Codeworten, welche sich aus diesen Linearkombinationen
ergeben, ist prinzipiell beliebig und oft auch sekundar: die Starkes €oeles, d.h. wie viele Fehler erkannt
und/oder korrigiert werden kdnnen, ist unabhangig von dieserdfwmyg.

Es bietet sich aber an, in Gleichung3(9 anstelle des Vektors gleich das Datenword fir die Linear-
kombination zu verwenden, welche aus der Generatorm@tdas Codewort bildet:

c=d G (13.10)

Auf diese Weise ist eine einfache Zuordnung von Datenwattem Codeworter vollzogen.

Mit einer solchen Zuordnung gibt es bei systematischen Codes fur ghiej feweils mindestens eine Spalte
ivonG, in welcher nur das Element an der Stejleeinel ist und alle anderen Elemente dieser Spakend.

Besonders einfach wird die Situation bei geordnet-systematischen:Godd Bildung der MatrixG' wer-
den jene linear unabhangigen Codeworte ausgewabhlt, bei welchenidngegystematischen Teil nur gerade
das:-te Bit mit0 < 7 < k£ — 1 einel und alle andern Bif sind. Die Linearkombinationen dieser Zeilen wer-
den weiterhin durch das Datenwaibestimmt. Zusammengefasst fiihrt dies zur Bildung eines Codeworts
mit folgender Generatormatrix:

10 ... 0  poo Plo .-+ Pm—10
c=d-G=[dy dy ... dy]-| 0 b oo 0 PP Pmein g3y
0 0 ... 1 pok-1 Prk-1 .-+ DPm—1k-1

In jedem Codewort werden dabei hinter denDatenbitsdy bisd,_, diem = n — k sogenannten Paritatsbits
po bisp,,,_1 angeflgt. Vereinfacht lasst sich die Generatormaditiwie folgt schreiben:

G=[1 PT] (13.12)

Eine zweite mdgliche Variante von geordnet-systematischen Codes bringatienwort auf der rechten Seite
des Codeworts unter, d. h. bei den hoherwertigen Elementen desekeatsy. Diese zweite Ubliche Darstel-
lung wird vor allem auch bei den spater behandelten zyklischen Codssnget.

Doo po -+ Pm-10o L 0 ... 0
c=d-G=[dy di ... dpy]-| P P Pmorn 0 h 0 g5

Pok—-1 Plk—-1 --- Pm—1k—1 0 0 ... 1
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Vereinfacht lasst sich die zweite Variante der Generatormétm@xich schreiben durch:

G=[P" 1] (13.14)

Bei PT handelt es sich jeweils um die transponierte Schreibweise der Paritatsiatrix

Poo Po1 cee Po k-1
pP— P10 P11 ce P1 k-1 (13.15)
Pm—-10 Pm—11 --- Pm—1k-1

Aus den Spalten der Generatormattixkonnen die Bildungsgleichungen des Codes bestimmt werden. Bei
einem geordnet-systematischen Code gemass GleicA@tfY lauten sie:

Co = dy

C1 = d1

Ck—1 — dk—l (1316)
Ck = po=poo-do®po1-d1 ®...DpPok-1-dr—1

Ch—1 = Pm-1=DPm=10 Ao DPm-11-dm-12D ... D Pm—1 k-1 dr—1

Aus diesen Bildungsgleichungen geht die Bedeutung der ParitdtsmRedofort hervor: sie enthalt erganzend
zu den trivialen vorgegebenen Zuweisungen des systematischen iBodgete. c¢;,_; die Bildungsregeln fur
die zusatzlichenm = n — k Paritatsbitpy . ..p,—1 und somit die essentielle Codierungsvorschrift eines
geordnet-systematischen linearen Blockcodes

13.2.6 Paritatspriufmatrix H

Die Paritatsprifmatri¥{ (Englisch: parity check matrix) eines geordnet-systematischen Codedgshéle
m x n Matrix, wenn die Datenbit im linken Teil des Codeworts geméass Gleichl®d { untergebracht sind:

H=[P I, ] (13.17)
Meist wird diese Matrix in transponierter Form bendtigt:

ot = { Zf ] (13.18)

Sind die Datenbit im rechten Teil des Codeworts gemass Gleicilhfjj untergebracht, lautet die Paritats-
prafmatrix H:

H=[1I1, P| (13.19)
Oder in transponierter Form:
T Im
H pr (13.20)

Der Empfanger kann mit der transponierten Paritatspriifmatfiedes Codewort auf seine Giiltigkeit tiber-
prifen:

¢c-H' =d-G-H" =0 (13.21)
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In Gleichung 13.2]) ist dabei mit0 der1 x m Null-Vektor gemeint.

Der Aufbau dieser Prufmatrix erklart sich am Beispiel einer Generatoisrgeméass Gleichundl@.11) wie

folgt: der Decoder eines geordnet-systematischen Codes weissiateissden erste: Codebitsey biscy, 1

die urspriunglichen Datenbitg bis d,_; befinden, und berechnet aus ihnen erneut die Paritaigpivés

pm—1. Diese vergleicht er durch eine weitere modulo-2 Addition mit den empfamgParitatsbits, welche

sich an den Stellen, bis ¢,,_; befinden. Stimmen die erneut berechneten Paritatsbits mit den empfangenen
Paritatsbits Uberein, fuhrt diese letzte modulo-2 Addition zum Ergébm@issonsten zu einér

Hinter der Paritatsprufmatri¥/ stecken aber weit mehr mathematische Gesetzmassigkeiten, als aufgrund
dieser einfachen Erklarung vermutet werden kann: zunGhgebildeten Cod€’ erzeugt die Paritatspriufma-

trix H einen dualen (m,n)-Codg, desser2™ Codeworte alle orthogonal zu dék Codeworten vor' sind,

d.h.c- gz; =0.

Mit etwas zusatzlicher Mathematik kdnnte bewiesen werden, dass nicjgdas Codewort multipliziert

mit HT den Vektor0 ergibt, sondern dass auch die Umkehrung gilt: ergibEf” = 0, liegt mit Sicherheit

ein glltiges Codewort des linearen Codeés/or, entweder das urspriinglich gesendete Codewort oder ein
anderes, durch Bitfehler mutiertes gultiges Codewort.

Fehler bei der Ubertragung kénnen durch einen Fehlervekter Langen ausgedriickt werden, welcher
aus dem urspriinglich gesendeten Codewodas modifizierte empfangene Codewgrbildet:

. =che (13.22)

Durch die Priifung mitZ” vollzieht der Empfanger somit folgende Berechnung des sogenanehéer§yn-
dromss:

s=c, -H' =(cwe)-H =e-H" (13.23)

Treten somit Bitfehler an den Stellény, ... des Ubertragenen Codewortes auf, ergibt die Syndromberech-
nung gerade die Linearkombination der Zeilefj, ... von H':

Ohne Ubertragungsfehler gilt: s=0
Bei einem Einzelfehler an der Stellgjilt: s = i-te Zeile vonH™
S

Bei mehreren Fehlern an den Stellen, . . . gilt: Linearkombination der Zeiley j, ... von H”

Fehler werden sofort erkannt, werrt£ 0 gilt. Die minimale Anforderung, um zumindest Einzelfehler mit
Sicherheit erkennen zu kénnen, verlangt somit, dass in keiner Zeda H” ein Nullvektor( steht, weil
sonst Fehler an der Stellsicht erkannt werden kdnnten. Fir einen geordnet-systematisclimiiedeutet
dies, dass fur eine Fehlererkennung (d.h. einem Code mit minimaler Hamnamgdigi, = 2) jedes Daten-
bit in mindestens einer der Bildungsgleichungen der Paritatsbits enthaltemsssn

Mehrere Fehler an den Stellénj, ... werden genau dann nicht mehr erkannt, wenn die Linearkombi-
nation der Zeilern, j, ... von HT gerade das Syndros= 0 ergibt. Damit entspricht die Hamming-Distanz
eines Code§’ gerade der minimalen Anzahl von Zeilen véii , welche modulo-2 addieftergeben.

Um einen Einzelfehler korrigieren zu kénnen muss die minimale Hammingdigtanz 3 sein. Dies wird
erreicht, wenn keine zwei Zeilen vdi’ identisch sind. Mit dieser Erkenntns lasst sich die transponierte Pa-
ritatsmatrix P7 sofort und sehr einfach konstruieren. Das Fehlersyndravitd dann gerade mit jener Zeile

i von H' ibereinstimmen, an deren Stellen Codewort der Fehler aufgetreten ist.

Soll der CodeC in der Lage sein, zwei (oder mehr) Fehler zu korrigieren, missen diechinearkombi-
nation von drei (oder mehr) Zeilen ein eindeutiges Fehlersyndr@meben, welches mit keinen anderen
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Linearkombinationen dieses Umfangs generiert werden kann. Dasdeiffieiner geeigneten Paritatsmatrix
bei einer moglichst kleinen Anzahl von Paritatsbit ist ohne zuséatzliche matische Satze keine triviale
Angelegenheit mehr. Die maximale Anzahl korrigierbarer Fehler bei emrgiegebenen Anzahl Datenlit
und Paritatsbitn kann aber mit nachfolgender Hammingschranke abgeschéatzt werden.

13.2.7 Hammingschranke

Sollenin einem linearem, k)-Blockcodet Fehler mit Sicherheit korrigiert werden kdnnen, mussen samtliche
Bitkombinationen in einer Hammingdistadz ¢ zu einem beliebigen gultigen Codewort diesem zugeordnet
sein, d.h. sie missen naher beim urspringlichen Codewort sein, élgdreleinem anderen gultigen Code-
wort. All diese Bitkombinationen bilden eine Art Pufferzone von fehledraEmpfangsworten um jedes der
2F gultigen Codeworte herum, in welcher sich der Empfanger mit Sicherhedta§iim Zentrum liegende
Codewort entscheiden wird.

Mit etwas Kombinatorik kénnen sofort die folgende Anzahl von Bitkombimsdio jedem gultigen Code-
wort zugeordnet werden:

< 8 ) =1 Bitkombination in Hamming-DistanZ = 0, d.h. das Codewort selbst.

< Tf ) =n Bitkombinationen in Hamming-Distanz= 1, d.h. das Codewort mit einem Einzelfehler.

( 7; ) Bitkombinationen in Hammingdistanz= ¢, d.h. das Codewort mit exaktehlern.

Von den insgesamt moglicheé® Bitmustern missen somit bei einem Code, weleheehler korrigiert, fol-
gende Anzahl von Kombinationen fir die Codeworte selbst und deréfarBanen zur Verfligung gestellt
werden:

t
2k 3" <’;> <on (13.24)
=0

Durch teilen durcl2* ergibt sich sofort die Formel fiir die Hammingschranke:

t
nh > $° (?) (13.25)
i=0

Gilt fur einen Code das Gleichheitszeichen bei der Hammingschrankdelhas sich um einen perfekten
Code. Einzelfehler korrigierende perfekte Codes nennt man Hammiegcod

Die Erfullung der Hammingschranke ist eine Bedingung fir fehlerkomegide Blockcodes, welcheFeh-

ler korrigieren sollen. Die Hammingschranke zeigt die grundsatzlichdarkarigierenden Moglichkeiten
auf, welche mit einer geschickt gewahlten (n,k)-Codierung erzielt @ekann. Ob ein konkret vorliegender
(n,k)-Code tatsachlich so gebildet ist, dass er didsehler korrigieren kann, muss mit der Bestimmung der
minimalen HammingdistanZi, immer noch zusétzlich untersucht werden.

13.2.8 Restfehlerwahrscheinlichkeit

Ist bei einem Codewot eines linearerin, k)-Blockcodes die Anzahl der Ubertragungsfettlgrosser oder
gleich der minimalen Hammingdistadz,, des Codes und liegen die Positionen der Bitfehler innerhalb die-
ses Codewortes ungunstig, kann ein neues gultiges Codewort entstehen, ohne dasolkimdehlerhafte
Ubertragung vom Empfanger detektiert werden kann. Die WahrscHgirlicsolcher unentdeckt bleibenden
Fehler soll nachfolgend flr einen gedachtnisfreien Kanal mit der Béfelahrscheinlichkeip. abgeschatzt
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werden.

Ein Fehlervektoe der Langen kann bei einem linearef, k)-Blockcode nur gerade dann ein neues gliltiges
Codewort erzeugen, wenn dieser Vektéoselber ebenfalls ein giltiges Codewerteprasentiert. Bei einer
Bitfehlerwahrscheinlichkeip. im gedachtnisfreien Kanal ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau elerFeh
vektore mit den Fehlern an den Positionen der Marks eines solchen Codegattidet wird, gegeben durch:

P(e) = pe 9 - (1 — p )~ (13.26)

Die Anzahl giiltige Codeworte mit Hamminggewiahfc) = ¢ sollen nun mit,,, bezeichnet werden. Dann
ergibt sich zusammengefasst fir alle Codeworte folgende Restfehlesobh@inlichkeip,,., dass ein fehler-

haft Gbertragenes Codewort beim Empfanger unentdeckt bleibt, ardiaghlervektoe gerade einem gultigen
Codewort entspricht:

n n
Dy, = ani .pei . (1 _ pe)n—i — Z N, .pei . (1 _ pe)n—i (13.27)
i=1

i=dmin

Dabei wurde im zweiten Term dieser Gleichung ausgenutzt, dass didAgidige Codeworte mit Gewicht
w(c) < dmin geraden,,, = 0 ist.

Diese Restfehlerwahrscheinlichkgit. soll nun noch genauer abgeschétzt werden, ohne dass der exalte C
und damit die Anzahk,,, der Codeworte mit Gewicht(c) = i bekannt sind.

Aus praktischer Sicht sind bei einer bindren Datenubertragung einfghBrwahrscheinlichkeitep, <
50% relevant, da andernfalls mit einem Inverter die Mehrheit der Ubertggfahler korrigiert werden kann
(und die danach verbleibende Fehlerrate wiederum kleiner 50% ist). Mit50% treten aber Fehlervektoren
mit kleinerem Gewichiv(e) mit héherer Wahrscheinlichkeit auf als Fehlervektoren mit grosseramicBe
Damit gilt aber fur ein < j undn > j:

pe’ (L=—pe)"" > ped - (1—pe)"d (13.28)

Mit dieser Erkenntnis ergibt sich aus der Gleichut8.27 folgende Abschatzung fir die Restfehlerwahr-
scheinlichkeitp,,, eines ganzen Codewortes:

n n
Pu, = Z N, e’ - (1 —pe)" ™ < Z N, + pe M0 - (1 — pg )" ~dmn < <2k _ 1) - pe Imn (13.29)

1=dmin i=dmin

Dabei bezeichnet* — 1 die gesamte Anzahl giiltiger Codeworte ohne das Null-Codewort. Im leteieder
Ungleichung wurde zudem berlicksichtigt, dass nichtindrp. < 1 gilt sondern meist auch — p. ~ 1,
womit dieser Faktor in der Praxis keinen grossen Einfluss auf die Atseigivonp,,, hat.

In brauchbarer Naherung kann aus der Restfehlerwahrschewilickdr Codeworte,,. auch eine mittlere
Fehlerrate der decodierten Datenfjt berechnet werden:
~ dmin K

dmin K _
Puy = - Pu, < ’:L'” - (Qk‘ _ 1)  Pe dmin (13.30)

n

Dabei ist zu bemerken, dass diese Bitfehler innerhalb der decodiesten!it nicht mehr statistisch unabhan-
gig sind, sondern im Bereich der unentdeckten fehlerhaften Codegelniuft und somit leicht burstweise
auftreten.

Beispiel 1: Parity-Check bei RS-232

Bei RS-232 kann optional ein Parity-Bit gesendet werden, welchd&als- oder Odd-Parity einem typischerweise 8 Bit breiten Da-
tenwort angehangt wird und dem Empféanger eine einfache Fehterfung ermdglicht. Wir betrachten im folgenden Even-Parity,
d.h. das 8 Bit breite Datenwort wird im neunten Bit so mit einem Einer odéleNerganzt, dass die Anzahl Einer im 9 Bit breiten
Codewort gerade ist.
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Bei diesem Code handelt es sich um eii@s8)-Blockcode.

Der Code ist geordnet-systematisch. Die 8 Bit des Datenwortes tretendmdert als die acht ersten Bits des 9 Bit breiten
Codewortes auf.

Das Parity-Bit berechnet sich bei Even-Parity als Modulo-2 AdditiontBéher Datenbits.
Die Bildungsgleichungen lauten:

C():do
c1=dy
02:d2
C3:d3
C4—d4
C5—d5
66:d6
C7:d7

cg =doDdr DdaDd3DdsDdsDds D dr
Die Generatormatrixs ergibt sich demnach wie folgt:

10000000 1
01000000 1
00100000 1
G_|0 00100001
000010001
000001001
00 000GO0T1O0 1
(0000000 1 1|

Der Code ist linear, da er vollstandig mit einer Generatormatrix gebildeden kann. Die Linearitat ist aber eigentlich nicht
ganz selbstverstandlich: bei Odd-Parity ist die Eigenschaft der liideaicht gegeben, da zur Bildung des Parity-Bit die
Modulo-2 Addition mit einem Offset vom1 berechnet wird. Bei Odd-Parity kann entsprechend auch nicht oidev@rt mit
Hilfe einer Generatormatrix aus dem Datenwort berechnet werden.

Die minimale Hamming-Distanz betrédtin = 2, da jedes 9 Bit breite Codewort eine gerade Anzahl Einer besitzt. Ein
Codewort mit einem Einzelfehler weist also eine ungerade Anzahl Biaeund ist damit kein glltiges Codewort mehr.
Zur Bestimmung der Hammingdistanz kann man natirlich auch das Har@G@wicht von allen mdglichen Codeworten
bestimmen. Offensichtlich ist sofort, dass ein Code mit Even-Parity kKeodeworte mit nur einem Einer bildet, womit
sicherdmin = 2 ist. Mit dmin = 2 kann ein Fehler erkannt aber keiner korrigiert werden.

Die PrufmatrixH lautet wie folgt:

H=[PIL,=[1 11 1 1 1 1 1 1]

Keine Zeile vonHT (bzw. Spalte vonH) enthalt den Nullvektor, weshalb der Code samtliche Einzelbitfehler agren
kann. Da aber andererseits nicht jede Zeile ¥oh (bzw. Spalte vonH) ein unverwechselbares Bitmuster aufweist, kann
der Empfanger des Codes solche Einzelfehler nicht mit Sicherheigleyen. In diesem Beispiel sind sogar alle Zeilen von
HT identisch, womit die Fehlersyndrome aller Einzelfehler gleich aussehknunabhéngig davon, wo der Einzelfehler
aufgetreten ist, sind fir den Empfanger immer alle Bitpositionen gleich leakdndidaten fiir die Fehlerposition. Es fehlen
somit jegliche Indizien fir eine erfolgreiche Fehlerkorrektur.

Beispiel 2: (7,4)-Hamming Code
Gegeben sei eifi, 4)-Hamming Code, mit folgender Generatormattix

10 0 0 1 1 0
01 0 0 0 1 1
00 1 0 1 1 1
00 0 1 1 0 1

* Fir diesen(n, k)-Blockcode giltn = 7, k = 4.
» Wir bestimmen die Anzahl Fehler, die von einem geschickt gewalfiitet) Code korrigiert werden kdnnen. Ftie= 1 gilt

gerade:

t 1
2n,_k:23§2(7?):z(7):1+7:8
i=0 \ ? i=o \ ?

d.h. der Code kanth= 1 Fehler korrigieren, wie der Name Hammingcode ja schon besagt.

» Es handelt sich um einen systematischen Code, wie man leicht adis<déiEinheitsmatrix in den ersten vier Kolonnen von

G erkennen kann.
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» Es gilt weiter:

1 0 1 1
P=]1 1 1 0
0 1 1 1

 Die Bildungsgleichungen fir lauten damit wie folgt:

co =do
01:d1
c2 =da
C3:d3

ca=do®d2 ®Dd3
cs =do®di ®de
c6 =d1 Ddy®Dd3

» Die Datenwortel gehen damit wie folgt in die Codewortgiber:

0000 = 0000000
0001 = 0001101
0010 = 0010111
0011 = 0011010
0100 = 0100011
0101 = 0101110
0110 = 0110100
0111 = 0111001
1000 = 1000110
1001 = 1001011
1010 = 1010001
1011 = 1011100
1100 = 1100101
1101 = 1101000
1110 = 1110010
1111 = 1111111

Uberpriifen Sie selbst an ein paar Beispielen die Linearitat des Cadésamhming-Gewichte und die Hamming-Distanzen.

Wiederum kann man feststellen, dass es sich bei samtlichen Zeilen dera@ematrixG um Codeworte handelt (gebil-
det aus den Datenwortei®00, 0100, 0010, 0001). Mit diesem Set von Codeworten kénnen alle anderen Codeworté durc
(modulo-2) Additionen erzeugt werden. Die lineare Unabhangigkesedi€odeworte ist zudem direkt mit der Einheitsmatrix
im linken Teil der Generatormatri& gewahrleistet.

 Die PrufmatrixH lautet wie folgt:

101 1 100
H=[PIL)=|1 1100 1 0
01 11001

« Die transponierte Prifmatri ™ lautet wie folgt:

HT =

OO R =~ O
O, OO R K~ M
—_ O O = = O

 Als Beispiel empfangen wir jetzt folgende vier Codeworte, welche wirahler tberprifen. Ausgehend von einem korrek-
ten Codewort verandern wir dabei bei jedem folgenden Codewaegé Bit, wobei in diesem Beispiel die Fehlerbits ganz
gezielt selektiert wurden, um die Hamming-Distanz und ihre Bedeuturfggttierkorrektur und Fehlererkennung deutlich zu
machen.
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Die ersten vier Bits, welche nach dem Empfang vom Empfanger evtl. kocfgiert werden, bilden bei unserem syste-
matischen Code gerade das urspriingliche Datenwort, welches befetitefreien Ubertragung also nicht mehr aufwandig
decodiert werden muss.

Die nachfolgend dargestellte Syndrom-Decodierung zeigt, ob ein Bierfedft empfangen wurde und an welcher Bitpo-
sition (unter Annahme eines Einzelfehlers) dieser Fehler aufgetreten ist:

¢, = 1001011 — s = 000 Kein Fehler d.hd = 1001
¢, = 1000011 — s = 101 sist4. Zeile vonH", d.h. 4. Bit vonc korrigieren:d = 1001
¢, = 1000010 — s = 100 sist 5. Zeile vonHT, d.h. 5. Bit vonc korrigieren:d = 1000.

Dieser zweite Fehler wird erkannt, aber falsch korrigiert, d.h. dakerfesiite Codewort wird einem anderen als dem ur-
springlichen Datenwort zugeordnet.

¢, = 1000110 — s = 000 Kein Fehler d.hd = 1000

Nach dieser (speziell ausgesuchten!) dritten Anderung des ugdjfien Codewortes ergibt sich wieder ein giiltiges feh-
lerfreies Codewort, was bei einem zufallig gewéahlten dritten Fehlerbit imefilginen nicht der Fall wére. Dieses Beispiel
mit den drei ausgesuchten Bitfehlern zeigt, dass mit digger)-Blockcode Codeworte mit drei oder mehr Bitfehlern vom
Empfanger nicht mehr mit Sicherheit als fehlerhafte Bitkombinationkarert werden.

Beispiel 3: Bildung der Generatormatrix eines Hamming Codes

Im vorhergehenden Beispiel war €in, 4)-Hamming Code als Generatormatrix vorgegeben. Mit welchen Kombiretivonk und

n kann ein solcher Hammingcode gebildet werden und wie lassen sich dieB#dleichungen des Codes bzw. dessen Generator-
matrix finden?

Hammingcodes sind perfekte Einzelfehler korrigierende Codes.i€&gilsdemnach:

1
2m:2"*k=2(?):1+n

=0

Fur jedesn > 2 ist aufgrund der Hammingschranke die Suche nach einem Hammiagcfmlgsversprechend. Dabei gilt:

n=2"-1

k=2"—-1-—m

Mit nachfolgenden Regeln lassen sich tatséchlich fur jedes 2 geordnet-systematische Hammingcodes konstruieren. Um Einzel-
fehler korrigieren zu kdnnen, miissen deren Syndremideutig sein. Bei einem perfekten Code durfen zudem keine Bitkombina
tionen fur weitere Syndromeubrigbleiben. S&dmtliche denkbaren Bitkombinationen fiir Syndrogde) miissen somit exakt einmal

in einer Zeile vonH T vorkommen. Der Nullvektos = 0 bildet wie schon erwéhnt das Syndrom fiir die fehlerfrei iibermittelten

Codeworte und taucht somit nicht als Zeile vl auf.

Die Zuordnung der Syndromemit einem einzigen Einer zu den Zeilen véf’ ist durch die Einheitsmatrix im unteren Teil von
HT schon gegeben: es sind die Syndrome welche gerade durch Eiteeifeterhalb der Paritybits entstehen.

Die Zuordnung von Syndromen mit mehr als einem Einer zu/deerbleibenden Zeilen voi# T darf nun véllig beliebig erfol-
gen. Die dabei entstehende transponierte Paritatsm&tribildet gleichzeitig auch den rechten Teil der GeneratormaitiDer
linke Teil vonG ist bei einem solchen geordnet-systematischen Hammingcodé eirieEinheitsmatrix/;, .

Beispiel: Hammingcode mit, = 4.

n=2"-1=15
k=2"—-1—-m=11

Der untere Teil vonH” bildet eine4 x 4 Einheitsmatrix. Der obere TeiP” besteht aus eindeutigen Zeilen mit sémtlichen Bit-
kombinationen, bei denen mehr als ein Einer auftritt. Zum Beispiel:
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00 1 1 1 00000000O0GO0GO0TGO0TO 011
01 0 1 01 000O0O0O0OOOOGOT1O0 1
01 10 00100O0O0O0O0O0OO0OGO0T1T10
1 0 0 1 000 100O0O0O0O0OO0OT1O0O0 1
1 01 0 000O0OT10O0O0O0GO0OGO0OT1O0T10

PTf=|11 0 0 undsomit G=[0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0
01 1 1 0000O0O0T1O0O0GO0O0GO0T11 1
10 1 1 0000O0OO0O0OT1O0GO0TO0OT1SO0 11
110 1 0000O0OO0OOT1O0GO0T1T10 1
111 0 0000O0OO0O0GO0GOTI1O0T1T1T120
101 1 1| 0000 0O0O0OO0O0GOGO 1 1 1 1 1|

13.3 Zyklische Blockcodes

Aufgrund der soeben dargestellten Einzelfehler korrigierenden Btm#s liegt folgende (tatsachlich zu-
treffende) Vermutung nahe: anteilsmassig muss umso weniger Redundasrmivon Paritatsbit den Daten
beigeflgt werden, je hoher die Anzahl der Daten- und Codebits degk@&ides ist. Anders ausgedrickt heisst
dies, dass die Coderat¢n mit zunehmender Blockgrosse steigt.

Allerdings steigt mit grossen Daten- bzw. Codebldcken die Wahrschéigitaieichzeitig an, dass sich mehr
Bitfehler bei der Ubertragung eines Blockes einschleichen, als digdddieeren Blockgrossen der Fall ist.
Wieviel Redundanz schlussendlich fur eine sichere Datenubertraaugejtigt werden sollte, hangt somit
stark von der erwarteten Ubertragungsfehlerrate ab.

Fallt aber dank einer tiefen Fehlerrate die Entscheidung auf relatisgidatenbltcke, stellt sich oft das
Problem einer komplexen Implementierung: fuir die Codierung miussen sdbmvodulo-2 Additionen aus
einer hohen Anzahl von Eingangssymbolen berechnet werden.ehuehmplementierung mit einer Look-up
Table sprengt schnell einmal einen verniinftigen RessourcenbEdsfsehr elegante Alternative liefern hier
jedoch die zyklischen Blockcodes.

Zyklische Blockcodes sind lineare Blockcodes mit zyklischen Eigentaiafnd damit eine Untergruppe
der im vorhergehenden Abschnitt betrachteten Codes. Sie zeichhetiusah eine einfache Hardwarereali-
sierung aus, sowohl beim Coder wie auch beim meist aufwandigeresdBec

Um die Eigenschaft der Zyklizitat von Codes herauszuschalen, mussstéds eine zyklische Verschiebung
und deren mathematische Beschreibung verstanden werden. Im @egamsLiteratur Uber lineare Block-
codes, wo bei den Matrizendarstellungen sowbhasierte wie auch-basierte Vektordarstellungen vorkom-
men, wird nun bei zyklischen Codes Ublicherweise die Indizierung dégrDaind Codebits immer bel
bzw. ¢y anstattd; bzw. ¢; begonnen. In diesem Skript &ndert sich diesbeziglich nichts, da enseskente
Indizierung, welche immer béibeginnt, angestrebt wurde.

Die zyklische Verschiebung(c) eines Codewortes = [cg,c1, ..., ch—2,cp—1] der Langen ist wie folgt
definiert:

U(g) = Q(l) — [Cn—la COyClye vy Cn_g] (1331)

Eine zweite zyklische Verschiebung ergibt damit:

0-2(2) = 2(2) - [Cn727 Cn—1,€C0y .-+, CTL*3] (1332)

Ein zyklischer Code ist ein linearer Blockcode, bei welchem jede zyldisddrschiebung eines gultigen
Codewortes voi” wieder zu einem neuen gultigen Codewort oridhrt.
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13.3.1 Polynomdarstellung

Um die Eigenschaften eines zyklischen Codes zu untersuchen, eesaisth als einfacher, jedes Codewort
als ein Polynom darzustellen, welches man als Codewortpolynom bezeichne

c= [ o €1 ... Cp—9 Cp_1 ] = cx)=cotcaztcrt.. .+ 22" 24 cpga !

Bei c(x) handelt es sich um ein Polynofn — 1)-ten Grades, mit Koeffizienten) (0 < ¢ < n — 1), welche
Elemente der Meng&” des Galoiskérpers GF(2) sind.

Solche Polynome kénnen in herkémmlicher Weise addiert werden, wobleéachten ist, dass die resul-
tierenden Koeffizienten wiederum zum GF(2) gehoéren, das heiss dilag\ddition modulo-2 zu erfolgen
hat und somitl @ 1 = 0 bzw. 2! @ 2! = 0 gilt. Addition und Subtraktion sind im GF(2) zudem identische
Operationen. Beispiel:

= [110011] =1-22+1-2'+0-2240-23+1-2*+1.-2° =1+a+a2t+2°
= [010101] =0-2+1-2'+0-22+1-23+0-2'+1-2° =z +23+2°
+b = [100110] =1-2°40-2'+0-22+1-23+1-2240-2° =1+2%+2*

2 Ic |
|

Wie schon erwéhnt fiihrt die Subtraktion im GF(2) zum selben Ergebiisy — b = 1 + 23 + 2*

Neben Addition und Subtraktion kann nun weiter auch eine Multiplikation flio@eVektoren definiert wer-
den, welche bis auf die modulo-2 Operation einer Multiplikation von 2 Polynoimereellen Zahlenraum
entspricht. Dies ergibt mit den beispielhaften Vektodea [110011] undg = [010101]:

d-g :(1—|—x+x4—i—x5)-(x+x3+x5) = 4 2%+ x® + a0+
23+ a2t + "+ 28+
2”4+ a0 + 29 + 210
= z4+a+2d+at+ a’ 4 a® 4 a2 + 210
(01111001111]

Dabei wurden wie bei einer schriftlichen Multiplikation die Teilprodukte vidm) mit den drei Potenzen,
23 und 2% von g(x) gebildet, deren jeweils gleiche Potenzen untereinander gestellt und ddientawie
immer im GF(2) handelt es sich dabei um modulo-2 Additionen der einzelnem&m von.

Diese Multiplikation lasst sich in Hardware sehr einfach realisieren. Siteliteaus modulo-2 Addierern
(XOR-Verknupfungen), welche die Koeffizienten vgix) repréasentieren, sowie binéren Register (Flip-Flops,
in der Zeichnung 1), durch welche der Vektat von links nach rechts durchgeschoben wird, entweder wie
in Abbildung13.2mit dem least-significant Bit (LSB), oder wie in Abbildudg.3mit dem most-significant

Bit (MSB) voraus.

> C(X)

[+ 90| B [-92] !°g3|Grad(g(x))=m=3
d(x) I I

Z_1 Z_1 Z-1

Abbildung 13.2: Implementierung der Multiplikation im GF(2) mit vorausgafiem LSB
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> C(X)

|‘92| |'g1| *gpo| Grad(g(x))=m=3
d(x) I I

Z'1 Z'1 Z-1

Abbildung 13.3: Implementierung der Multiplikation im GF(2) mit vorausgetidem MSB

Pro Clockzyklus wird dabei der Koeffizient von jeweils einer Potenzrdsultierenden Multiplikation be-
rechnet. Da die Addition der einzelnen Terme modulo-2 erfolgt, muss keirtrldgéei der Berechnung des
Koeffizienten der nachsten resultierenden Potenz berlcksichtigemeftn Ende des Vektorg wird mit
Zero-Padding (d.h. Nachschieben von Nullen) die Operation weitdrgefiis samtliche Koeffizienten vah
aus dem Schieberegister hinausgeschoben wurden.

Ebenfalls in Anlehnung an eine Polynomdivision im reellen Zahlenraum $&dstdie Division von zwel
Codepolynomen definieren. Die Menge aller Polynome béezeichnen wir mif[z]. Sind jetztc(x) und
eing(z) # 0 beliebige Polynome auk[x], dann gibt es zwei eindeutige Polynome) bzw.r(x), fir wel-
che gelten:

c(x) = q(x)g(x) + r(x) (13.33)

Bei ¢(x) handelt es sich um den Quotienten und bei) um den Rest der modulo-2 Polynomdivision
c(x)/g(x), wobei der Rest entwedefx) = 0 ist oder einen kleineren Grad ajér) aufweist.

Die Polynomdivision beginnt bei der héchsten Potenz w@r), welche bei einem Codewoctder Lange
n, bei welchem das héchstwertige Bit eihést, gerade der Potenz*~! entspricht. Bei der Division durch
eing(x) mit Gradz™ ergibt sich ein erster Koeffizient,_,,,—1 = 1 vong(z). Das Polynony(x) wird somit
mit z,,_,,—1 multipliziert und dieses Teilprodukt varix) subrahiert. Mit dem verbleibenden Rest wird gleich
verfahren.

Konkret fur einc(z) = 1 4+ x 4+ 23 + 2% + 25 und eing(z) = 1 + x + 23

(1+az+ 3+ > +2% 1 (1+az+2?) =2+22+a+1=¢q)
— 2+t + 20

1+z+ x4 25
. z? + a3+ x°

1+z+22+23+2*
— x4+ 2%+ x?

1+ + 23
- l4z+ x3

x =r(z)

Subtraktion und Addition sind im GF(2) wie gesagt identische Operationeh, lzei der Abwicklung dieser
Division. In Anlehnung an diese schriftlich durchgefiihrte Division tidgssh auch eine Divisionsschaltung
sehr einfach in Hardware realisieren:
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*do *J1 ¢
I 11D 11D -
c(X) —D—f -1 D -1 [P~ 2-1 q(x)

r(x)

Abbildung 13.4: Implementierung der Division im GF(2) mit Ublichem, vorggeendem MSB

Das hochstwertige Bit vop(z) ist dabei immer gleich und wird somit nicht als Koeffizienjs gezeichnet,
was aber eigentlich eine triviale Erkenntnis ist, denn wére dieser Koeffiziavarez?* als hochste Potenz
gar nicht vorhanden. Auch im reellen Zahlenraum werden ja bei eiivési@n durch? nur die sieben Einer
notiert und wir fiigen nicht noch beispielsweise zwei fihrende Stellef hirtizu, um die Division spannen-
der zu gestalten.

Die Division ist abgeschlossen, wenn das Codeweodllstandig von links nach rechts mit dem MSB voraus
in das Schieberegister hineingeschoben wurde. Im Schieberegifteldbsich dann gerade der Divisionsrest

r(z).

Weisen zwei Polynome(z) und b(x) bei der (modulo-2) Division durch(z) den gleichen Rest(z) auf,
wird dies in folgender eigentimlicher Schreibweise dargestellt:

c(x) = b(x) (modg(x)) (13.34)

Mit dieser Darstellung kdnnen wir fir eine beliebige Polynomdivision mit Pafyen auds[x| schreiben:

r(z) = c(x) (modg(x)) (13.35)

13.3.2 Theorem fir zyklische Codes

Division und Multiplikation sind zwar amiusante Operationen, welche auch mwae einfach realisiert
werden kdnnen, doch ist der Zusammenhang mit Blockcodes zurzeiengibhtlich.

Es gilt nun aber folgendes fundamentales Theorem fur zyklische Caltee€odewortpolynome eings, k)-

zyklischen Codes sind Vielfache eines Generatorpolyngms = go + g1 + gox> + . . . + gn_rx", wobei
g(z) ein sogenanntes Faktorpolynom veh + 1 sein muss. Dies bedeutet, dags+ 1 modulo-2 dividiert
durchg(z) den Resi(x) = 0 ergeben muss:

2" +1=0 (modg(z)) = c(x)=d(z)-g(r)erzeugt Codeworte eines zyklischen (n,k)-Codes.

Das Generatorpolynomix) besitzt dabei den Grad = n — k und besitzt die zwei Koeffizientep,, = go =
1, welche mit Sicherheit sind, da ohney,,, = 1 das htéchstwertige Codehit_; (MSB) und ohneyg = 1
das tiefstwertige Codehit) nicht gebildet werden konnte.

Das Polynom des Datenwortes besitzt den Grad 1 d.h. k Koeffizienten vond bis di_1, welche be-
liebig 1 oder0 sein konnen. Das Polynom des Codewortes besitzt den#sratdd.h.n Koeffizienten vorrg
bisc,,_1, welche ebenfalls alle sowobloder1 sein kbnnen.

Das Theorem basiert darauf, dass eine i-fache zyklische Verstigetines Codewortes’ (c(x)) grosse
Ahnlichkeit mit dem Produkt’ - ¢(x) aufweist:
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c(x) = cotcr-r+ea-xd . Fepo- " 24 +epg -t
O.’L (C(.’E)) _ c 3 + _|_ c . i—1 + . 7 . i+1 + . n—1
= n—i T ... n—1° T Co-xT +c1-x + ...+ Ch_1—ix
' e(x) = co - Fep -t 4 e e 2 ey - L

Die beiden Uberseinstimmenden Anteile wurden gerade untereinanddtt gbstelinksseitige Anteil, wel-
cher nur bei der zyklischen Verschiebumg(c(z)) auftritt, findet sich in selber Form mit” gewichtet auf
der rechten Seite varf - ¢(z) wieder.

Mit dem Korrekturterm(1 + z") - (cp—; + ... + cp—1 - 1) konnen somit die beiden Operationen gleich-
gesetzt werden:

ol (c(z)) =a"c(x)+ (L+a") (it ...+ cp1 -2 ) =2 c(z) + (1 +2") - g(z)

Der Quotienty(z) ist dabei ein (uns spater nicht weiter interessierender) Term vomiGrder Termz®-c(x)
wird nun auf die linke, der Term’ (c(x)) auf die rechte Seite der Gleichung genommen:

v ee) = ot (o)) + (1+a7) - q()

Eine zyklische Verschiebung um+ Positionen kann also wie folgt mit Multiplikation und Division erzeugt
bzw. implementiert werden:

* Multiplikation des Codewortes(x) mit z*
» Anschliessende Division durch+ ="
« Der Rest entspricht gerade dem zyklisch verschobenen Codevoyt= o° (c(x))

Nun ist aber bei der vorhin erhaltenen Gleichuigc(x)) = 2° - c¢(z) + (1 + 2™) - ¢(z) die rechte Seite durch
g(x) teilbar, dac(z) = d(z) - g(x) gilt und g(x) wie gefordert ein Faktor voh+ z" sein muss. Damit ist aber
aucho' (c(z)) durchg(z) teilbar. Dies bedeutet aber, dass jedes zyklisch verschobene Coddbeafalls
zum Code gehort, welcher mjtx) gebildet wird.

13.3.3 Generatorpolynome fir zyklische Codes

Zyklische Codes kénnen sehr einfach in Hardware implementiert we@lerin solch gebildeter zyklischer
Codec(z) = d(z) - g(x) aber auch gute fehlererkennende und/oder -korrigierende Elggftese besitzt, d.h.
ob er eine grosse minimale Hammingdistahz, aufweist, kann nicht auf einfache Art und Weise nur aus
dem Polynony(x) herausgelesen werden.

Es besteht aber bei gegebenem Generatorpolymam immer die Mdglichkeit, die minimale Hamming-
distanzdmi, des Codes zu bestimmen, indem samtliche Codeworte gebildet werden usiéhdasm ihrer
Hamminggewichte gesucht wird.

Glucklicherweise gibt es zyklische Codes mit grosser minimalen Hammingdistafzhe somit gute Co-

deeigenschaften mit einfacher Implementierung vereinen. In der rigehtien Tabelle sind Beispiele von
geeigneten Generatorpolynomefx) fur Hammingcodes mitn = 3. .. 10 aufgefuhrt (Quelle: Shu Lin and

Daniel J. Costello, Error Control Coding, 2nd Edition, Pearson 2004):
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m (n, k) g(x)

3 (7,4) 1+x+a3

4 (15,11) 1+z+ 2t

5 (31,26) 1+ 22+ 25

6 (63,57) 1+ x4 28

71 (127,120) | 1423 +27

8 | (255,247) | 1+ 2%+ 2% + a2t + 28
9 | (511,502) | 1+ a*+2?

10 | (1023,1013) | 1 + 23 + 219

Tabelle 13.1:Generatorpolynome von zyklischen Hamming-Codes

Sind solche Generatorpolynomér) gegeben, kann zudem sofort auch das Polyh¢m) des dualen Codes
berechnet werden, inderf + 1 durchg(z) modulo-2 dividiert wird. Der Quotieng(z) vom Gradk ent-
spricht dann gerade(x), d.h

" +1=g(z)- h(z) (13.36)

Ahnlich wie die Bestimmung von Primfaktoren von natiirlichen Zahlen ist aucEeliegung vore™ + 1 in
Faktorpolynome mit etwas probeln verbunden. Aus diesem Grund sindhtigharen Faktorpolynome von
™ + 1 fur 2 < n < 15 in der nachfolgenden Tabelle aufgelistet.

Polynom| Faktorisierung

2241 | (z+1)?

241 | (24+1)- (22 +z+1)

41 | (z+1)*

P+ |+ @3+ rat1)

25+1 | (z+1)2 (2% + 2+ 1)?

2 4+ | (241 (@P 1) (@3 + 22+ 1)

p+1 | (x4 1)8

2+1 | (z4+1)- (@2 +r+1) (@8 + 23+ 1)

0+1 | (x4 1) (2t + 23 + 22 + 2+ 1)?

1 [ (1) (@02 ¥ T St P+ 1)

2241 | (z+ 1) (@24 +1)8

eB+1 | (@+1)- @R+t 420+ 2%+ 28+ 2"+t P P+ + 1)
41 e+ )2 (B + 1) (2 2+ 1)?

2P+l (4 (22 +z+1)- @ e+ ) @43+ )@ttt D)

Tabelle 13.2:Unteilbare Faktorpolynome var* + 1 im GF(2)

Samtliche aufgelisteten Faktoren sowie alle beliebigen Produkte dieserétakititen Polynome mit unter-
schiedlichem Graah = n — k, welche jeweils ein Teiler vom™ + 1 sind und somit als Generatorpolynom
g(x) einen zyklischerin, k)-Code bilden kénnen. Wie schon erwahnt haben aber nicht alle diégsoRe
g(z) in Bezug auf die Hammingdistanz gute Code-Eigenschaften.

13.3.4 Zyklische Codes und Generatormatrix

Da es sich bei zyklischen Codes um Vertreter von linearen Codes Ihagiteen sie auch mit Hilfe einer
Generatormatrixz dargestellt werden. Es gibt verschiedene Losungen fur diese &emaatrixG. Eine der
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einfachsten besteht aus deiZeileng(z), = - g(z), 22 - g(x), ...,z - g(x). Mit diesem Ansatz ist auch
gewabhrleistet, dass die Zeilen véhlinear unabhé&ngig sind.

Mit Linearkombinationen dieser Zeilen kann eine gefundene Métrauch in eine systematische Form ge-
bracht werden. Durch solche Zeilenoperationen bleibt die Mengeatdev@rte insgesamt unverandert, doch
andert sich die Zuordnung dieser Codeworte zu den Datenworten.

Mit Hilfe des Polynomsh(x) (d.h. dem Polynom des dualen Codes vdm)) kann in gleicher einfacher
Art und Weise eine ParitatsprifmatriX zur Generatormatri% erstellt werden. Fur diese Paritatsprifmatrix
H gibt es ebenfalls mehrere Lésungen.

Da nun aber jedes Codewort ein Vielfaches des Generatorpolynomsst, muss auf der Empfangersei-
te ein empfangenes Codewaeytnicht zwingend mit der ParitatsprifmatriX auf seine Guiltigkeit Gberpruft
werden. Stattdessen kaap(x) durchg(z) dividiert werden: iste, (x) ein giltiges Codewort, ergibt diese
Division den Rest(z) = 0.

Der Vektorc, sei nun ein empfangenes Codewort, welches durch einen Fehlere¢ekaan urspriinglichen
Codewortc abweicht. Folgendes wichtiges Theorem behandelt dann die Fehkhorfir zyklische Codes:
jedes Fehlerpolynom(z) mit einem Hamming-Gewicht dmin/2 besitzt ein eindeutiges Syndrom-Polynom
s(z) des Grades — k, wobei furs(z) gilt:

s(z) = cp(x) (modg(x)) (13.37)

Und damit zugleich:

s(z) = e(x) (modg(x)) (13.38)

Das Syndrompolynom(z) kann also gewonnen werden, indeptz) durchg(x) dividiert wird. Fur jedes
Errorpatterre(z) mit einem Hamming-Gewichb(e) < dmin/2 kann zudem das Syndrosiiz) schon im Vor-
aus berechnet werden, indettx) durchg(z) dividiert wird. Diese Syndrome(z) kdnnten zusammen mit
den sie verursachenden Fehlervektoren in einer Tabelle abgelatgnyerelche aber fir grosse Codelangen
n wiederum riesig gross werden.

Zum Glick gibt es aber auch hier algorithmische Losungen, um eine ketrigktur aufgrund eines Syn-
dromss(z) < 0 vorzunehmen. Leider sind diese Algorithmen so aufwéndig in der Anwendad im ma-
thematischen Beweis, dass sie den Rahmen dieser Einfihrung in featereride und fehlerkorrigierende
Codes sprengen wiirden.

13.3.5 Einfache Bildung eines geordnet-systematischen zigdhen Codes

Gultige Codeworte eines zyklischén, k)-Codes, welche geordnet-systematisch sind, kdnnen wie folgt ma-
thematisch beschrieben werden:
c(x) = 2" . d(x) + p(z) (13.39)

Damitc(z) ein gultiges zyklisches Codewort ist, muss das Generatorpolyrieirein Faktor vorr(x) sein,
d.h. es gilte(z) = q(z) - g(x). Wird dies in vorhergehender Gleichur3(39 eingesetzt, ergibt sich:

q(z) - g(a) = 2" - d(z) + p() (13.40)

Durch Umstellen dieser Gleichung lasst sich sofort bestimmen, wie das Polyf20 der dem Datenwort
angefligten Paritatsbit berechnet werden muss:

2" d(w) = (@) - g(2) + p(x) (13.41)
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Die Paritatsbip(x) entsprechen also gerade dem Rest, welcher sich bei einer Divisiar'vén d(z) durch
g(z) ergibt.

Diese Operation lasst sich in Hardware sehr einfach implementieren, whfolgend fir einen zyklischen
(14, 10)-Code mit Generatorpolynog({z) = z* + 22 + z + 1 dargestellt ist:

} c(x)

1st phase: transfer d(x)
2nd phase: transfer r(x)

d(x)

N

\—2'1 D= 271 =D 21 21—

Abbildung 13.5: Implementierung eines systematischen zyklischen (14;H@)es

In der ersten Phase wird das 10-Bit Datenwdjrt) mit dem hdchstwertigen Bit voraus (MSB first) ausgege-

ben und gleichzeitig die Division”* - d(x) durchg(x) durchgefihrt. Sind alle Bit des Datenworiés:
ausgegeben, wird die Berechnung der Division gestoppt und digtatBhits des Divisionsrest§z) = p(x
werden den Datenbit angefiuigt, wodurch insgesamt das Codefx9rzu einem gultigen Codewort wird.

Beispiel: zyklischer (7,4)-CodeFolgende Aufgabe soll einen Grossteil der behandelten Theorie §ikksche Codes nochmals
illustrieren: implementieren Sie einen zyklisch@h4)-Code.

+ Das Generatorpolynom(z) muss ein Faktorpolynom var’ + 1 mit einem Grad vom — k = 3 sein.
+ Durch Probieren finden wie:” 4+ 1 = (z + 1)(2® + z + 1)(2® + 2% + 1)

+ Von den zwei moglichen Generatorpolynomen dritten Grades wahlefi wirz + z°)

+ Eine mdgliche Generatormatrix wird durch die Zeilgir), zg(x), z2g(z) undz>g(x) gebildet:

G =

— = O
o = O

0
0
1

o o o

1 1
0 0
0 1

O = =

00 0 1 1 0 1

e Durch Matrix-Zeilenoperationen kann man diese Matrix in eine systerhatiBorm bringen. Bei zyklischen Codes ist es
dabei ublich, dass die unveranderten Datenbits als erstes mit derviéxtiyen Bit (MSBs) tibertragen werden, gefolgt von
den niederwertigeren Bit (LSBs) des Codes, welche die ParitatsbitlemhBie Einheitsmatrix soll sich somit im rechten
Teil der Generatormatrig befinden.

Zeile 1 1 1.0 1 0 0 0

Caee Zeile 2 _ |01 10100
vs Zeile 3+ Zeile 1 1 1 1 0 0 1 0
Zeile 4 + Zeile 1 + Zeile 2 1 01 0 0 O 1

» Es kann nun durch Bilden samtlicher Codeworte tberprift werdess der gesamte Code aus insgesamt vier in Bezug auf
die zyklische Verschiebung unabhéngigen Codeworten besteht, whlctte eine Verschiebung wieder in sich selbst oder in
ein anderes gultiges Codewort Gibergehen:

¢, = [0000000] = 0

¢, = [1101000] = 1 + = + 2*

¢, = [1110010] = 1 + = + 2* + 2°

ey = [1111111]) =1+ 2+ 2% + 2% + 2* +2° +2°

Mit dem Wissen um die Zyklizitdt des Codes kann auch die minimale Hammiagdisies Codes sofort bestimmt wer-
den. Die untenstehenden Hamminggewichte gelten sowohl fur dadi@ufgeCodewort selbst wie auch fur samtliche seiner
zyklischen Verschiebungen:

¢ w(g)=3
Gyt w(ey) =4
cgt wlcy) =7

 Die folgende Syndromtabelle listet sémtliche Syndrome von Einzelfeklieses Codes auf. Die Tabelle kdnnte zwar fir
Doppel- oder Mehrfachfehler erweitert werden. Dies macht beiedieBeispiel aber wenig Sinn, da es sich beim vorlie-
genden Code um einen Hammingcode und somit einen Einzelfehlerikoengen perfekten Code handelt, bei welchem
samtliche mdglichen Syndrom#&x) # 0 schon durch Einzelfehler abgedeckt werden. Eine sinnvolle Feltektar wird
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immer die kleinstmdgliche Modifikation des empfangenen Codeworts kiorae, um wieder ein gultiges Codewort zu erzie-
len und somit nicht Mehrfachfehler korrigieren, wenn schon dunce Korrektur eines Einzelfehlers ein glltiges Codewort
realisiert werden kann. Da séamtliche denkbaren Syndrdme+ 0 durch die aufgelisteten Einzelfehler abgedeckt sind, wird
eine Korrektur von Mehrfachfehlern gar nicht erst in Betracht geno

e(z) 9(z) s(x)

1 Do l4z+2 = 1

T Do l4r+® = T

22 l+z+22 = 22

3 1+z+2° = 1+x
xt 14+z+2° = x + 22
2P 14+2z+2> = 1+z+a?
8 1l4+z+2° = 1+ 22

Der Empfanger kann nun aufgrund eines Syndrefnas durch Subtraktion des zugehdrigen Fehlervektdrs vom emp-
fangenen Codewott, () jenes giltige Codewort(z) bilden, welches in kleinster Hammingdistanz z\z) liegt. Ist bei
der Ubertragung tatséchlich nur ein Einzelfehler aufgetreten, kanasstedlerhafte,. («) erfolgreich korrigiert werden.

13.4 Zyklische Redundanzpriufung

Bei einer zyklischen Redundanzpriifung (Englisch: cyclic reduaglaheck, CRC) sollen Ubertragungsfeh-
ler nicht korrigiert, sondern einfach nur mit moglichst kleiner Restferaénacheinlichkeit erkannt werden.
Typische Anwendungsgebiete von CRC-Codes sind Datenpakete emalaoin Empfanger Gberprift und im

Falle eines Ubertragungsfehlers nochmals angefordert werderesDiesfahren wird auch ARQ-Protokoll

(Englisch: Automatic Repeat reQuest) genannt.

Ist bei der Uberpriifung eines Datenpakets nur die Fehlererkgnmoe keine Korrektur relevant, erweist

es sich als praktisch, eine kurze charakteristische Signatur am EnBakkts anzufiigen. Dadurch kann das
eigentliche Datenwort ohne zuséatzliche Codierung und Decodierungemuer zum Empfanger Ubertragen
werden und dem Empfanger ist es freigestellt, die Korrektheit der Wgemg zu tberprifen oder die Daten
ohne Decodierung ungeprift entgegenzunehmen.

Je nachdem, ob neben der Uberpriifung von zufalligen Ubertrafigimes) auch mutwilliges Verandern der
Daten erkannt werden soll, werden unterschiedliche Verfahremamgket:

e Prufsumme: lineare, effiziente aber leicht manipulierbare Berechnung der SigraBirGRC).
» Kryptographische Hash-Funktion: nicht-lineare Berechnung der Signatur (z.B. MD5 oder SHA).

Bei einer zyklischen Redundanzprifung wird ein Datenwfst) von beliebiger Langé durch ein CRC-
Polynomg(z) dividiert. Der Rest(x) der Division wird dem Datenwort(z) angehangt, was zusammen das
Codewortc(x) ergibt. Diese Division und die Ausgabe der Priufsumrie) am Ende des Datenwortes kann
wie folgt realisiert werden (am Beispiel vaiiz) = z* + 22 4 = + 1):

d(x)

VA

} c(x)

1st phase: transfer d(x)
2nd phase: transfer r(x)

L2'1 KD 271 =D 21 21—

Abbildung 13.6: Implementierung der CRC-Berechnung fiir Polyngfn) = 2* + 22 + = + 1

Die CRC-Berechnung ist somit identisch mit der Erzeugung von geosysétmatischen Codeworten eines
zyklischen Blockcodes.
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Auf Seite des Empféangers kann das gesamte Codewort (d.h. inkl. Rriisuwieder durchy(z) geteilt
werden. Ist dieser neue Divisionsrest:) = 0, war die CRC-Priifung erfolgreich und es wurde ein gultiges
Codewort empfangen. Istx) # 0, sind ein oder mehrere Ubertragungsfehler aufgetreten.

Die Linearitat des Codes ist gewéhrleistet, da die Summe von zwei Codawaetche je durch das Ge-
neratorpolynony(z) teilbar sind, mit Sicherheit ebenfalls ohne Rest durgch) geteilt werden kann.

Trotz ihres Namens ist bei der zyklischen Redundanzprifung die Zglder mit der Prisumme erganz-
ten Datenworte meist nicht vorhanden, speziell wenn eine beliebige ©ditavgen vorgegeben wird. Oft
kdnnte man zwar etwas krampfhaft argumentieren, dass das verwéelgeatorpolynong(z) ein Teiler
von x™ + 1 ist, fur einn, welches grosser ist als die aktuelle Codewortlange. Dann kénnte maratia-D
worte mit fiihrenden Nullen erganzen, welche keine Anderung beietechneten Prifsumme verursachen,
und welche in verkurzter Darstellung einfach weggelassen wurddiat kind Wahrheit ist aber die zyklische
Eigenschaft der gebildeteten Codeworte bei dieser Prifsummenbarngchicht wirklich relevant, weshalb
man ihr auch nicht nachtrauern muss, wenn sie bei beliebigen Codewertléawerloren gegangen ist.

13.4.1 Eigenschaften der zyklischen Redundanzprifung

* Hammingdistanz: die Hammingdistanz ist abh&ngig von der maximalen Codewortlande grosser
n gewahlt wird, desto kleiner wird die Hammingdistanz. Die minimale Hammingdistang €RE-
Codes bei gegebenem zu bestimmen, ist speziell fir grossekeine einfache Aufgabe und wird
teilweise mit Brute-Force-Methoden durchgerechnet.

» Erkennung einer ungeraden Anzahl von Fehlern:Besitztg(x) den Faktorr + 1, werden eine un-
gerade Anzahl Fehler mit Sicherheit erkannt. So ist garantiert, da$stei beliebig langen CRC-
geschutzten Codeworten Einzelfehler mit Sicherheit erkannt werden.

» Erkennung von Burstfehlern: Ist das empfangene Codewort durch einen einzelnen Burstfehler be-
eintrachtigt, dessen gesamte Lange kleiner ist als der &rdds Generatorpolynoms, wird dieser mit
Sicherheit erkannt. Wegen der Linearitat des Codes musste eine solctsdBuenz durdiiz) teilbar
sein, damit der Fehler unentdeckt bleibt. Unabhangig davon, wo digge&eim Codewort auftaucht,
wird sich der aktuelle Divisionsrest bei den fortlaufenden Divisiohgen nie Uber die Lange:
erstrecken und bleibt damit bis zum Schluss der Divisiomr@l$ # 0 erhalten.

* Restfehler bei beliebigen FehlervektorenDer Divisionsrest-(z) besitzt die Langen. Da im Stan-
dardverfahren nur bei(z) = 0 ein glltiges Codewort vorliegt und die Wahrscheinlichkeit beliebiger
Bitmuster im Divisionsrest jeweils gleich hoch ist, ist die Wahrscheinlichkeis aan Fehlervektor
mit héherem Gewicht als die Hammingdistanz unerkannt blgipt:= 2% Je nach CRC-Code und
Lange der Codeworte und der sich daraus ergebenden Hammingdistdirdiede Failure-Rate des
CRC-Checks noch mit der Fehlerwahrscheinlichkeit von ein- oder meteh Bitfehlern im Codewort
multipliziert werden, um die Restfehlerwahrscheinlichkgit zu erhalten.

» Erkennung von einer veranderten Anzahl fihrender Nullen: Wie schon erwahnt, verandern fih-
rende Nullen bei einer Division der Datenworte durgh) die berechnete Prifsumme nicht. Bei Da-
tenworten mit variabler Lange kann es aber sehr stérend sein, da¥¢edéaslen oder Anfligen von
fuhrenden Nullen nicht erkannt werden kann. Abhilfe schafft, wasrder Durchflihrung der Division
das Prufsummenregister nicht mit lauter Nullen sondern mit einem andengr{AMe Beispiel alles
Einer) initialisiert wird.

» Erkennung von einer veranderten Anzahl nachfolgender Nullen:Nicht gel6st ist im vorhergehen-
den Fall das Problem von nachfolgenden Nullen im Anschluss an die enle$ Ubertragenen Prif-
summer(z). Auch diese Nullen bleiben ohne weitere Massnahmen unerkannt. Abtfiégfsin die-

sem Fall, wenn der Sender die Priifsumme) invertiert Gbertragt. Diese Invertierung entspricht einer
m—1 .

modulo-2 Addition des Codeworts mit dem Vektarz) = > 1-z'. Fuhrt nun der Empfanger zur
i=0
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Redundanzprufung eine Division bis zum Ende des Codeworts (dlIhPriisumme) durch, ergibt sich
nicht der Rest(x) = 0 sondern der Divisionsrest vari” - (¢(z) + v(z)) durchg(z), was bei einem
gultigen Codewort dem Divisionsrest vafi* - v(x) durchg(x) entspricht. Bei gultigen Codeworten
ist sodann beim Empfanger der Divisionsrest nicfat) = 0, sondern ein anderes, jeweils unabhan-
gig von den gultigen Codeworten gleichbleibendes, charakteristiscigsoRo die sogenannte Magic
Number.

13.4.2 Beispiele von CRC-Polynomen

In nachfolgender Tabelle sind die CRC-Polynome von verschiedeneih eingesetzten Kommunikations-
protokollen aufgelistet. Die Tabelle wurde aus Angaben von Wikipedipgusammengestellt.

CRC-Polynome von verschiedenen Anwendungen

Name Polynom

CRC-CCITT (CRC-4) st 4+1

USB (CRC-5) 2+ 41

Bluetooth P4ttt +l=(z+DE*+z+1)

SD/MMC-Card protocol (CRC-7) | o7 +z® + 1
CRC-8 (Dallas/Maxim 1-Wire Bus)| «® 4+ z° + 2% + 1

CRC-8 (ITU-T 1432.1) A N A Ry |

CRC-8 (AES/EBU SAE-J1850) R A A |

CAN-CRC R R R gy |

CRC-CCITT CRC-16 (ITU-T X.25)| «'® + 22 +2° +1

IBM-CRC-16 e 42 42?41

Ethernet CRC-32 (IEEE 802.3) 224 B 4P e e 20 S 4 T S et e+

Tabelle 13.3:CRC-Polynome von verschiedenen Anwendungen
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Anhang A
Konstanten

A.1 Griechische Buchstaben

A « alpha N v nu

B o beta = ¢ Xi

r ~ gamma O o omikron
A § delta In = pi

E ¢¢ epsilon R »p rho

Z ( zeta ¥ o,¢ sigma
G 7€ eta T 7 tau

O 6,9 theta T v upsilon
[’ iota d ¢, phi

K & kappa X x chi

A A lambda v psi

M u mu Q w omega

A.2 Mathematische und physikalische Konstanten

e = 2.718281 828459 045 235 360 287 Eulersche Zahl{3]

m = 3.141592653 589 793 238 462 643 Kreiszahlr (Archimedes-Konstante[]
€ = 8.854187812813 &2 Elektrische Feldkonstanté []

po = 4m-1077 =1.256637062122- 1076 % Magnetische Feldkonstanté¢]

co = \/ggm = 299793458 7= Lichtgeschwindigkeit im Vakuum/[1]
kp = 1.380649-10723 Ws Boltzmann-Konstantel[3]
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Anhang B
Zehnerlogarithmus

B.1 Berechnung von Summen, Produkten und Potenzen

logig(z +y) = logig(z) +logio(l+ %)
logyo( - y) = logjo(z) + logy(y)
logyo(Y) = logjo(z) -y

loglo(%) = —logyo(z)
logig(z-10Y) = logo(z) +y

B.2 Umrechnung auf eine andere logarithmische Basis

I T
log,(a) = et
In(z) = % = logy(z) - 2.302 585093
logy(z) = 2008 = logyg(x) - 3.321928095

B.3 Anwendungsbeispiel: Dezibel

Bestimmen Sie die Dampfunigyg eines Kanals in Dezibel, wenn ein Signal an dessen Ausgang noch die Lei-
stungP, = 0.002 278 - P; der Eingangsleistungy; aufweist. Die Losung wird mit Hilfe der Tabelle bestimmt,
wobei Zehnerpotenzen ausgeklammert werden kénnen und mit lineéegudlation die Prazision allenfalls
noch gesteigert werden kann.

Lgg = 10 - log;(0.002278) = 10 - log;((2.28 - 1073) ~ 10 - (0.357935 — 3) = —26.420 65 [dB]
Lgg = 10 - 1og((0.002278) ~ 10 - (0.8 - log;((2.28 - 1072) 4 0.2 - log1((2.27 - 1073)) = —26.424 468 [dB]

Die Prazision ist in diesem Beispiel auch bei der ersten Berechnuhghech, da Angaben in Dezibel in der
Praxis meist auf eine oder in selteneren Fallen auf zwei Kommastellen gémecdien.

241
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B.4 Tabelle des Zehnerlogarithmus

Samtliche numerischen Werte wurden mit MATLAB-Funktioog10 berechnet.

x +0.00 +0.01 +0.02 +0.03 +0.04 +0.05 +0.06 +0.07 +0.08 -+0.09

1.00{ 0.000000 0.004 321 |0.008600 0.012837|0.017033 0.021189|0.025306 0.029 384 |0.033424 0.037426
1.10{0.041393 0.045323|0.049218 0.053078|0.056 905 0.060 698 | 0.064458 0.068 186 | 0.071882 0.075 547
1.20/0.079181 0.082785|0.086 360 0.089905 |0.093422 0.096910|0.100371 0.103804|0.107210 0.110590
1.30{0.113943 0.117271]0.120574 0.123852|0.127105 0.130334|0.133539 0.136721|0.139879 0.143015
1.40|0.146 128 0.149219 |0.152288 0.155336 |0.158 362 0.161368|0.164353 0.167317|0.170262 0.173186

1.50{0.176 091 0.178977|0.181844 0.184691 |0.187521 0.190332|0.193125 0.195900 | 0.198 657 0.201 397
1.60{0.204120 0.206826 |0.209515 0.212188|0.214844 0.217484|0.220108 0.222716 | 0.225309 0.227 887
1.70{0.230449 0.232996 | 0.235528 0.238046 | 0.240 549 0.243038|0.245513 0.247973|0.250420 0.252853
1.80|0.255273 0.257679|0.260071 0.262451 |0.264 818 0.267172|0.269513 0.271842|0.274158 0.276 462
1.90|0.278 754 0.281033]0.283 301 0.285557 |0.287802 0.290 035 |0.292256 0.294466 | 0.296 665 0.298 853

2.00/0.301030 0.303196 |0.305351 0.307496 |0.309630 0.311754|0.313867 0.315970|0.318063 0.320 146
2.10/0.322219 0.324282|0.326336 0.328380|0.330414 0.332438|0.334454 0.336 460 | 0.338456 0.340444
2.20/0.342423 0.344392|0.346 353 0.348 305 |0.350248 0.352183|0.354108 0.356 026 | 0.357935 0.359835
2.30/0.361 728 0.363612|0.365488 0.367356 |0.369216 0.371068|0.372912 0.374748|0.376577 0.378 398
2.40/0.380211 0.382017|0.383815 0.385606 |0.387390 0.389166 |0.390935 0.392697|0.394452 0.396 199

2.50/0.397940 0.399674|0.401401 0.403121|0.404834 0.406 540 |0.408 240 0.409933|0.411620 0.413 300
2.60/0.414973 0.416641|0.418301 0.419956 |0.421604 0.423246 |0.424882 0.426511|0.428135 0.429 752
2.70/0.431364 0.432969 | 0.434569 0.436163 |0.437751 0.439333|0.440909 0.442480|0.444045 0.445604
2.80/0.447158 0.448706 | 0.450249 0.451786 |0.453 318 0.454 845 |0.456 366 0.457 882|0.459392 0.460 898
2.90/0.462398 0.463893|0.465 383 0.466 868 | 0.468 347 0.469822|0.471292 0.472756|0.474216 0.475671

3.00{0.477121 0.478566 | 0.480007 0.481443|0.482874 0.484300|0.485721 0.487138|0.488551 0.489 958
3.10/0.491 362 0.492760|0.494155 0.495544(0.496930 0.498311|0.499687 0.501059 [0.502427 0.503 791
3.20/0.505150 0.506 505 |0.507856 0.509203|0.510545 0.511883|0.513218 0.514 548 |0.515874 0.517 196
3.30/0.518514 0.519828|0.521138 0.522444|0.523 746 0.525045 |0.526 339 0.527630 |0.528 917 0.530 200
3.40/0.531479 0.532754|0.534026 0.535294 |0.536 558 0.537819|0.539076 0.540329|0.541579 0.542825

3.50/0.544 068 0.545307|0.546543 0.547775|0.549003 0.550228 | 0.551450 0.552668 |0.553 883 0.555 094
3.60/0.556 303 0.557507|0.558 709 0.559907 | 0.561101 0.562293 |0.563 481 0.564 666 | 0.565848 0.567 026
3.70/0.568 202 0.569374|0.570543 0.571709|0.572872 0.574031|0.575188 0.576 341 |0.577492 0.578 639
3.80/0.579784 0.580925|0.582063 0.583199|0.584 331 0.585461 | 0.586 587 0.587 711 |0.588832 0.589 950
3.90/0.591 065 0.592177]0.593286 0.594393|0.595496 0.596 597 |0.597 695 0.598 791 | 0.599 883 0.600 973

4.00/0.602060 0.603 144 |0.604226 0.605305|0.606381 0.607455|0.608526 0.609594 |0.610660 0.611723
4.10/0.612784 0.613842|0.614897 0.615950|0.617000 0.618048|0.619093 0.620136 |0.621176 0.622214
4.20]0.623249 0.624282|0.625312 0.626 340 | 0.627 366 0.628 389(0.629410 0.630428 |0.631444 0.632457
4.30/0.633468 0.634477|0.635484 0.636488|0.637490 0.638489(0.639486 0.640481 |0.641474 0.642465
4.40]0.643 453 0.644439|0.645422 0.646404|0.647 383 0.648 360 | 0.649335 0.650308 | 0.651278 0.652 246

4.50/0.653213 0.654177|0.655138 0.656 098|0.657056 0.658011|0.658965 0.659916 |0.660865 0.661 813
4.60]0.662 758 0.663 701 | 0.664 642 0.665581|0.666518 0.667453|0.668386 0.669317|0.670246 0.671173
4.7010.672098 0.673021|0.673942 0.674861|0.675778 0.676694 |0.677607 0.678518|0.679428 0.680 336
4.80/0.681241 0.682145|0.683047 0.683947|0.684845 0.685742|0.686636 0.687529 |0.688420 0.689 309
4.90/0.690196 0.691081 |0.691965 0.692847|0.693727 0.694605 | 0.695482 0.696 356 | 0.697229 0.698 101

Fortsetzung auf nachster Seite
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Fortsetzung von vorhergehender Seite

T

-+0.00 +0.01

+0.02 +0.03

+0.04

+0.05

+0.06 +0.07

+0.08

+0.09

5.00
5.10
5.20
5.30
5.40

0.698 970
0.707570
0.716 003 0.716 838
0.724276 0.725095
0.732394 0.733197

0.699 838
0.708 421

0.700 704
0.709270
0.717671
0.725912
0.733 999

0.701 568
0.710117
0.718 502
0.726 727
0.734 800

0.702431
0.710963
0.719331
0.727 541
0.735599

0.703 291
0.711807
0.720 159
0.728 354
0.736 397

0.704 151
0.712 650
0.720 986
0.729 165
0.737193

0.705008
0.713491
0.721811
0.729974
0.737987

0.705 864
0.714 330
0.722634
0.730 782
0.738 781

0.706 718
0.715167
0.723 456
0.731 589
0.739572

5.50
5.60
5.70
5.80
5.90

0.740363 0.741152
0.748 188 0.748 963
0.755875 0.756 636
0.763428 0.764176
0.770852 0.771 587

0.741939
0.749 736
0.757 396
0.764 923
0.772 322

0.742725
0.750 508
0.758 155
0.765 669
0.773 055

0.743 510
0.751279
0.758 912
0.766 413
0.773 786

0.744 293
0.752048
0.759 668
0.767 156
0.774517

0.745075
0.752 816
0.760 422
0.767898
0.775 246

0.745 855
0.753 583
0.761176
0.768 638
0.775974

0.746 634
0.754 348
0.761928
0.769 377
0.776 701

0.747412
0.755112
0.762679
0.770115
0.777427

6.00
6.10
6.20
6.30
6.40

0.778 151 0.778874
0.785330 0.786 041
0.792392 0.793 092
0.799341 0.800029
0.806 180 0.806 858

0.779596 0.780317
0.786 751 0.787460
0.793790 0.794 488
0.800717 0.801404

0.807535 0.808211

0.781 037
0.788168
0.795 185
0.802 089
0.808 886

0.781755
0.788 875
0.795 880
0.802774
0.809 560

0.782473
0.789581 0.790 285
0.796 574 0.797 268
0.803457 0.804 139
0.810233 0.810904

0.783 189

0.783 904
0.790 988
0.797960
0.804 821
0.811575

0.784 617
0.791691
0.798 651
0.805 501
0.812245

6.50
6.60
6.70
6.80
6.90

0.812913 0.813581
0.819544 0.820201
0.826 075 0.826 723
0.832509 0.833147
0.838849 0.839478

0.814248 0.814913
0.820858 0.821514
0.827 369 0.828 015
0.833784 0.834421
0.840106 0.840733

0.815578
0.822168
0.828 660
0.835 056
0.841 359

0.816 241
0.822 822
0.829 304
0.835691
0.841 985

0.816904 0.817565
0.823474 0.824126
0.829947 0.830589
0.836324 0.836957
0.842609 0.843233

0.818 226
0.824 776
0.831230
0.837588
0.843 855

0.818 885
0.825 426
0.831870
0.838219
0.844 477

7.00
7.10
7.20
7.30
7.40

0.845098 0.845718
0.851258 0.851870
0.857332 0.857935
0.863 323 0.863917
0.869232 0.869818

0.846 337 0.846 955
0.852480 0.853 090
0.858 537 0.859138
0.864 511 0.865 104
0.870404 0.870989

0.847573
0.853 698
0.859739
0.865 696
0.871573

0.848189
0.854 306
0.860 338
0.866 287
0.872 156

0.848805 0.849419
0.854913 0.855519
0.860937 0.861 534
0.866 878 0.867467
0.872739 0.873321

0.850033
0.856 124
0.862131
0.868 056
0.873902

0.850 646
0.856 729
0.862 728
0.868 644
0.874 482

7.50
7.60
7.70
7.80
7.90

0.875061 0.875640
0.880814 0.881 385
0.886491 0.887054
0.892095 0.892651
0.897627 0.898176

0.876218 0.876795
0.881955 0.882525
0.887617 0.888179
0.893207 0.893762
0.898 725 0.899273

0.877371
0.883093
0.888 741
0.894 316
0.899 821

0.877947
0.883661
0.889302
0.894 870
0.900 367

0.878 522 0.879 096
0.884229 0.884795
0.889862 0.890421
0.895423 0.895975
0.900913 0.901 458

0.879 669
0.885 361
0.890 980
0.896 526
0.902003

0.880 242
0.885926
0.891 537
0.897077
0.902 547

8.00
8.10
8.20
8.30
8.40

0.903090 0.903633
0.908485 0.909021
0.913814 0.914 343
0.919078 0.919601
0.924279 0.924 796

0.904174 0.904 716
0.909556 0.910091
0.914872 0.915400
0.920123 0.920 645
0.925312 0.925828

0.905 256
0.910624
0.915927
0.921 166
0.926 342

0.905 796
0.911 158
0.916 454
0.921 686
0.926 857

0.906 335 0.906 874
0.911690 0.912222
0.916 980 0.917506
0.922206 0.922725
0.927370 0.927 883

0.907411
0.912753
0.918 030
0.923 244
0.928 396

0.907949
0.913 284
0.918 555
0.923 762
0.928 908

8.50
8.60
8.70
8.80
8.90

0.929419 0.929930
0.934498 0.935003
0.939519 0.940018
0.944 483 0.944 976
0.949390 0.949878

0.930440 0.930949
0.935507 0.936011
0.940516 0.941014
0.945469 0.945961
0.950365 0.950851

0.931458
0.936 514
0.941511
0.946 452
0.951 338

0.931 966
0.937016
0.942 008
0.946 943
0.951 823

0.932474 0.932981
0.937518 0.938019
0.942504 0.943 000
0.947434 0.947924
0.952308 0.952792

0.933 487
0.938 520
0.943 495
0.948413
0.953 276

0.933993
0.939020
0.943 989
0.948 902
0.953 760

9.00
9.10
9.20
9.30
9.40

0.954243 0.954 725
0.959041 0.959518
0.963 788 0.964 260
0.968483 0.968 950
0.973128 0.973 590

0.955207 0.955 688
0.959995 0.960471
0.964 731 0.965 202
0.969416 0.969 882
0.974051 0.974512

0.956 168
0.960 946
0.965672
0.970 347
0.974972

0.956 649
0.961421
0.966 142
0.970812
0.975432

0.957128 0.957607
0.961895 0.962 369
0.966611 0.967 080
0.971276 0.971740
0.975891 0.976 350

0.958 086
0.962 843
0.967 548
0.972203
0.976 808

0.958 564
0.963 316
0.968 016
0.972 666
0.977 266

9.50
9.60
9.70
9.80
9.90

0.977724 0.978181
0.982271 0.982723
0.986 772 0.987219
0.991226 0.991 669
0.995635 0.996 074

0.978637 0.979093
0.983175 0.983 626
0.987666 0.988113
0.992111 0.992 554
0.996 512 0.996 949

0.979 548
0.984077
0.988 559
0.992 995
0.997 386

0.980003
0.984 527
0.989005
0.993 436
0.997 823

0.980458 0.980912
0.984 977 0.985 426
0.989450 0.989895
0.993877 0.994 317
0.998 259 0.998 695

0.981 366
0.985875
0.990 339
0.994 757
0.999131

0.981819
0.986 324
0.990 783
0.995 196
0.999 565
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Anhang C
Zwelerlogarithmus

C.1 Berechnung von Summen, Produkten und Potenzen

logy(z +y) = logy(x) +logy(1+ £)
logy(z-y) = logy(w) +logy(y)
logy (z¥) = logy(z) -y

logz(%) = —logy()

logy(z-2Y) = logy(w) +y

C.2 Umrechnung auf eine andere logarithmische Basis

1 x
log,(x) =
() = P2 = logy(x)-0.69314718
logig(z) = (22 = logy(x)-0.30103000

C.3 Anwendungsbeispiel: Informationsgehalt

Bestimmen Sie den Informationsgeh&(td) eines Ereignissed mit Auftretenswahrscheinlichkef?(A) =
0.0137. Die Losung wird mit Hilfe der Tabelle bestimmt, wobei durch Anwenden voralieelnterpolation,
geeigneter logarithmischer Gesetze oder Gebrauch von beidem digd?r@zsteigert werden kann.

I(A) = —10g,(0.0137) ~ — log,(0.014) ~ 6.158 429 [bit]

I(A) = —10g,(0.0137) ~ —0.7 - logy(0.014) — 0.3 - log,(0.013) = 6.190 503 8 [bit]

I(A) = —1ogy(0.0137) = —log,(0.8768 - 276) = 6 — log,(0.877) ~ 6.189 351 [bit]

I(A) = —10gy(0.0137) = —1og,(0.8768 - 276) ~ 6 — 0.8 - log, (0.877) — 0.2 - log,(0.876) ~ 6.189 6802 [bit]

Mit der letzten Berechnung wurde das Ergebnis am prézisesten bestinishbiezur zweitletzten Stelle kor-
rekt.
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C.4 Tabelle des Zweierlogarithmus

Anhang C. Zweierlogarithmus

Samtliche numerischen Werte wurden mit der MATLAB-Funkti@myg2 berechnet.

T +-0.000 +-0.001 +0.002 +0.003 +0.004 +0.005 +0.006 +0.007 +0.008 -+0.009

0.000| —oco —9.965784 | —8.965784 —8.380822 | —7.965 784 —7.643856 | —7.380822 —7.158429 | —6.965 784 —6.795 859
0.010| —6.643 856 —6.506 353 | —6.380 822 —6.265 345 | —6.158 429 —6.058 894 | —5.965 784 —5.878321 | —5.795859 —5.717857
0.020| —5.643 856 —5.573467 | —5.506 353 —5.442222 | —5.380822 —5.321928 | —5.265345 —5.210897 | —5.158429 —5.107 803
0.030| —5.058 894 —5.011588 | —4.965 784 —4.921390 | —4.878 321 —4.836 501 | —4.795859 —4.756331 | —4.717857 —4.680 382
0.040| —4.643 856 —4.608 232 | —4.573467 —4.539520 | —4.506 353 —4.473931 | —4.442222 —4.411195 | —4.380822 —4.351074
0.050| —4.321928 —4.293359 | —4.265 345 —4.237864 | —4.210897 —4.184425 | —4.158429 —4.132894 | —4.107803 —4.083 141
0.060| —4.058 894 —4.035047 | —4.011 588 —3.988 504 | —3.965 784 —3.943416 | —3.921390 —3.899695 | —3.878 321 —3.857 260
0.070| —3.836501 —3.816037 | —3.795859 —3.775960 | —3.756 331 —3.736 966 | —3.717 857 —3.698 998 | —3.680 382 —3.662 004
0.080| —3.643 856 —3.625934 | —3.608 232 —3.590 745 | —3.573 467 —3.556 393 | —3.539520 —3.522841 | —3.506 353 —3.490051
0.090| —3.473931 —3.457990 | —3.442222 —3.426 625 | —3.411 195 —3.395929 | —3.380822 —3.365871 | —3.351074 —3.336 428
0.100| —3.321928 —3.307573 | —3.293 359 —3.279284 | —3.265 345 —3.251539 | —3.237864 —3.224317 | —3.210897 —3.197600
0.110| —3.184425 —3.171368 | —3.158429 —3.145605 | —3.132894 —3.120294 | —3.107803 —3.095420 | —3.083 141 —3.070967
0.120| —3.058 894 —3.046921 | —3.035047 —3.023270 | —3.011 588 —3.000000 | —2.988 504 —2.977100 | —2.965 784 —2.954 557
0.130| —2.943416 —2.932361 | —2.921390 —2.910502 | —2.899 695 —2.888969 | —2.878 321 —2.867 752 | —2.857260 —2.846 843
0.140| —2.836 501 —2.826233 | —2.816 037 —2.805913 | —2.795859 —2.785875 | —2.775960 —2.766 112 | —2.756 331 —2.746 616
0.150| —2.736 966 —2.727380 | —2.717857 —2.708 396 | —2.698 998 —2.689 660 | —2.680382 —2.671164 | —2.662 004 —2.652901
0.160| —2.643 856 —2.634 867 | —2.625934 —2.617056 | —2.608 232 —2.599 462 | —2.590 745 —2.582080 | —2.573 467 —2.564 905
0.170| —2.556 393 —2.547932 | —2.539520 —2.531156 | —2.522841 —2.514573 | —2.506 353 —2.498179 | —2.490051 —2.481 969
0.180| —2.473931 —2.465938 | —2.457990 —2.450084 | —2.442222 —2.434403 | —2.426 625 —2.418890 | —2.411 195 —2.403 542
0.190| —2.395929 —2.388355 | —2.380822 —2.373327 | —2.365 871 —2.358454 | —2.351074 —2.343732 | —2.336428 —2.329 160
0.200| —2.321928 —2.314733 | —2.307573 —2.300448 | —2.293 359 —2.286 304 | —2.279284 —2.272297 | —2.265 345 —2.258 425
0.210| —2.251 539 —2.244685 | —2.237864 —2.231075| —2.224 317 —2.217591 | —2.210897 —2.204 233 | —2.197600 —2.190997
0.220| —2.184 425 —2.177882| —2.171368 —2.164 884 | —2.158 429 —2.152003 | —2.145605 —2.139236 | —2.132894 —2.126 580
0.230 —2.120294 —2.114035| —2.107803 —2.101 598 | —2.095420 —2.089267 | —2.083 141 —2.077041 | —2.070967 —2.064 917
0.240| —2.058 894 —2.052895 | —2.046 921 —2.040972 | —2.035 047 —2.029 146 | —2.023270 —2.017417 | —2.011 588 —2.005 782
0.250] —2.000000 —1.994 241 | —1.988 504 —1.982791 | —1.977100 —1.971431 | —1.965784 —1.960160 | —1.954557 —1.948 976
0.260| —1.943416 —1.937878| —1.932361 —1.926 865 | —1.921390 —1.915936 | —1.910502 —1.905088 | —1.899695 —1.894 322
0.270 —1.888969 —1.883635| —1.878321 —1.873027 | —1.867 752 —1.862496 | —1.857260 —1.852042 | —1.846 843 —1.841663
0.280| —1.836501 —1.831358 | —1.826233 —1.821126 | —1.816037 —1.810966 | —1.805913 —1.800877 | —1.795859 —1.790 859
0.290| —1.785875 —1.780909 | —1.775960 —1.771027 | —1.766 112 —1.761213 | —1.756 331 —1.751465 | —1.746616 —1.741783
0.300| —1.736966 —1.732165| —1.727380 —1.722610 | —1.717857 —1.713119 | —1.708 396 —1.703 689 | —1.698 998 —1.694 321
0.310 —1.689660 —1.685014 | —1.680382 —1.675765 | —1.671164 —1.666 576 | —1.662004 —1.657445 | —1.652901 —1.648 372
0.320| —1.643856 —1.639355| —1.634 867 —1.630394 | —1.625934 —1.621488 | —1.617056 —1.612637 | —1.608232 —1.603 841
0.330] —1.599462 —1.595097 | —1.590 745 —1.586406 | —1.582080 —1.577767 | —1.573467 —1.569 180 | —1.564 905 —1.560 643
0.340| —1.556 393 —1.552156 | —1.547932 —1.543720 | —1.539520 —1.535332 | —1.531156 —1.526992 | —1.522841 —1.518 701
0.350| —1.514573 —1.510457 | —1.506 353 —1.502260 | —1.498 179 —1.494109 | —1.490051 —1.486004 | —1.481969 —1.477944
0.360| —1.473931 —1.469929 | —1.465938 —1.461959 | —1.457990 —1.454032 | —1.450084 —1.446148 | —1.442222 —1.438 307
0.370| —1.434403 —1.430509 | —1.426 625 —1.422752 | —1.418890 —1.415037 | —1.411195 —1.407364 | —1.403 542 —1.399 730
0.380| —1.395929 —1.392137| —1.388355 —1.384584 | —1.380822 —1.377070 | —1.373327 —1.369595 | —1.365871 —1.362 158
0.390| —1.358454 —1.354759| —1.351074 —1.347399 | —1.343732 —1.340075 | —1.336428 —1.332789 | —1.329160 —1.325539
0.400 —1.321928 —1.318326 | —1.314733 —1.311148 | —1.307573 —1.304006 | —1.300448 —1.296899 | —1.293 359 —1.289 827
0.410| —1.286304 —1.282790| —1.279284 —1.275786 | —1.272297 —1.268 817 | —1.265345 —1.261881 | —1.258425 —1.254978
0.420| —1.251539 —1.248108 | —1.244685 —1.241270 | —1.237864 —1.234465 | —1.231075 —1.227692 | —1.224317 —1.220950
0.430| —1.217591 —1.214240| —1.210897 —1.207561 | —1.204233 —1.200913 | —1.197600 —1.194295 | —1.190997 —1.187707
0.440| —1.184425 —1.181149| —1.177882 —1.174621 | —1.171368 —1.168 123 | —1.164884 —1.161653 | —1.158429 —1.155213
0.450 —1.152003 —1.148801 | —1.145605 —1.142417 | —1.139236 —1.136062 | —1.132894 —1.129734 | —1.126 580 —1.123434
0.460| —1.120294 —1.117161| —1.114035 —1.110916 | —1.107803 —1.104697 | —1.101 598 —1.098 506 | —1.095420 —1.092 340
0.470| —1.089267 —1.086 201 | —1.083 141 —1.080088 | —1.077041 —1.074001 | —1.070967 —1.067939 | —1.064917 —1.061 902
0.480| —1.058 894 —1.055891 | —1.052895 —1.049905 | —1.046921 —1.043943 | —1.040972 —1.038 006 | —1.035047 —1.032094
0.490 —1.029146 —1.026205| —1.023270 —1.020340 | —1.017417 —1.014500 | —1.011 588 —1.008 682 | —1.005 782 —1.002 888

Fortsetzung auf nachster Seite
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Fortsetzung von vorhergehender Seite

x +0.000 +0.001 +0.002 +0.003 —+0.004 —+0.005 -+0.006 -+0.007 -+0.008 +0.009
0.500| —1.000000 —0.997117 | —0.994241 —0.991370 | —0.988 504 —0.985645 | —0.982791 —0.979942 | —0.977100 —0.974 262
0.510| —0.971431 —0.968 605 | —0.965 784 —0.962969 | —0.960 160 —0.957 356 | —0.954 557 —0.951 764 | —0.948 976 —0.946 194
0.520| —0.943416 —0.940645 | —0.937878 —0.935117 | —0.932361 —0.929611 | —0.926 865 —0.924 125 | —0.921 390 —0.918 660
0.530| —0.915936 —0.913216 | —0.910502 —0.907 793 | —0.905 088 —0.902389 | —0.899 695 —0.897 006 | —0.894 322 —0.891 643
0.540| —0.888969 —0.886 300 | —0.883635 —0.880976 | —0.878 321 —0.875672 | —0.873027 —0.870387 | —0.867 752 —0.865 122
0.550| —0.862496 —0.859876 | —0.857260 —0.854649 | —0.852042 —0.849440 | —0.846 843 —0.844 251 | —0.841663 —0.839 080
0.560| —0.836 501 —0.833927 | —0.831358 —0.828 793 | —0.826233 —0.823677 | —0.821126 —0.818579 | —0.816 037 —0.813499
0.570| —0.810966 —0.808437 | —0.805913 —0.803393 | —0.800877 —0.798 366 | —0.795859 —0.793 357 | —0.790 859 —0.788 365
0.580| —0.785 875 —0.783390 | —0.780909 —0.778432 | —0.775960 —0.773491 | —0.771027 —0.768 568 | —0.766 112 —0.763 660
0.590| —0.761213 —0.758 770 | —0.756 331 —0.753896 | —0.751465 —0.749038 | —0.746 616 —0.744197 | —0.741783 —0.739 372
0.600| —0.736 966 —0.734 563 | —0.732165 —0.729770 | —0.727 380 —0.724993 | —0.722610 —0.720232 | —0.717857 —0.715486
0.610| —0.713119 —0.710756 | —0.708 396 —0.706 041 | —0.703 689 —0.701 342 | —0.698 998 —0.696 658 | —0.694 321 —0.691 989
0.620| —0.689 660 —0.687335 | —0.685014 —0.682696 | —0.680382 —0.678 072 | —0.675765 —0.673463 | —0.671 164 —0.668 868
0.630| —0.666 576 —0.664 288 | —0.662004 —0.659 723 | —0.657445 —0.655172 | —0.652901 —0.650635 | —0.648 372 —0.646 112
0.640| —0.643 856 —0.641604 | —0.639355 —0.637109 | —0.634867 —0.632629 | —0.630394 —0.628 162 | —0.625934 —0.623 710
0.650| —0.621488 —0.619271| —0.617056 —0.614 845 | —0.612637 —0.610433 | —0.608 232 —0.606 035 | —0.603 841 —0.601 650
0.660| —0.599462 —0.597 278 | —0.595097 —0.592919 | —0.590 745 —0.588574 | —0.586406 —0.584 241 | —0.582080 —0.579 922
0.670| —0.577767 —0.575615 | —0.573467 —0.571322 | —0.569 180 —0.567 041 | —0.564 905 —0.562 772 | —0.560 643 —0.558 517
0.680| —0.556 393 —0.554273 | —0.552156 —0.550043 | —0.547932 —0.545824 | —0.543 720 —0.541618 | —0.539 520 —0.537 424
0.690| —0.535 332 —0.533242 | —0.531156 —0.529073 | —0.526 992 —0.524915 | —0.522841 —0.520769 | —0.518 701 —0.516 636
0.700| —0.514 573 —0.512514 | —0.510457 —0.508 403 | —0.506 353 —0.504 305 | —0.502 260 —0.500218 | —0.498 179 —0.496 142
0.710( —0.494 109 —0.492079 | —0.490 051 —0.488026 | —0.486 004 —0.483985 | —0.481969 —0.479955 | —0.477 944 —0.475936
0.720| —0.473931 —0.471929 | —0.469929 —0.467932 | —0.465938 —0.463947 | —0.461 959 —0.459973 | —0.457990 —0.456 009
0.730| —0.454 032 —0.452057 | —0.450084 —0.448115 | —0.446 148 —0.444184 | —0.442222 —0.440263 | —0.438 307 —0.436 354
0.740( —0.434 403 —0.432455 | —0.430509 —0.428 566 | —0.426 625 —0.424 688 | —0.422 752 —0.420 820 | —0.418 890 —0.416 962
0.750( —0.415 037 —0.413115| —0.411195 —0.409278 | —0.407 364 —0.405451 | —0.403 542 —0.401 635 | —0.399 730 —0.397 828
0.760| —0.395929 —0.394 032 | —0.392137 —0.390245 | —0.388 355 —0.386 468 | —0.384584 —0.382702 | —0.380822 —0.378 944
0.770| —0.377070 —0.375197 | —0.373327 —0.371460 | —0.369595 —0.367 732 | —0.365871 —0.364013 | —0.362 158 —0.360 305
0.780| —0.358 454 —0.356 606 | —0.354 759 —0.352916 | —0.351074 —0.349235 | —0.347399 —0.345564 | —0.343 732 —0.341 903
0.790( —0.340 075 —0.338 250 | —0.336 428 —0.334607 | —0.332 789 —0.330973 | —0.329160 —0.327 348 | —0.325539 —0.323 733
0.800| —0.321928 —0.320126 | —0.318 326 —0.316 528 | —0.314 733 —0.312939 | —0.311 148 —0.309 359 | —0.307 573 —0.305 788
0.810| —0.304 006 —0.302226 | —0.300448 —0.298673 | —0.296 899 —0.295128 | —0.293 359 —0.291 592 | —0.289 827 —0.288 065
0.820| —0.286 304 —0.284 546 | —0.282790 —0.281 036 | —0.279284 —0.277534 | —0.275786 —0.274041 | —0.272297 —0.270 556
0.830| —0.268 817 —0.267 080 | —0.265345 —0.263612 | —0.261 881 —0.260 152 | —0.258 425 —0.256 700 | —0.254 978 —0.253 257
0.840| —0.251539 —0.249822 | —0.248 108 —0.246 395 | —0.244 685 —0.242977 | —0.241 270 —0.239 566 | —0.237 864 —0.236 164
0.850( —0.234 465 —0.232769 | —0.231075 —0.229382| —0.227 692 —0.226 004 | —0.224 317 —0.222633 | —0.220 950 —0.219270
0.860| —0.217591 —0.215915 | —0.214240 —0.212568 | —0.210897 —0.209 228 | —0.207 561 —0.205896 | —0.204 233 —0.202 572
0.870| —0.200913 —0.199 255 | —0.197600 —0.195946 | —0.194295 —0.192645 | —0.190 997 —0.189351 | —0.187707 —0.186 065
0.880| —0.184425 —0.182786 | —0.181149 —0.179515| —0.177882 —0.176251 | —0.174621 —0.172994 | —0.171 368 —0.169 745
0.890| —0.168 123 —0.166 503 | —0.164 884 —0.163268 | —0.161 653 —0.160 040 | —0.158 429 —0.156 820 | —0.155213 —0.153 607
0.900| —0.152003 —0.150401 | —0.148 801 —0.147202 | —0.145605 —0.144010 | —0.142417 —0.140826 | —0.139236 —0.137648
0.910| —0.136 062 —0.134477 | —0.132894 —0.131313 | —0.129734 —0.128 156 | —0.126 580 —0.125006 | —0.123 434 —0.121 863
0.920( —0.120294 —0.118727| —0.117161 —0.115597 | —0.114035 —0.112475| —0.110916 —0.109 359 | —0.107 803 —0.106 249
0.930| —0.104697 —0.103 147 | —0.101 598 —0.100051 | —0.098 506 —0.096 962 | —0.095420 —0.093 879 | —0.092 340 —0.090 803
0.940| —0.089267 —0.087733 | —0.086201 —0.084670 | —0.083141 —0.081614 | —0.080 088 —0.078 564 | —0.077041 —0.075 520
0.950| —0.074001 —0.072483 | —0.070967 —0.069452 | —0.067 939 —0.066 427 | —0.064 917 —0.063 409 | —0.061 902 —0.060 397
0.960| —0.058 894 —0.057392 | —0.055891 —0.054 392 | —0.052895 —0.051 399 | —0.049905 —0.048412 | —0.046 921 —0.045431
0.970| —0.043 943 —0.042457 | —0.040972 —0.039488 | —0.038 006 —0.036 526 | —0.035047 —0.033570 | —0.032094 —0.030619
0.980| —0.029 146 —0.027675 | —0.026 205 —0.024 737 | —0.023270 —0.021 804 | —0.020 340 —0.018 878 | —0.017417 —0.015958
0.990| —0.014 500 —0.013043 | —0.011 588 —0.010134 | —0.008 682 —0.007 232 | —0.005 782 —0.004 335 | —0.002 888 —0.001 443
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Anhang D
Nutzliche trigonometrische Formeln

D.1 Eulersche Darstellung

) 0o . ) 6
2 — 7;0 —1+j<P—*—J6 +24 +Jm—i—J5o4o+40320+3362880
o 0 n Q2" 02 ot 5 o8
cos(p) = R(e ) 0(_1) 2n)! — L="%+ % — 720 T 20320 —
n=

. . oo 2n+1 3 5 7 9
sin(p) = (%) = nZ_IO(—l)"iénH)! =9 =% + 12 — 5o + 309850 —
e = cos(p) +j sin(p)
cos(p) = % (ej‘p + 6_j90)
sin(p) = % (€79 —e71%)

Mit den letzten drei Formeln sind alle nachfolgenden trigonometrischen Wmfagen leicht zu beweisen.

D.2 Summe zweier Winkel

cos(at+f) = cos(a)cos(f) — sin(a) sin(f) sin(a+f) = sin(«a)cos() + cos(a) sin(S)
cos(a-f) = cos(a)cos(f3) + sin(a) sin(f) sin(a-f) = sin(«a)cos() — cos(a) sin(3)
cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) sin(2a) = 2-sin(«)cos(a)

cos(-) = cos(a) sin(-av) = —sin(a)

cos(a+y) = —sin(a) sin(a+3) = cos(a)

cos(atm) = —cos(a) sin(atr) = —sin(w)

cos(a+2F) = sin(a) sin(a+2F) = —cos(a)

D.3 Produkte von trigonometrischen Funktionen

cos(a) - cos(3) = 1 (cos(a— B) + cos(a + B))

cos?(a) = 1-(1+cos(20))

sin(a) - sin(3) = 1 (cos(a— B) — cos(a+ B))

sin?(a) = 1-(1-cos(20))

sin(a) - cos(f3) = 5 (sin(a — §) +sin(a + f))
1

cos?(a) +sin?(a) =

D.4 Differentiation

% cos(wt) = —w-sin(wt)
gt sin(wt) = 4w - cos(wt)
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Anhang E

Fourier-Relthe und Fourier-Transformation

E.1 Berechnung der Fourier-Reihe

E.1.1 Trigonometrische Form der Fourier-Reihe

z(t) = B+ > up-cos(2mn fo-t) + v, -sin(2rn fo - 1)
n=1
up, = 2 [x(t)-cos(2mn fo-t)dt
T
v = Z[a(t)-sin2rnfy-t)dt
T
E.1.2 Harmonische Form der Fourier-Reihe
z(t) = 1o+ >, rp-cos(2mn fo-t+ pn)
n=1
ro = §=g[at)dt
T
Tns0 = uZ +v2
Pn = arg (un -] Un)

E.1.3 Komplexe Form der Fourier-Reihe

= .
2t) = 3 cp-ein2miot
n=—o0
e = g [a(t) e Inmlotgy
T

E.2 Eigenschaften der komplexen Fourier-Reihe

Koeffizienten mit Real- und Imaginarteil: Cn = ap + Jbyn

Umrechnung aus trigonometrischer Form: co="g

Un 5 Un

Cn>0 = 5 —J 7

Yin|

Cn<0 = % +J 2
Fur reellwertige Signale(t) = R(z(t)): C_p =Cp

Cop = ap — Jby
Fur reellwertige gerade Signal¢—t) = R(z(t)): Cp = Cp = Gnp

Fur reellwertige ungerade Signaté—t) = —R(z(t)): c_p = —cp = —jbn

J— oo
Leistungsberechnung nmiatz von Parseval P,=4% e dt= > e
T

n=—oo
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Anhang E. Fourier-Reihe und Fourier-Transformation

E.3 Berechnung der Fourier-Transformation und ihrer Ricktransfor mation

X(w) = 70 x(t) - e 7@t dt
x(t) = %_}o X (w) - et dw

E.4 Eigenschaften der Fourier-Transformation

Aufspaltung in Amplitude und Phase:

Fur reellwertige Signale(t) = R(z(t)):

Reellwertig gerade Signalg—t) = R(x(t)):

Reellwertig ungerade Signalé—t¢) = —R(x(¢)):

Energieberechnung nfiatz von Plancherel

Linearitat (Uberlagerungssatz):
Verschiebung im Zeitbereich:
Verschiebung im Frequenzbereich:

Modulationssatz:

Skalierung:

Zeitumkehrung:
Vertauschen vor(.) und X (.):

Differentiation im Zeitbereich:

Integration im Zeitbereich:

Multiplikation im Zeitbereich:

Faltung im Zeitbereich:

X (@) = |X(@)] - e

a1z (1) + agaa(t) ol a1 Xy(w) + asXo(w)

a(t —tg) ol-e X(w)-e i@l

2(t) - 70t ol e X(w— wp)

o(t) - cos(wot) o L (X (w— wp) + X(w +wp))

z(t) -sin(wot) oTe  E (X(w - wp) = X(w + wp))



E.5. Fourier-Transformation von Einzelpulsen

E.5 Fourier-Transformation von Einzelpulsen

253

Nachfolgend sind die Fourier-Transformierten von ein paar wichtigendipnlsen aufgefuhrt. Um die For-
meln im Zeit- und Frequenzbereich einfach zu halten, beinhalten der Rkehted der Dreieckpuls Uber die

Pulsdauer einen DC-Anteil, wahrend der Sagezahn DC-frei ist.

Rechteckpuls

1 far |t <Z F ' 2
z(t) = { 0 fiir lt} > é o—e X(w)=r1-" Smﬁ:% )
Dreieckpuls
120 fgrp<z F in(wr/4) | 2
2
Sagezahn
£ — % far |t| S% F X . _cos(wT/2) . _sin(wt/2)
z(t) = 0 far[t] >3 W) =gm=Crm —IT (wr/2)*
Sinc Puls
LW 2T i wo
_ sin(5) Fe X(w) = @ fur |w| <
() = —=gi o X { 0 fiir fuw] > &
Raised Cosine Puls(( < o < 1)
1
in(<0¢ “0¢ F .
ot) = AL =L o X@)= b-dem(3h(Y -
27
0

)) fiir (1 — a)e < |w| < (14 a)%
flr jw| > (1 4+ a)%?
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E.6 Periodisch fortgesetzte Einzelpulse

Das Signalep(t) ist der mit der Period& periodisch fortgesetzte Einzelpulét). Dann ergibt sich folgende
Fourierreihe:

S 2mn j 27t n . L. 2 n
zp(t) = > X(TT ) Tt mit den Koeffizienten Cn = X(TT )

n=—oo

Mit den von oben bekannten Einzelpulsen ergeben sich folgende BeigpreFourierreihen:

Rechteckfolge:
- : flirn =0
e =1 Sm:;’?) Beispiel T'= 27 ¢, = (—1)“7_1 - L furn ungerade
0 furn gerade

Dreieckfolge:

_ L % firn =0
e = o7 <%) Beispiel T =7 ¢, = # firn ungerade
2 0 flrn gerade
Sagezahnfolge:
. . sin(mn % .. 0 firn =20
e = G cos(mnF) — LR Beispiel T=71 ¢, = { 5o CEDY frn £0
m™n

E.7 Fouriertransformation einer Fourierreihe

z(t) = i Cn - eineot ol o X(w) = io: 27 ¢y - 6(w — nwyp)

n=—0oo n=—0o0

Beispiele: 1 o=—e 27-§(w)
et or e on. d(w — wp)
cos(wopt) ole . O0(w—wp) + 76w+ wp)

sin(wpt) o—e —jm-d(w—wp)+J7m-d(w+wp)



Anhang F
Besselfunktion erster Art

F.1 Berechnung mit Reihenentwicklung

00 B ) 2k+n

—1)k.
e = % S

F.2 Eigenschaften

In(=B) = ()" La(8)

J_n(B) = Ju(=B)

S BB =

Jn(ﬂ) = Qn(Jnfl(ﬁ)+Jn+l(5))

255



256

Anhang F. Besselfunktion erster Art

F.3 Tabelle der Bessel-Funktion erster Art und n-ter Ordnung

Samtliche numerischen Werte wurden mit MATLAB berechnet.

B |n=0 n=1 |n=2 n=3

n=4

n=5

n=6

n=7

n=8

n=9

n=10 n=11

n=12 n=13

n=14 n=15

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4

1.000
0.998
0.990
0.978
0.960

0.000
0.050
0.100
0.148
0.196

0.000
0.001
0.005
0.011
0.020

0.000
0.000
0.00Q
0.001
0.001

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.004
0.000
0.004
0.000
0.00d

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.00d
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.00d
0.00d
0.004
0.00d
0.00d

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0.938
0.912
0.881
0.846
0.808

0.242
0.287
0.329
0.369
0.406

0.031
0.044
0.059
0.076
0.095

0.003
0.004
0.007
0.010
0.014

0.000
0.000
0.001
0.001
0.002

0.004
0.004
0.004
0.004
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.00d
0.000
0.000
0.00d
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.00d
0.00d
0.00d
0.00d
0.004

0.000 0.000
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00(
0.000 0.00d
0.000 0.00d

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

1.0
11
1.2
13
1.4

0.765
0.720
0.671
0.620
0.567

0.440
0.471
0.498
0.522
0.542

0.115
0.137
0.159
0.183
0.207

0.020
0.026
0.033
0.041
0.05Q

0.002
0.004
0.005
0.007
0.009

0.00d
0.00d
0.001
0.001
0.001

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.00d
0.000
0.000
0.00d
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.00d
0.004
0.004
0.00d
0.00d

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

15
1.6
1.7
1.8
1.9

0.512
0.455
0.398
0.340
0.282

0.558
0.570
0.578
0.582
0.581

0.232
0.257
0.282
0.306
0.330

0.061
0.073
0.085
0.099
0.113

0.012
0.015
0.019
0.023
0.028

0.007
0.002
0.003
0.004
0.006

0.000
0.000
0.000
0.001
0.001

0.00d
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.00d
0.000
0.004
0.00d
0.000

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

2.0
2.1
2.2
2.3
2.4

0.224
0.167
0.110
0.056
0.003

0.577
0.568
0.556
0.540
0.520

0.353
0.375
0.395
0.414
0.431

0.129
0.145
0.162
0.180Q
0.198

0.034
0.040
0.048
0.056
0.064

0.007
0.009
0.011
0.013
0.014

0.001
0.002
0.002
0.003
0.003

0.00d
0.000Q
0.00d
0.000
0.001

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.00d
0.000
0.00d
0.000
0.000

0.000 0.000
0.000 0.00Q
0.000 0.00d
0.000 0.000
0.000 0.00Q

0.000 0.00d
0.000 0.00¢
0.000 0.00d
0.000 0.00¢
0.000 0.00¢

0.000 0.00d
0.000 0.000
0.000 0.00d
0.000 0.000
0.000 0.000

2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

-0.048
-0.097
-0.142
-0.185
-0.224

0.497
0.471
0.442
0.410
0.375

0.446
0.459
0.470
0.478
0.483

0.217
0.235
0.254
0.273
0.291

0.074
0.084
0.095
0.107
0.119

0.020
0.023
0.027
0.037
0.037

0.004
0.005
0.006
0.008
0.010

0.001
0.001
0.001
0.007
0.007

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.00d
0.000
0.000

0.000 0.000
0.000 0.00Q
0.000 0.00d
0.000 0.00Q
0.000 0.00Q

0.000 0.00¢
0.000 0.00¢
0.000 0.00d
0.000 0.004
0.000 0.00¢

0.000 0.000
0.000 0.000
0.000 0.00d
0.000 0.000
0.000 0.000

3.0
3.1
3.2
3.3
3.4

-0.260
-0.292
-0.320
-0.344
-0.364

0.339
0.301
0.261
0.221
0.179

0.486
0.486
0.484
0.478
0.470

0.309
0.326
0.343
0.359
0.373

0.132
0.146
0.160
0.174
0.189

0.043
0.049
0.056
0.064
0.072

0.011
0.014
0.016
0.019
0.022

0.003
0.003
0.004
0.005
0.006

0.000
0.001
0.001
0.001
0.001

0.000
0.000
0.00d
0.000
0.000

0.000 0.000
0.000 0.00Q
0.000 0.00d
0.000 0.000
0.000 0.00Q

0.000 0.00¢
0.000 0.00¢
0.000 0.00d
0.000 0.00¢
0.000 0.00¢

0.000 0.000
0.000 0.000
0.000 0.00d
0.000 0.000
0.000 0.000

3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

-0.380
-0.392
-0.399
-0.403
-0.402

0.137
0.095
0.054
0.013
-0.027

0.459
0.445
0.428
0.409
0.388

0.387
0.399
0.409
0.418
0.425

0.204
0.220
0.235
0.251
0.266

0.080
0.090
0.099
0.110
0.121

0.025
0.029
0.034
0.038
0.043

0.007
0.008§
0.009
0.011
0.013

0.002
0.002
0.002
0.003
0.003

0.000
0.000
0.00d
0.001
0.001

0.000 0.000
0.000 0.00Q
0.000 0.00d
0.000 0.00Q
0.000 0.00Q

0.000 0.00¢
0.000 0.00¢
0.000 0.00d
0.000 0.00¢
0.000 0.00¢

0.000 0.000
0.000 0.000
0.000 0.00d
0.000 0.000
0.000 0.000

4.0
4.1
4.2
4.3
4.4

-0.397
-0.389
-0.377
-0.361
-0.342

-0.066
-0.103
-0.139
-0.1772
-0.203

0.364
0.338
0.311
0.281
0.250

0.43Q
0.433
0.434
0.433
0.430

0.281
0.296
0.310
0.324
0.336

0.137
0.144
0.156
0.169
0.187

0.049
0.055
0.062
0.069
0.076

0.015
0.018
0.020
0.023
0.026

0.004
0.005
0.006
0.007
0.008

0.001
0.001
0.001
0.007
0.007

0.000 0.000
0.000 0.00Q
0.000 0.00d
0.000 0.000
0.000 0.000

0.000 0.00¢
0.000 0.00¢
0.000 0.00d
0.000 0.00¢
0.000 0.00d

0.000 0.000
0.000 0.000
0.000 0.00d
0.000 0.000
0.000 0.00d

45
4.6
4.7
4.8
4.9

-0.321
-0.296
-0.269
-0.240
-0.210

-0.231
-0.257
-0.279
-0.298
-0.315

0.218
0.185
0.151
0.116
0.081

0.425
0.417
0.407
0.395
0.381

0.348
0.359
0.369
0.378
0.385

0.195
0.208
0.221
0.235
0.248

0.084
0.093
0.102
0.111
0.121

0.030
0.034
0.038
0.043
0.048

0.009
0.011
0.012
0.014
0.016

0.007
0.003
0.003
0.004
0.005

0.001 0.00Q
0.001 0.000
0.001 0.000
0.001 0.00Q
0.001 0.000

0.000 0.00¢
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00¢
0.000 0.00d

0.000 0.000
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.000
0.000 0.00d

5.0
51
5.2
53
5.4

-0.178
-0.144
-0.110
-0.076
-0.041

-0.328
-0.337
-0.343
-0.346
-0.345

0.047
0.012
-0.022
-0.055
-0.087

0.365
0.347
0.327
0.305
0.281

0.391
0.396
0.398
0.400
0.399

0.261
0.274
0.287
0.299
0.310

0.131
0.142
0.153
0.164
0.175

0.053
0.059
0.065
0.072
0.079

0.018
0.021
0.024
0.027
0.030

0.006
0.006
0.007
0.009
0.014

0.001 0.00d
0.002 0.00d
0.002 0.001
0.002 0.001
0.003 0.001

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

5.5
5.6
5.7

-0.007
0.027
0.060

-0.341
-0.334
-0.324

-0.117
-0.146
-0.174
5.8/0.092 -0.311-0.199 0.174
5.9/0.122 -0.295-0.222 0.145

0.256
0.23Q
0.202

0.397
0.393
0.387
0.379
0.369

0.321
0.331
0.340
0.349
0.356

0.187
0.199
0.210
0.222
0.234

0.087
0.094
0.103
0.111
0.120

0.034
0.038
0.042
0.046
0.051

0.011
0.013
0.015
0.017
0.019

0.003 0.001
0.004 0.001
0.005 0.001
0.005 0.001
0.006 0.007

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

Fortsetzung auf nachster Seite
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Fortsetzung von vorhergehender Seite

B

n=0

n=1

n=2 n=3

n=4

n=5

n=6 n=7

n=8

n=9

n=10 n=11

n=12

n=13

n=14 n=15

6.0
6.1
6.2
6.3
6.4

0.151
0.177
0.202
0.224
0.243

-0.271
-0.256
-0.233
-0.208
-0.182

-0.243
-0.261
-0.277
-0.290
-0.300

0.115
0.085
0.054
0.024
-0.004

0.358
0.344
0.329
0.313
0.295

0.362
0.367
0.371
0.373
0.374

0.246
0.257
0.269
0.279
0.290

0.130
0.139
0.149
0.159
0.170

0.057
0.062
0.068
0.074
0.081

0.021
0.024
0.027
0.03d
0.033

0.007 0.007
0.008 0.007
0.009 0.003
0.010 0.003
0.012 0.004

0.001
0.001
0.001
0.001
0.001

0.00d
0.004
0.00d
0.00d
0.004

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.00d

6.5
6.6
6.7
6.8
6.9

0.260
0.274
0.285
0.293
0.298

-0.154
-0.125
-0.095
-0.065
-0.035

-0.307
-0.312
-0.314
-0.312
-0.308

-0.035
-0.064
-0.097
-0.118
-0.144

0.275
0.254
0.231
0.208
0.183

0.374
0.372
0.368
0.363
0.356

0.300
0.309
0.318
0.326
0.333

0.180
0.191
0.201
0.212
0.223

0.088
0.095
0.103
0.111
0.119

0.037
0.040
0.045
0.049
0.054

0.013 0.004
0.015 0.005
0.017 0.006
0.019 0.006
0.021 0.007

0.001
0.001
0.002
0.002
0.002

0.00d
0.004
0.00d
0.001
0.001

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.000
0.000 0.00d
0.000 0.00d

7.0
7.1
7.2
7.3
7.4

0.300
0.299
0.295
0.288
0.279

-0.005
0.025
0.054
0.083
0.110

-0.301
-0.292
-0.280
-0.266
-0.249

-0.168
-0.19Q
-0.21Q
-0.228
-0.244

0.158
0.132
0.105
0.078
0.051

0.348
0.338
0.327
0.314
0.299

0.339
0.344
0.349
0.352
0.353

0.234
0.244
0.254
0.264
0.274

0.128
0.137
0.146
0.155
0.165

0.059
0.064
0.070
0.076
0.087

0.024 0.008§
0.026 0.009
0.029 0.011
0.032 0.017
0.035 0.013

0.003
0.003
0.004
0.004
0.005

0.001
0.001
0.001
0.001
0.001

0.000 0.00d
0.000 0.00d
0.000 0.000
0.000 0.00d
0.000 0.000

7.5
7.6
7.7
7.8
7.9

0.266
0.252
0.235
0.215
0.194

0.135
0.159
0.181
0.201
0.219

-0.230
-0.210
-0.187
-0.164
-0.139

-0.258
-0.27Q
-0.279
-0.285
-0.289

0.024

-0.003
-0.030
-0.056
-0.081

0.283
0.266
0.248
0.228
0.207

0.354
0.354
0.352
0.348
0.344

0.283
0.292
0.300
0.308
0.314

0.174
0.184
0.194
0.204
0.214

0.089
0.096
0.103
0.111
0.118

0.039 0.015
0.043 0.017
0.047 0.019
0.051 0.021
0.056 0.023

0.005
0.006
0.007
0.008
0.009

0.007
0.007
0.007
0.003
0.003

0.000 0.00Q
0.001 0.000
0.001 0.00Q
0.001 0.00Q
0.001 0.00d

8.0
8.1
8.2
8.3
8.4

0.172
0.148
0.122
0.096
0.069

0.235
0.248
0.258
0.266
0.271

-0.113
-0.086
-0.059
-0.032
-0.005

-0.291
-0.29Q
-0.287
-0.281
-0.273

-0.105
-0.129
-0.151
-0.171
-0.190

0.186
0.163
0.140
0.116
0.092

0.338
0.330
0.321
0.311
0.300

0.321
0.326
0.330
0.334
0.336

0.223
0.233
0.243
0.252
0.261

0.124
0.135
0.143
0.157
0.160

0.061 0.026
0.066 0.028
0.071 0.031
0.077 0.034
0.083 0.037

0.010
0.011
0.012
0.013
0.015

0.003
0.004
0.004
0.005
0.005

0.001 0.00Q
0.001 0.00d
0.001 0.00Q
0.002 0.00Q
0.002 0.001

8.5
8.6
8.7
8.8
8.9

0.042
0.015
-0.013
-0.039
-0.065

0.273
0.273
0.270
0.264
0.256

0.022
0.049
0.075
0.099
0.123

-0.263
-0.25Q
-0.235
-0.219
-0.201

-0.208
-0.223
-0.237
-0.249
-0.258

0.067
0.042
0.018
-0.007
-0.031

0.287
0.273
0.257
0.241
0.223

0.338
0.338
0.337
0.335
0.332

0.269
0.278
0.285
0.292
0.299

0.169
0.178
0.188§
0.197
0.206

0.089 0.041
0.096 0.045
0.103 0.049
0.110 0.053
0.117 0.057

0.017
0.019
0.020
0.023
0.025

0.004
0.007
0.008§
0.009
0.01d

0.002 0.001
0.002 0.001
0.003 0.001
0.003 0.001
0.003 0.001

9.0
9.1
9.2
9.3
9.4

-0.090
-0.114
-0.137
-0.158
-0.177

0.245
0.232
0.217
0.200
0.182

0.145
0.165
0.184
0.201
0.215

-0.181
-0.160Q
-0.137
-0.114
-0.09Q

-0.265
-0.271
-0.274
-0.274
-0.273

-0.055
-0.078
-0.101
-0.127
-0.142

0.204
0.185
0.164
0.143
0.122

0.327
0.322
0.315
0.307
0.297

0.305
0.310
0.315
0.319
0.321

0.215
0.224
0.233
0.241
0.250

0.125 0.067
0.132 0.067
0.140 0.077
0.148 0.078
0.157 0.084

0.027
0.030
0.033
0.036
0.039

0.011
0.017
0.013
0.015
0.016

0.004 0.001
0.004 0.001
0.005 0.007
0.006 0.007
0.006 0.002

9.5
9.6
9.7
9.8
9.9

-0.194
-0.209
-0.222
-0.232
-0.240

0.161
0.140
0.117
0.093
0.068

0.228
0.238
0.246
0.251
0.254

-0.065
-0.04Q
-0.015
0.010
0.034

-0.269
-0.263
-0.255
-0.245
-0.233

-0.161
-0.179
-0.195
-0.210
-0.223

0.099
0.077
0.054
0.031 0.248
0.008 0.233

0.287
0.275
0.262

0.323
0.324
0.324
0.323
0.321

0.258
0.265
0.273
0.280
0.286

0.165 0.090
0.173 0.096
0.182 0.102
0.190 0.109
0.199 0.116

0.043
0.046
0.050
0.054
0.059

0.018
0.020
0.022
0.024
0.026

0.007 0.007
0.008 0.003
0.009 0.003
0.010 0.004
0.011 0.004

10.0
10.1
10.2
10.3
10.4

-0.246
-0.249
-0.250
-0.248
-0.243

0.043
0.018
-0.007
-0.031
-0.055

0.255
0.253
0.248
0.242
0.233

0.058
0.082
0.104
0.125
0.145

-0.220
-0.204
-0.187
-0.169
-0.149

-0.234
-0.243
-0.251
-0.256
-0.260

-0.014 0.217
-0.037 0.200
-0.059 0.182
-0.080 0.163
-0.101 0.144

0.318
0.314
0.308
0.302
0.294

0.292
0.297
0.302
0.305
0.309

0.207 0.123
0.216 0.130
0.224 0.138§
0.232 0.145
0.240 0.153

0.063
0.068
0.073
0.079
0.084

0.029
0.037
0.034
0.037
0.041

0.012 0.005
0.013 0.005
0.015 0.006
0.016 0.006
0.018 0.007

10.5
10.6
10.7
10.8
10.9

-0.237
-0.228
-0.216
-0.203
-0.188

-0.079
-0.101
-0.122
-0.147
-0.160

0.222
0.209
0.194
0.177
0.159

0.163
0.180
0.195
0.208
0.219

-0.128
-0.107
-0.084
-0.061
-0.038

-0.261
-0.260
-0.258
-0.253
-0.247

-0.120 0.124
-0.139 0.103
-0.157 0.082
-0.173 0.061
-0.188 0.040

0.285
0.275
0.264
0.252
0.239

0.311
0.317
0.313
0.312
0.311

0.248 0.161
0.255 0.169
0.262 0.177
0.269 0.185
0.275 0.193

0.090
0.096
0.102
0.108
0.115

0.044
0.048
0.052
0.056
0.060

0.019 0.008
0.021 0.009
0.023 0.01d
0.026 0.011
0.028 0.012

11.0
111
11.2
11.3
114

-0.171
-0.153
-0.133
-0.112
-0.090

-0.177
-0.191
-0.204
-0.214
-0.222

0.139
0.118
0.097
0.074
0.051

0.227
0.234
0.238
0.241
0.240

-0.015
0.008
0.031
0.054
0.075

-0.238
-0.228
-0.214
-0.203
-0.188

-0.202 0.018
-0.214 -0.003
-0.224 -0.024
-0.233 -0.045
-0.240 -0.065

0.225
0.210
0.194
0.177
0.160

0.309
0.306
0.301
0.296
0.290

0.280 0.201
0.286 0.209
0.290 0.217
0.294 0.224
0.297 0.232

0.122
0.129
0.136
0.143
0.150

0.064
0.069
0.074
0.079
0.084

0.030 0.013
0.033 0.014
0.036 0.016
0.039 0.017
0.042 0.019

115
11.6
11.7
11.8
11.9

-0.068
-0.045
-0.021
0.002
0.025

-0.228
-0.232
-0.233
-0.232
-0.229

0.028 0.238
0.005 0.234
-0.019 0.227
-0.041 0.218
-0.064 0.208

0.096
0.116
0.135
0.152
0.168

-0.171
-0.153
-0.135
-0.115
-0.095

-0.245 -0.085
-0.248 -0.104
-0.250 -0.122
-0.250 -0.139
-0.248 -0.155

0.142
0.123
0.104
0.085
0.065

0.287
0.274
0.264
0.254
0.243

0.300 0.239
0.302 0.246
0.303 0.253
0.303 0.259
0.302 0.265

0.158
0.165
0.173
0.180
0.188

0.090
0.095
0.101
0.107
0.114

0.045 0.021
0.049 0.023
0.053 0.025
0.057 0.027
0.061 0.029
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Anhang G
Fehlerfunktion

G.1 Definition der Fehlerfunktion

8

erf(z) = ﬁ e~ de

8

T ———— R N(H=0,02=0-5)

erf(xg) 4444

o= | |
—+sqrt(2) - + — +

I T
-t = -+ - - -4+ —+—+

- —+—+—+ -+ —+—+
I N [
O T I o x
e A S e A —+—-+-+

Abbildung G.1: Fehlerfunktiorerf(x)

Die Fehlerfunktionerf(z) entspricht dem bestimmten Integral einer Normalverteiligo, 1) (d.h. mit

Erwartungsweri: = 0 und Varianzo? = %) mit Integrationsgrenzen z bis z.

G.2 Eigenschaften
erf(—z) = —erf(x)

Die komplementére Fehlerfunktienfc(x) beinhaltet furz > 0 die verbleibende Flache unter der Gausskurve:

erfe(x) = 1—erf(z)
erfec(—x) = 2 — erfe(x)

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion und Verteilungsfunktion einer beligbermalverteilungV’ (N, 02):

Ce)?
fr(@) = et

T —(e=p? _
Fx(x) = \/%.a G 207 d§:%<1+erf<f/§_’;))

Flacheninhalt zwischen + (x — 1) unter Normalverteilungy’ (u, 02) mit beliebigen Mittelwert und Varianz:

1 £ —ep? o
Tors 2u[x e 202 df =erf (\/ig)
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260 Anhang G. Fehlerfunktion

G.3 Tabelle der Fehlerfunktion

Samtliche numerischen Werte wurden mit der MATLAB-Funkt&nf berechnet.

x | erf(x) x | erf(x) x | erf(x)
0.00 | 0.000 000000000000
0.05| 0.056371977797017 2.05| 0.996 258 096 044 457 4.05| 0.999999 989 811 755
0.10| 0.112462916 018 285 2.10| 0.997020533 343 667 4.10 | 0.999999993 299 972
0.15| 0.167995 971 427 364 2.15] 0.997638 607 037 325 4.15 0.999999995 615 323

0.20 | 0.222702 589210478 2.20| 0.998 137153702018 4.20 | 0.999999 997 144 506
0.25| 0.276 326 390 168 237 2.25| 0.998 537283 413 319 4.25| 0.999999 998 149 426
0.30 | 0.328626 759459 127 2.30 | 0.998 856 823 402 643 4.30 | 0.999999 998 806 528
0.35| 0.379382053 562 310 2.35| 0.999110732967 868 4.35| 0.999999 999 234 056
0.40 | 0.428 392 355046 668 2.40| 0.999 311486103 355 4.40| 0.999999 999 510 829

0.45| 0.475481 719786 924 2.451| 0.999 469 419 887 749 4.45| 0.999999 999689 114
0.50 | 0.520499 877 813 047 2.50| 0.999593 047982 555 4.50 | 0.999999 999 803 384
0.55| 0.563 323 366 325 109 2.55| 0.999689 339657 361 4.55| 0.999 999 999 876 260
0.60 | 0.603 856 090 847 926 2.60| 0.999 763 965 583471 4.60 | 0.999999 999 922 504
0.65| 0.642029 327 355672 2.65| 0.999821512247976 4.65| 0.999999 999 951 703
0.70| 0.677801193 837419 2.70| 0.999 865667 260 059 4.70 | 0.999999 999970 047
0.75| 0.711155633 653 515 2.751 0.999899 378 077 880 4.75 1 0.999999999 981 515

0.80| 0.742100964 707 661 2.80| 0.999 924 986 805 335 4.80 | 0.999999 999 988 648
0.85 | 0.770668 057 608 353 2.85 0.999944 343 720 039 4.85| 0.999999 999 993 062
0.90 | 0.796 908 212 422 832 2.90| 0.999958 902121901 4.90 | 0.999999 999 995 781
0.95| 0.820890807 273278 2.951 0.999 969 796 957 936 4.95| 0.999999 999 997 447
1.00 | 0.842700792949 715 3.00 | 0.999977909 503 001 5.00| 0.999999 999 998 463

1.05| 0.862436 106 090 097 3.05| 0.999 983920 174 240 5.05| 0.999999 999999 079
1.10| 0.880205069 574 082 3.10| 0.999 988 351 342633 5.10| 0.999 999999 999 451
1.15| 0.896 123 842936915 3.15| 0.999991 601 788 685 5.15| 0.999999 999 999 674
1.20| 0.910313978229635 3.20| 0.999993 974 238 848 5.20| 0.999999 999 999 807
1.25] 0.922900 128 256 458 3.25| 0.999 995 697 220 536 5.25| 0.999999 999 999 887

1.30 | 0.934 007944 940 652 3.30 | 0.999996 942 290 204 5.30 | 0.999999 999 999 934
1.35| 0.943 762196 122724 3.35| 0.999997 837 523 180 5.35] 0.999 999999 999 961
1.40 | 0.952285119 762 649 3.40 | 0.999998478 006 637 5.40 | 0.999999 999999 978
1.45] 0.959 695 025 637 459 3.45| 0.999 998 933 948 206 5.45] 0.999999 999 999 987
1.50| 0.966 105146 475 311 3.50 | 0.999999 256 901 628 5.50 | 0.999999 999 999 993

1.55] 0.971622733262013 3.55| 0.999999 484 516 175 5.55] 0.999 999 999 999 996
1.60 | 0.976 348 383 344 644 3.60 | 0.999999 644 137 007 5.60 | 0.999999 999 999 998
1.65| 0.980 375585023 360 3.65| 0.999999 755 517 349 5.65| 0.999 999 999 999 999
1.70| 0.983 790458 590 775 3.70 | 0.999999 832 848 942 5.70 | 0.999999 999 999 999
1.75] 0.986 671671219182 3.75| 0.999999 886 272 743 5.75| 1.000 000 000 000 000

1.80| 0.989090501 635 731 3.80| 0.999999 922996 073 5.80 | 1.000 000 000000 000
1.85| 0.991 111030 056 086 3.85 0.999999948 113 707 5.85| 1.000 000 000 000 000
1.90 | 0.992 790429 235 258 3.90 | 0.999999 965 207 751 5.90 | 1.000 000 000000 000

1.95| 0.994 179 333 592189 3.95 0.999999 976 783 268 5.95| 1.000 000 000 000 000
2.00| 0.995 322265018 953 4.00 | 0.999999 984 582 742 6.00 | 1.000 000 000 000 000

Lesebeispiel: bei der Fehlerfunktienf(z) betragt die Standardabweichung der verwendeten Gaussvertei-

lungo = @ = 0.707. Bei einer beliebigen Gaussverteilung kommen somit innerhalbivan um den
Erwartungswerf, herumerf(3.55) = 99.99994 % aller Werte zu liegen.



Anhang H
Q-Funktion

H.1 Definition der Q-Funktion

“+00 2

Q) = = [ e de

bt r sy AR X) = N(p=0,0%=1).
| | | | | |
T e
| | | | | |
ottt -+ 1
| | |
-t -t

L sqrt(2m)

R
+t-+—+-—+—-+-+-¢
Abbildung H.1: Q-FunktionQ(z)

Die Q-FunktionQ(x) entspricht dem Flacheninhalt unter einer StandardnormalverteNa(@ 1) (d.h. mit
Erwartungswerf: = 0 und Varianzs? = 1) ausgehend vom Punktbis +oo:

H.2 Eigenschaften
Qlz) = 1-Q(-=z)

Q-Funktion@(z) berechnet mit der Fehlerfunktienf (z) bzw. komplementéren Fehlerfunktierfc(x):

Qz) = 3- (1 — erf (%))
Qz) = 3-erfc (%)
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion und Verteilungsfunktion einer beliebiermalverteilung\V’ (M, 02):
(z—p)2

fx@) = oA
Fx(x) L J e e =1-q(5h)

X xX == (& o = — T

Vera J_

Flacheninhalt zwischen und-+oco unter NormalverteilungV” (1, o) mit beliebigen Mittelwert und Varianz:

too _(e—w?

ore e dE=Q ()
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262 Anhang H. Q-Funktion

H.3 Tabelle der Q-Funktion

Samtliche numerischen Werte wurden mit der MATLAB-Funktigrunc berechnet.

x| Qz) x| Qz) z_| Q@)
0.00 | 0.500 000 000 000 000
0.05 | 0.480061 194161 628 2.05 | 0.020 182215405 704 4.05 | 0.000025 608 816 474

0.10 | 0.460172 162722971 2.10 | 0.017864 420562 817 4.10| 0.000020657 506 913
0.15]| 0.440 382307629 758 2.15| 0.015 777607 391 091 4.15| 0.000016 623 763 730
0.20 | 0.420 740290 560 897 2.20| 0.013903 447 513499 4.20 | 0.000013 345749016
0.25] 0.401293674 317076 2.25| 0.012224 472655 045 4.25| 0.000010 688 525775
0.30 | 0.382088577 811 047 2.30| 0.010724110021 676 4.30 | 0.000008 539905471
0.35| 0.363 169 348 824 381 2.35| 0.009 386 705 534 839 4.35| 0.000 006 806 876 599
0.40| 0.344 578 258 389 676 2.40| 0.008197 535 924 596 4.40 | 0.000 005412 543908
0.45| 0.326 355 220 287 920 2.45| 0.007142810735271 4.45| 0.000004 293 514470

0.50 | 0.308 537538 725987 2.50 | 0.006 209 665 325 776 4.50 | 0.000003 397673125
0.55| 0.291 159 686 788 346 2.55| 0.005 386 145 954 067 4.55| 0.000002 682295 780
0.60 | 0.274253117750074 2.60| 0.004661 188023719 4.60 | 0.000002112454702
0.65| 0.257846 110 805 865 2.65| 0.004 024 588 542 758 4.65| 0.000001 659675144

0.70 | 0.241963 652223073 2.70| 0.003 466 973 803 041 4.70 | 0.000001 300807 454
0.75 | 0.226 627 352 376 868 2.75 0.002979763 235 055 4.75| 0.000001 017083 243
0.80 | 0.211 855398583 397 2.80| 0.002 555130330428 4.80 | 0.000000 793 328 152
0.85| 0.197662 543 122 692 2.85| 0.002185961 454913 4.85| 0.000000617 307 372

0.90 | 0.184 060 125 346 760 2.90 | 0.001 865813 300 384 4.90 | 0.000000479183277
0.95| 0.171056 126 308 482 2.95]| 0.001 588 869 647 365 4.95| 0.000000 371067408
1.00 | 0.158 655253931457 3.00 | 0.001 349 898 031 630 5.00 | 0.000000 286 651 572
1.05| 0.146 859 056 375 896 3.05| 0.001 144 206 831 023 5.05| 0.000 000 220905 032
1.10| 0.135666 060 946 383 3.10| 0.000967 603 213 218 5.10| 0.000000 169 826 741

1.15| 0.125071 935637 150 3.15| 0.000 816 352 312829 5.15| 0.000 000 130243 230
1.20 | 0.115069 670221 708 3.20 | 0.000687 137937916 5.20 | 0.000000 099 644 263
1.25] 0.105649 773 666 855 3.25| 0.000577 025 042 391 5.25| 0.000 000 076 049 605
1.30 | 0.096 800484 585610 3.30 | 0.000483424 142 384 5.30 | 0.000 000057901 340
1.35| 0.088507991 437 402 3.35| 0.000404 057801 864 5.35| 0.000000043 977116
1.40 | 0.080756 659233771 3.40 | 0.000 336 929 265677 5.40 | 0.000000033 320 449

1.45] 0.073 529 259 609 648 3.45| 0.000280293 276 816 5.45| 0.000000 025184910
1.50 | 0.066 807 201 268 858 3.50 | 0.000232629079 036 5.50 | 0.000000018989 562
1.55| 0.060 570 758 002 059 3.55| 0.000192615 575 636 5.55| 0.000000014 283 480
1.60 | 0.054 799291 699 558 3.60 | 0.000159108 590 158 5.60 | 0.000000010 717590
1.65| 0.049471468 033 648 3.65| 0.000131120 154420 5.65| 0.000000 008022392
1.70| 0.044 565462 758 543 3.70| 0.000107 799733477 5.70| 0.000000 005990371

1.75] 0.040 059156 863 817 3.75| 0.000088 417285 201 5.75| 0.000 000004 462172
1.80| 0.035930319 112926 3.80| 0.000072 348 043 925 5.80| 0.000000 003 315 746
1.85| 0.032156 774795614 3.85| 0.000059058912419 5.85| 0.000 000002457 865

1.90 | 0.028 716 559 816 002 3.90 | 0.000048 096 344 018 5.90 | 0.000000001 817508
1.95| 0.025 588059 521 639 3.95| 0.000039075 596 598 5.95| 0.000000001 340712
2.00| 0.022750131948 179 4.00 | 0.000031671 241833 6.00 | 0.000 000000986 588

Lesebeispiel: bei der Q-Funktion betragt die Standardabweichungedeendeten Gaussverteiluag= 1.
Bei einer beliebigen Gaussverteilung kommen somit Werte 1 + 50 noch mit einer Wahrscheinlichkeit
vonp = Q(5.0) = 2.867 - 10~ 7 vor.
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