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Vorwort

Der Titel Hohere Mathematik im Alltag bedarf der Erkldarung. Was meint All-
tag, was bedeutet Hohere Mathematik? ,,Alltag* ist hier umfassend gemeint und
nicht auf den privaten Alltag beschrinkt. Das Spektrum der Themen reicht
vom Naturereignis eines Regenbogens bis zur digitalen Methodik der Bildver-
arbeitung. Zum Alltag gehoren auch Korperfunktionen wie die von Herz und
Nerven, und klassische Maschinen, so etwa der Wankelmotor. Manche Bei-
spiele sind eher einfache Konstruktionen, z. B. der Tonarm eines Plattenspielers,
andere sind komplizierte Erfindungen wie das Farbfernsehen. Einiges ist abstrakt
wie Frequenzmodulation, anderes anschaulich wie der Regenbogen oder die
Kodierung von Farbbildern.

Ausgewihlt wurden hier Themen des Alltags, deren Funktionsprinzipien sich
gut mit Mathematik beschreiben lassen. Das Schwergewicht der Diskussion liegt
auf den mathematischen Methoden, nicht auf den technischen oder biologischen
Feinheiten der jeweiligen Fallstudie. Insofern ist dies kein Buch etwa iiber Bild-
kompression oder Herzschlag, sondern iiber ihre interessanten mathematischen
Aspekte. Der Fokus auf den Erkenntnisgewinn durch Mathematik erlaubt es
auch, einige Themen zu diskutieren, die heute vielleicht schon etwas veraltet sind.
Der Kern ist jeweils die zugrunde liegende Mathematik, und die ist zeitlos.

Hohere Mathematik ist ein Terminus, der in der Universititsausbildung
von Ingenieuren klar definiert ist und Analysis, Lineare Algebra und gewohn-
liche Differenzialgleichungen umfasst. Entsprechend spielen fiir dieses Buch
Partielle Differenzialgleichungen und ausgefeilte Methoden der Numerik und der
Stochastik keine Rolle. Die Beschrinkung auf Hohere Mathematik bedingt eine
Begrenzung der Fallstudien in Auswahl und Tiefe.

Die Thematik ist auch angeregt durch das Buch R. Seydel, R. Bulirsch:
Vom Regenbogen zum Farbfernsehen aus dem Jahre 1986!. Schwerpunkt
waren Themen aus Naturwissenschaft und Technik. Seit dieser Zeit hat sich die
Mathematik neue Anwendungsbereiche erobert. Aktuellere Themen in dem
vorliegenden Buch Hohere Mathematik im Alltag widmen sich zum Beispiel der
Verarbeitung von Daten, einem wichtigen ,,Rohstoff* unserer Zeit. Da ist zum
einen die Erfassung von Strukturen in groflen Datenmengen, beispielsweise in

!Quelle: TUM-Skriptum des Autors von 1983.
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Aktienkursen, und die JPEG-Komprimierung von Fotos. Ein anderes aktuelles
Thema befasst sich mit der Schitzung und Filterung von Daten, die zum Bei-
spiel aus Messungen stammen. Bei solchen Methoden und Modellen sind die Vor-
gaben aus Naturwissenschaft und Technik schwicher oder fehlen ganz, wie bei der
Simulation von Wanderungsbewegungen in der Gesellschaft.

Das Buch stellt sich auch der historischen Entwicklung. So ist zum Beispiel das
PAL-System beim Farbfernsehen, vor 50 Jahren eine geniale kulturelle Leistung,
beim Digital-Fernsehen obsolet geworden. Trotzdem habe ich mich entschlossen,
diese erfolgreiche Erfindung zu diskutieren, wegen des Erkenntnisgewinns durch
Mathematik. Ahnliches gilt auch fiir den Wankelmotor. Solche Beispiele sind
Technikgeschichte und behalten dennoch ihren Rang, insbesondere auch weil ihre
Mathematik nicht veraltet.

Charakteristisch fiir eine Fallstudie ist, dass die jeweilige Anwendung und die
benotigte Mathematik synchron diskutiert werden; die Mathematik wird nicht von
der Anwendung getrennt. Der Index dieses Buches mit der Vielfalt der Begriffe
mayg illustrieren, wie verwoben die Mathematik mit verschiedensten Gebieten aus
Natur und Technik ist. Mathematik und Anwendung inspirieren sich gegenseitig.
Derart aufgebaute Fallstudien bilden das Geriist des Buches. Die Essenz vieler
Fallstudien ist in Ubungsaufgaben niedergelegt, eine Tradition nicht nur an der
Technischen Universitidt Miinchen.

Zur Beschreibung der jeweiligen Funktionsprinzipien werden Begriffe wie
Phasensprung, Grenzzykel, Oberschwingung, Randmaximum oder Reihenent-
wicklung verwendet. Solche Phanomene konnen in der notwendigen Klarheit
nur in der Sprache der Mathematik erldutert werden. Entsprechend sind die Ziele
dieses Buches gesetzt: Durch das Studium mathematischer Fragestellungen soll
das Verstindnis wesentlicher Aspekte der behandelten Themen gefordert werden.

Durch die in die Fallstudien eingestreuten Aufgaben ist dieses Buch auch zum
Selbststudium geeignet: Die Leserinnen und Leser sollten dabei mit Papier und
Bleistift lesen, nach dem Studium jeder Aufgabenstellung mit der Lektiire
innehalten und sich zunidchst selbst an der Losung versuchen. Auf diese Weise
werden einerseits wichtige Gebiete angewandter Mathematik eingeiibt, anderer-
seits wird das Verstidndnis der zum Teil recht schwierigen Probleme erleichtert,
zumal bei den Rechnungen nicht alle Zwischenschritte aufgefiihrt werden.

Die Reihenfolge der Fallstudien versucht mit einer Aufteilung nach Themen-
stellung, mathematischen Methoden und aufsteigender Schwierigkeit gleich-
zeitig verschiedenen Kriterien gerecht zu werden. Die jeweils zur Bearbeitung
benotigten mathematischen Kenntnisse werden im Anhang in einer Tabelle auf-
gelistet. Diese Kenntnisse werden durch Vorlesungen oder Lehrbiicher zur
Hoheren Mathematik vermittelt. Im Anhang finden sich einige Literaturhin-
weise dazu.
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Mehr als 80 Abbildungen wurden mithilfe der Software xfig und gnuplot
neu erstellt. Die Berechnungen habe ich unter fortran durchgefiihrt, bis auf die
Singuldarwertzerlegung, fiir die matlab eingesetzt wurde.

Koln

Riidiger Seydel
im Mai 2021
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Notationen

Die meisten Variablen, wie x, t, y, sind reelle Groen. Dabei ist ¢ oft die Zeit-
variable. Die reellen Zahlen werden mit dem Symbol IRerfasst. Die Groflen i, j,
n, m, v sind meist natiirliche Zahlen, das geht jeweils aus dem Zusammenhang
hervor. Komplexe GroBen tauchen nur am Ende von Kap. 15 auf. Wenn x ein
Spaltenvektor ist, dann ist x der transponierte Vektor, also Zeilenvektor. Analog
bezeichnet A die transponierte Version einer Matrix A.

Dezimalzahlen werden in diesem Buch mit Dezimalkomma geschrieben, wie

7 = 3,14159265
V2 = 1,41421356

(gerundet).

So viele Dezimalstellen wie oben fiir T und v2 notiert, sind fiir die Ausfiihrungen
in diesem Buch nicht notwendig. Alle Dezimalbriiche werden auf eine iibersicht-
liche Stellenzahl gerundet. Wenn wir beispielsweise schreiben

y =259,

dann heifit das im Allgemeinen nicht y = 25,90000000! Fast alle angegebenen
Dezimalzahlen sind Néherungen. Mit dieser generellen Verabredung vermeiden
wir die stindige Wiederholung von ,,gerundet”. Die Bezeichnung a =b bedeutet
Gleichheit bis zur letzten Stelle des fiir die Berechnung verwendeten Rechners.

Achsen der Figuren: Wenn in der Legende beispielsweise steht, dass ¢(f) auf-
getragen ist, dann ist # auf der horizontalen Achse und ¢ auf der vertikalen Achse
aufgetragen. Ansonsten sind die Achsen klar aus dem Zusammenhang, oder sie
werden extra erklirt.

Qualifizierende Attribute wie beispielsweise ,,gering” werden im Allgemeinen
nicht quantifiziert, da dies der Diskussion nicht angemessen wire. Auf
Anfiihrungsstriche verzichten wir hier.
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Regenbogen

Fallen die Strahlen der Sonne auf fein verteilte Wassertropfchen, kann man, sofern
man sich an an einem giinstigen Standort befindet, ein prichtiges Naturereignis
bewundern: den Regenbogen (Abb. 1.1). Dieses Schauspiel ist schon im Kleinen
bei einem Wasserfall oder beim Rasensprengen sichtbar; die Wirkung ist natiirlich
weitaus grofBartiger bei Regen, wenn der Bogen — die Briicke am Himmel zur Erde
hatten ihn die alten Volker genannt — in leuchtenden Farben am Himmel erscheint.

Die Hohe des Bogens am Himmel, manchmal sieht man dort sogar zwei Bogen,
lasst sich berechnen, dabei wird deutlich, wie dieser farbige Bogen entsteht.

Brechungsgesetz

Zur Erkldrung dieses Phianomens konnen wir uns sowohl auf geometrische Bezie-
hungen als auch auf Extremalprinzipien stiitzen. Das Ineinandergreifen dieser bei-
den mathematischen Aspekte wollen wir zunéchst bei der Lichtbrechung studieren.
Das Brechungsgesetz (Snellius 1621) ist fiir die Entstehung des Regenbogens von
grundlegender Bedeutung. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 14sst sich das Bre-
chungsgesetz an dem folgenden speziellen Fall erldutern (Abb. 1.2):

Aufgabe 1 Ein Lichtstrahl werde auf dem Weg von P = (—1, 1) nach Q = (1, —1)
an der x-Achse gebrochen. Aus der Forderung, dass er seinen Weg in minimaler Zeit
zuriicklegen soll, leite man das Brechungsgesetz der Optik ab. (Die Geschwindigkeit
des Lichtstrahles sei vy fiir y > 0 und v; fiir y < 0, und es gelte 0 < vy < v1.)

© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert durch Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von 1
Springer Nature 2022
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2 1 Regenbogen

Abb. 1.1 Regenbogen mit Nebenregenbogen am Villehang Kendenich in Hiirth bei K6In (Foto:
Friederike Seydel 2007)

In dem Szenario von Abb. 1.2 liegt fiir y < 0 das optisch dichtere Medium, mit

der geringeren Lichtgeschwindigkeit vy. Der Lichtstrahl durchstot die Trennfléiche
beider Medien im Punkt D = (x, 0). Das Licht hat somit die beiden Strecken

_ 1
PD=v(I+0?+1=-1%

sin g
— 1—x
DQ=+vV{—-x)2+1=—

sin o)

zuriickzulegen. Die Brechungswinkel o, o hdngen von x ab: o1 (x), a2 (x).
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—1 Q

Abb. 1.2 Zum Brechungsgesetz von Snellius: Schnitt durch zwei Medien, deren Lichtgeschwin-
digkeiten v; und v sind. Die x-Achse reprisentiert die (ebene) Grenzfliche zwischen den Medien.
Ein Lichtstrahl fiihrt von P nach Q; gestrichelt ist das Lot auf die Grenzfldche im Punkt D. Das Lot
und der Punkt P definieren die gezeigte Schnittebene

Die Gesamtzeit T, die der Lichtstrahl von P nach Q benétigt, setzt sich aus den
Quotienten von Weg und Geschwindigkeit zusammen, also

PD DQ I 5 1 5
Tx)=—+—=—VU+x)?+1+—V(1—-x)2+1
v v v

v2

Ein Extremum dieser Funktion ist bestimmt durch die Beziehung

097 _1 x+1 1 x—1
de v A 4+x)2+1 v JA-—x)2+1
1

. I .
— sin o] — — sin ).
U1 v2

Hieraus folgt das Brechungsgesetz

V] sin o

vy sin an

Fiir groe Werte von |x| ist die Zeit T (x) groB; T hat nur ein globales Minimum.
Fiir den Quotienten R := vy /v; gilt bei der getroffenen Anordnung R > 1.
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Sonne S

Sonne S

Regentropfen T

Beobachter P

Abb. 1.3 Wassertropfen und Sonnenstrahl

Entstehung des Regenbogens

Zur Entstehung des Regenbogens vergleiche Abb. 1.3. Ein Lichtstrahl, der auf einen
als kugelformig angenommenen Regentropfen trifft, wird zum einen Teil reflektiert,
zum anderen Teil ins Innere gebrochen. Der innere Teilstrahl wird, wenn er erneut
die Oberfldche beriihrt, zum Teil ins Innere reflektiert, zum Teil verlisst das Licht
den Wassertropfen. Diese Reflektion kann sich noch einige Male wiederholen, die
Stirke des inneren Reststrahles nimmt dabei ab. Der Beobachter sieht insbesondere
die Strahlen, die den Tropfen nach genau dreimaliger Beriihrung bzw. Durchdringung
der Oberfldche (also eine Reflexion) verlassen; diese Strahlen bilden den Hauptregen-
bogen. Der schwichere Nebenregenbogen entsteht durch die Strahlen, welche die
Oberfliche des Tropfens viermal beriihren bzw. durchsetzen; dies entspricht einer
zweimaligen Reflexion ins Innere.

Der betrachtete Regentropfen wird auf seiner ganzen Halbfliche von parallelen
Sonnenstrahlen beschienen. Je nach dem, ob einfallende Sonnenstrahlen den Tropfen
in der Nihe des Randes oder mehr in der Mitte treffen, unterscheiden sich die Rich-
tungen (Streuwinkel) der Strahlen, die den Tropfen wieder verlassen. Diese Streu-
winkel werden im Folgenden berechnet, insbesondere die Richtung ihrer maximalen
Helligkeit.

Wir betrachten eine Regentropfen-Kugel mit Mittelpunkt M (vgl. Abb. 1.3). Die
Sonne S (als unendlich ferner Punkt) und M definieren eine Gerade G. Der Tropfen
wird in voller Breite von zu G parallelen Sonnenstrahlen beschienen. Nehmen wir
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einen Strahl heraus, der den Tropfen im Punkt A trifft. Die drei Punkte S, M, A
(bzw. die Gerade G und der Punkt A) definieren eine Ebene. Wegen der Symmetrie
der Anordnung wird die Fortsetzung des Lichtstrahls im Inneren der Ebene bleiben.
Diese Ebene ist in der Abbildung dargestellt. Der Eintrittswinkel des Sonnenstrahls
im Punkt A wird hier mit 6 bezeichnet.

Der ankommende Strahl wird in A zum Teil nach auBlen reflektiert, zum Teil
nach innen gebrochen. Bei dieser und bei folgenden Reflexionen (wie in B) verliert
der Strahl jeweils Energie, weil ein Teil nach auien gebrochen wird. Im Folgenden
diskutieren wir die Winkel derjenigen Strahlenfolge, welche die Tropfen-Oberfliche
genau dreimal beriihrt (Abb. 1.3).

Nach dem Brechungsgesetz von Snellius geniigen die Winkel 6 und « der Bezie-
hung

sin 0

- = R, z.B. R = 1,331 fiirrotes Licht, blau: R = 1,343.
sin &

Ein Lichtstrahl in Richtung des Beobachters P verlidsst den Regentropfen unter dem
Streuwinkel ¢, der eine Funktion f des Eintrittswinkels ist,

Der Streuwinkel ¢ ist gegen die Sonnenrichtung gemessen. Die Intensitiit dieser
Strahlung ist maximal fiir 6* mit f'(6*) = 0. Der zugehorige Winkel p* = f(6*)
maximaler Helligkeit gibt die ,,Hohe des Regenbogens an.

Aufgabe 2 Man zeige, dass fiir den Streuwinkel gilt:

ino
(p:f(9)=2t9—4arcsin(81; )

Fiir die 4 Teilstrecken ergeben sich die folgenden Winkel:

SA : Winkel =n

AB : T+60—«o
BC: 27 +6 — 3a
CP: 2w + 260 — 4o

Bis auf den Summanden 27 gilt also ¢ = 20 — 4«. Wie bereits erwihnt, geniigen
die Winkel o und 6 nach dem Brechungsgesetz der Beziehung

. sin &
sina = ,
R

also gilt fiir den Streuwinkel

ino
0= f(0) =20 — 4arcsin <%> .
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Die unabhingige Variable 6 gibt an, wo der von der Sonne kommende Lichtstrahl
den Tropfen trifft, etwa am Rand (|9| ~ %) oder eher in der Mitte (6 ~ 0). Jedem
Wert von 6 entspricht ein Kleinkreis auf der Tropfen-Oberflache. Da die Funktion
f(6) ungerade ist [ f(—0) = — f(6)] und weil die Streuwinkel fiir negative Winkel
6 vom Beobachter wegzeigen, geniigt es, f(6) fiir
b4
0<0 < —
2
niher zu untersuchen.
Fiir die Beobachtung des Regenbogens ist wesentlich, in welchem Winkelbereich
die Streuwinkel auftreten konnen. Um den Wertebereich

@min = ¢ = @max
bestimmen zu konnen, berechnen wir mit Hilfe der Ableitung
4 cos 6

1 _ sin20 R
R2

fl@ =2~

mogliche Extremwerte von f(6). Da fiir den betrachteten Winkelbereich cos6 > 0
gilt und arccos eine monoton fallende Funktion ist, gelten die folgenden Umfor-
mungen:

f'® =0

sin? 6

R2

VR2 —sin?0 > 2cos6
R? —sin% 6 2400529
R?—1 z3cos20

[R2 —1
> cosf
3

R%Z —1

2R,/ 1 — > 4cosf

<40.

arccos

Fiir rotes Licht (R = 1,331) ergibt sich fiir den Zahlenwert des extremalen Einfalls-

winkels
RZ—1
0* = arccos,/ 3 ~ 1,0389
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0 T T T T T T T T

5L i

10 + i

_45 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Abb. 1.4 Der Streuwinkel ¢ aufgetragen iiber dem Einfallswinkel 0, fiir rotes und fiir blaues Licht,
jeweils im Gradmaf}

Im GradmaB ist das Winkel 59,5°. Wegen

f'@" =0
f(®) > 0fiir 6* <6
£(6) < O fiir 6* > 6

handelt es sich bei f(6*) um ein Minimum, der Zahlenwert im Bogenmal ist

¢* = @min = f(0%) ~ —0,7395,
und im GradmaB' ist das der Winkel —42,4°. Maxima von f (6) liegen am Rand des
Bereiches 0 < 6 < % Von den zugehorigen Werten f(0) und f (%) ist f(0) =0
das absolute Maximum. Also gilt fiir den Bereich der Streuwinkel:

—42,4° < ¢ <0 bzw. |p| < 42,4°.

In der Abb. 1.4 ist der Verlauf von ¢ = f(6) aufgetragen, fiir rotes und fiir blaues
Licht, jeweils in Grad.

Im Folgenden, wegen der groBeren Anschaulichkeit, wird auch hiufig das Gradma$ verwendet.
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Abb. 1.5 Zur Intensitit der -
Regenbogenstrahlung: -
Regentropfen mit - u
einfallendem Sonnenlicht -

Fiir die anderen Farben des Regenbogens ist der Bereich der Streuwinkel kleiner.
So ergeben sich fiir Blau (R = 1,343) die Werte 6* = 1,0268 (oder 58,8°) und
©(0*) = —0,7094 (oder —40,6°).

In der Nachbarschaft eines Extremums ist die Anderung der Funktion gering. Das
bedeutet in unserem Fall, dass fiir Winkel 6 aus einem breiten Bereich um 0* die
zugehorigen Streuwinkel sich nur geringfiigig unterscheiden (vgl. Abb. 1.4). Somit
ist der Winkel ¢* = f(6*) durch eine groBe Anzahl nahezu paralleler Strahlen und
deshalb durch hohe Lichtintensitiit ausgezeichnet. Diese Intensitit reicht aus, um
den Betrachter in Hohe ¢* (iiber der Verlingerung der Geraden Sonne-Beobachter)
den vom Tropfen ausgehenden Lichtstrahl erkennen zu lassen.

Nun hat die Regenwolke viele Tropfen, und viele davon auf dem durch ¢* defi-
nierten Kegel. So sieht der Betrachter einen farbigen Kreisbogen, den Regenbogen.

Intensitiit

Die Intensitit des Lichtstrahls, den der Beobachter sieht, ist eine nihere Untersu-
chung wert. Fiir einen vom Regentropfen ausgestrahlten schmalen Winkelbereich
Ag stellt sich die Frage, wieviele Sonnenstrahlen eingehen. Tatséchlich ist nicht der
Winkel 6 ein MaB fiir die Menge der einfallenden Strahlen, sondern die Grofle u
senkrecht zu diesen Strahlen, u = sin 6 (Abb. 1.5). Die Intensitét der Regenbogen-
strahlung wird also durch die Funktion f (arcsin u) beschrieben, durch

u
g(u) := f(arcsinu) = 2 arcsin u — 4 arcsin r 0<u<l.

(Zur Vereinfachung betrachten wir einen ,,Einheitsregentropfen™ mit Radius 1, siche
Abb. 1.5.) Der Graph dieser Funktion g (in Abb. 1.6) dhnelt dem oben in Abb. 1.4
gezeichneten, er ist lediglich etwas verzerrt.

Die Intensitit kann auf einfache Weise quantifiziert werden: Mit Hilfe der Linea-
risierung von g(u) erhilt man die Beziehung

Ag = gur) — g(uz) ~ g'(u2)(ur — uz) =: g’ (u2) Au.

Hieraus folgt fiir die Lichtintensitit

1
Au =~ Ag,
g'(u)
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Abb. 1.6 Intensitit g des Regenbogenstrahls; u ist der normierte Abstand zur zentralen Achse,
vergleiche Abb. 1.5. Die Beziehung zwischen einem Abstand u> — u; und den entsprechenden g-
Werten wird kritisch am Minimum des Graphen. Dort tragen sehr viele eingehende Strahlen zur
Intensitit des Streu-Strahls bei

d.h. fiir den Wert u* mit g’(u*) = 0 wird die Intensitit des Streuwinkels maximal.
Man kann es auch andersherum sagen: Fiir alle anderen Winkel ist die Intensitit zu
schwach, um vom Beobachter bemerkt zu werden. Ein breiter Bereich von einfallen-
den Sonnenstrahlen (Au grof3) konzentriert sich auf eine kleine Umgebung der Streu-
winkel (Ag bzw. Ag klein). Der sichtbare Winkelbereich von ¢ besteht im Wesentli-
chen nur aus p* = f(6*). Die Strahlung des restlichen Bereiches (f(6*) < ¢ < 0)
interferiert mit den Strahlen anderer Wellenlingen zu weillem Licht; aus diesem
Grunde erscheint das Himmelslicht ,,innerhalb* des Regenbogens heller.

Nachdem wir die Geometrie der Brechung in der Ebene diskutiert haben, sei
festgehalten, dass fiir jede Ebene durch G der gleiche Winkel ¢* resultiert. Dies
definiert einen Kreiskegel von Lichtstrahlen der gleichen Farbe, mit Offnungswinkel
2¢*.

Nun tritt die beobachtende Person P auf. Parallel zur Geraden G definiert sie die
Gerade Gp. Diese Gerade Gp definiert ein Biischel von Ebenen, die Gp enthalten. In
der Abb. 1.7 sind zwei Ebenen des Biischels skizziert. Wenn die Regenwolke grof3 und
dicht genug ist, gibt es eine Schar solcher Ebenen, sodass auf jeder dieser Ebenen
sich mindestens ein Tropfen T befindet, dessen mit ¢* emittierter Strahl genau P
trifft. Deswegen ist die Hohe des Regenbogens, gemessen als Winkel tiber Gp, genau
@*! Fiir jeden Tropfen gibt es eine solche Ebene, wie sie in Abb. 1.3 skizziert ist.
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Abb. 1.7 Die beobachtende
Person P sieht unter anderem
Strahlen von Tropfen T und
T,. Der angedeutete Winkel
ist ¢*, und die Strahlen
bilden einen Kegel

Diese Situation, illustriert in der Abb. 1.7, erkldrt warum der Regenbogen ein Teil
des Kreisbogens ist, und an welcher Stelle am Himmel er sichtbar ist.

Nebenregenbogen
Der interessierte Leser moge jetzt noch die entsprechenden Untersuchungen fiir den
Nebenregenbogen durchfiihren, vergleiche die Illustration der Abb. 1.8.

Die Losung sei kurz zusammengefasst: Fiir den Streuwinkel i des Nebenregen-

bogens gilt

in6
W (0) = —7 — 20 + 6arcsin (%)

R
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
\

/ 0 \<\|f
P

Abb. 1.8 Tllustration zum Nebenregenbogen, Aufbau wie in Abb. 1.3
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mit Extremum bei

. R?2 -1
6™ = arccos

Fiir rotes Licht ergibt sich ein Maximum bei 8* = 1,255 oder 71,9°, mit ¥ (6*)
—0,879 oder —50,4°, und fiir blaues Licht 6* = 1,248 oder 71,5° mit ¢ (6™*)
—0,933 oder —53,5°.

Die Farbreihenfolge ist hier umgekehrt gegeniiber dem Hauptregenbogen, ent-
sprechend ist das Extremum ¢ (6*) ein Maximum, vergleiche die Abb.1.8. Die
Uberlegungen beziiglich der Intensitit gelten analog. Da der Himmel oberhalb des
Nebenregenbogens wiederum heller erscheint, wirkt nur der Bereich zwischen den

-1 L L 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abb. 1.9 (Geometrische Anordnung wie in Abb.1.3) Ein fiktives Einheitsquadrat am Himmel
definiert eine Ebene. Ein Regentropfen ist im Punkt (0, 0) angenommen. Man denke sich 50 gleich-
abstidndige Sonnenstrahlen in dieser Ebene, die waagerecht von rechts auf den Regentropfen fallen.
Der Regentropfen ist hier punktférmig, und entsprechend sind die einfallenden Sonnenstrahlen
nicht gezeigt, sie fallen mit der Oberkante des Quadrats zusammen. Im Bild dargestellt sind aber
die jeweiligen ausgehenden roten Streu-Strahlen des Hauptregenbogens. Die Haufung der Strahlen
an ¢* = —42,4° deutet sich an. Die resultierende hohere Helligkeit dort kann im Druck nicht
wiedergegeben werden
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Abb.1.10 Kaustiken von Hauptregenbogen (Strahlen durchgezogen, analog Abb. 1.9) und Neben-
regenbogen (NR, Strahlen gepunktet), jeweils fiir rotes und blaues Licht, schematisch

beiden Bogen
42,4° < Hohe < 50,4°

als dunkleres Band. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass diese Hohenwinkel
iiber der Verlingerung der Achse Gp Sonne-Beobachter gemessen sind. Diese Uberle-
gungen erkldren auch, warum man Regenbdgen im Allgemeinen nur bei niedrigeren
Sonnenstinden beobachten kann.

Kaustik

Der Regenbogen kann auch als Kaustik erkldrt werden. In der Abb. 1.9 ist ein ein-
zelner Regentropfen mit dem von ihm ausgehenden Halb-Biindel von Strahlen illus-
triert. Die eingezeichneten Strahlen trennen jeweils 2 % der Lichtmenge des Halb-
biindels. Wie in der Abb. 1.9 sichtbar, wird der Abstand der Strahlen enger nahe an der
Einhiillenden (Winkel ¢* = —42,4°). Diese Konzentration von Helligkeit ist eine
Kaustik. ,,Unterhalb® der Kaustik treten keine Strahlen auf, dieses entspricht dem
dunklen Band oberhalb (!) des Hauptregenbogens. Auch die Strahlen des Nebenre-
genbogens bilden eine Kaustik. In der Abb. 1.10 sind die Kaustiken beider Regen-
bogen angedeutet, mit dem dunklen Band dazwischen.

Literatur

Grundlage dieser Diskussion war der Artikel

Nussenzveig, H. M.: The Theory of the Rainbow. Sci. Am. 236(4), 116-127 (1977)



®

Check for
updates

Kontur des Kreiskolbenmotors

In der abendléndischen Geschichte der Wissenschaft haben Zykloide eine prominente
Rolle gespielt, waren doch Epizykeln die Grundlage der Astronomie, angefangen
bei Hipparchos und Ptolemius bis einschlielich Kopernikus.

Zykloiden spielten auch auflerhalb der Astronomie eine Rolle. Die beriihmte
Aufgabe von Johann Bernoulli , Man finde die Kurve kiirzester Fallzeit, welche
zwei gegebene Punkte verbindet*, zog 1696/1697 das Interesse der scharfsinnigsten
Mathematiker auf sich. Die Losungskurve ist eine Zykloide. (Losungen der Aufgabe
wurden unter anderem von Leibniz und Newton eingesandt.) Eine andere klassi-
sche Anwendung von Zykloiden ist das Zykloidenpendel, bei ihm hat die Schwin-
gungszeit fiir jede Amplitude denselben Wert (wichtig fiir Prézisionspendeluhren,
Huygens 1673). Auch heute noch faszinieren Zykloiden, man denke nur, wie hiibsch
sich bei Nacht die Bewegung von seitlich beleuchteten, zwischen Fahrradspeichen
geklemmten Reflektoren ausmacht.

Eine technische Anwendung von Zykloiden ist der Kreiskolbenmotor, popu-
lar geworden als ,,Wankelmotor” (nach F. Wankel; weitere Erfindungen hierzu von
H.D. Paschke). In der Kraftfahrzeug-GroB3serienfertigung hat sich der Wankelmotor
bisher nicht durchgesetzt, aber wegen seiner kompakten Ausmale ist er immer noch
von Interesse.

Der Drehkolben des Wankelmotors hat einen Querschnitt, der einem gleich-
seitigen Dreieck dhnelt. Die Bewegung dieses Laufers setzt sich zusammen aus
einer Drehung um die eigene Achse und einer Kreisbewegung der Achse; liber einen
Exzenter wird die Bewegung des Drehkolbens auf die Antriebsachse iibertragen
(schematisch in Abb.2.2 und 2.3). Eine derartige Bewegung fiihrt zu der Frage,
wie die Abmessungen der Konstruktion zu wihlen sind, damit die drei Ecken des
Drehkolbens stindig die Gehdusewand beriihren und auf diese Weise drei Kammern
trennen. Die Kurve dieser Gehdusewand ist eine Zykloide (genauer: Epitrochoide).

© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert durch Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von 13
Springer Nature 2022

R. Seydel, Hohere Mathematik im Alltag,

https://doi.org/10.1007/978-3-662-64049-4_2

2


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/978-3-662-64049-4_2&domain=pdf
https://doi.org/10.1007/978-3-662-64049-4_2

14 2 Kontur des Kreiskolbenmotors

Abb. 2.1 Eine spezielle
Zykloide (Definition spater
im Text)

Abb. 2.2 Schematischer Aufbau eines Wankelmotors: Querschnitt 1. Der Rotationskolben, hier
vereinfacht als (rotes) Dreieck dargestellt, sitzt auf einem Exzenter (griin), und wird von drei Ver-
brennungskammern (weil) umgeben. G ist das Gehiduse. Der Kreis Ky, mit Radius a rollt auf dem
feststehenden Kreis Kg mit Radius b ab, dabei werden der exzentrische Liufer und der Rotations-
kolben in Drehung versetzt. Die Kurve Z, die der Punkt A beschreibt, ist eine Zykloide
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Abb. 2.3 Schematischer Aufbau eines Wankelmotors: Querschnitt 2, orthogonal zu Querschnitt 1
von Abb. 2.2; Farben analog. Der Zahnkranz ist angedeutet, der ein Durchrutschen des Zylinders
verhindert

Die mathematische Fragestellung besteht in der Aufstellung und Diskussion einer
Parameterdarstellung sowie in der Berechnung der Linge dieser Zykloide.

Aufgabe Die Skizze von Abb.2.2 zeigt einen Profilschnitt des Wankelmotors. Mit
dem Gehduse G ist der Kreis Kg mit Radius b starr verbunden, auf diesem Kreis
rollt der Liuferkreis Kj mit Radius a ab. Ein Punkt A, der an K| befestigt ist,
beschreibt dabei die Kontur Z (Epitrochoide). Der Winkel t ist der Abrollwinkel des
grofien Kreises, a der des feststehenden kleinen Kreises (vergleiche auch die Abb. 2.4
und 2.5).

a) Man gebe a als Funktion von t an (Startposition « =t = 0).

b) Man gebe eine Parameterdarstellung x(t), y(t) von Z an.

¢) Fiir einen festen Punkt auf K| berechne man den Umfang seiner Bahn bei einer
vollen Umdrehung des Ldufers (Zuriickfiihrung auf Bogenlinge einer Ellipse).

(Zur Illustration sei a = 3; b = 2; d = 7 angenommen.)

Parameterdarstellung

Als Startposition nehmen wir « = t = 0 an, diese Normierung wird zu einer
achsensymmetrischen Lage der Zykloide fithren. Beim Abrollen der beiden Kreise
aufeinander sei vorausgesetzt, dass die Kreise nicht gleiten.! Dann sind ba und at

Ikann durch Zahnkriinze sichergestellt werden.
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Abb. 2.4 Bogenlingen auf
den Kreisen Kg und Ky,

]
| ' ob

gleichlange Kreisbogenstiicke, es gilt also (illustriert in Abb.2.4)
a
o = —t.
b
Um eine Parameterdarstellung der Zykloide zu konstruieren, ist die Abb. 2.5 hilfreich.

Betrachten wir das in Abb.2.5 angezeigte (gelbe) Dreieck mit Hypotenusen-
Linge a — b, dann ist die Summe der drei Innenwinkel r, also

g
71=(l‘—ﬂ)+5+(7‘[—0().
Deswegen gilt fiir die Winkel

p=>—@-n
) )
und nach den Gesetzen der Trigonometrie folgt
cos B = sin(a — t), sin B = cos(a — t).
Die Koordinaten des Laufer-Eckpunktes A im (¥, ¥)-Koordinatensystem sind
(x, y) =(dcos B, dsinB) = (dsin(a —t), d cos(a — t)).

Die Verschiebung der beiden Koordinatensysteme ist

x—Xx=—(a—b)sina,

y—y=—(a—b)cosa.
Zusammen haben wir

x =dsin(e —t) — (a — b)sina,

y=dcos(e —t) — (a — b) cosa.
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«|

iy

Gerade durch Abrollpunkt und Kreismittelpunkt

Abb. 2.5 Bezeichnungen fiir die Analyse, insbesondere der Winkel des gelb eingefirbten Dreiecks

Nach Einsetzen der Beziehung o = ra/b ergibt sich die Parameterdarstellung der
Bewegung des Punktes A,

x(t) = dsin (t (% — 1)) — (a — b)sin %t,

y(t) =dcos (t (% - 1)) — (a — b) cos %t.
Diese Beziehung lisst sich deuten als Uberlagerung der Kreisbewegung

a@=dsin(3—1)r,  w@O=deos(7-1)r
b b
mit
.. a a
x2(t) = (a — b) sin Zt , y2(t) = (a — b) cos Et.

Der grof3e Kreis x1(¢), y; () hat als Periode den Wert

b a
e
-1 naa—b

p1=27'[a
b

der kleine Kreis x> (¢), y»(¢) hat die Periode

b
p2 =2m—.
a

Diese Uberlagerung der beiden Kreisbewegungen hat man sich wie in Abb.2.6
gezeichnet vorzustellen. Der kleine (x3, y2)-Kreis mit Radius (a — b) bewegt sich
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Abb.2.6 Uberlagerung von zwei Kreisbewegungen

planetenartig mit seinem Mittelpunkt auf dem grofen (x1, y;)-Kreis mit Radius d.
Der Punkt A dreht sich dabei auf dem kleinen Kreis. Auf diese Weise ldsst sich die
Zykloide konstruieren.

Noch frei sind die Werte der Radien a und b. Aus technischen Griinden ist hier
nicht jede Wahl moglich. Der Wankelmotor soll drei Kammern haben. Dies bedeutet,
dass die Zykloide nicht nur durch den Punkt A erzeugt wird, sondern gleichzeitig die
beiden anderen Eckpunkte des Laufers sich entlang der Zykloide bewegen miissen.
In dem Bild der iiberlagerten Kreisbewegung von Abb.2.6 miissen sich demnach
zwei zusitzliche kleine Kreise (Mittelpunkte um ZT” bzw. 47” verschoben) auf dem
groBen Kreis drehen. Damit die Bewegung des Laufer-Dreiecks hineinpasst, miissen
die Perioden durch die Beziehung

pL=3p

verkniipft sein. In diesem Fall tritt nach Verschiebung der drei kleinen Kreise entlang
des groflen Kreises um ZT” wieder die gleiche Situation wie zu Beginn ein. Die

Forderung nach 3 Kammern fiihrt also auf

a
a—>b

= 3. 2.1
Hieraus folgt, dass das Verhiltnis zwischen den Radien a und b

a 3
b 2

sein muss.
Eine volle Umdrehung eines Laufer-Eckpunktes erfolgt fiir
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1
1
1
1
1
I

Abb.2.7 Zykloide als Abrollvorgang (durchgezogene Kreise): Das Verhiltnis der Abrollradien ist
hier 2:1, der kleine Kreis rollt bei einem Umlauf genau zweimal ab; er fiihrt dabei drei Drehungen
aus. Die Bewegung von Abb. 2.6 ist hier gestrichelt gezeichnet

die Parameterdarstellung der fiir den Wankelmotor notwendigen Zykloide ist somit

x(t):dsin%—(a—b)sin% -
(2.2)
y(t) =dcos%—(a—b)cos%

i —a_b
mita —b=7%5=73.

Abrollbewegung

An dieser Stelle soll diskutiert werden, welche Art von Zykloide vorliegt. Bisher
haben wir die Bewegung als Planetenbewegung gedeutet (Abb. 2.6) mit den Radien
d und (a — b). Mit anderen Radien lisst sich die Bewegung auch als Abrollvorgang
ansehen, bei der ein Kreis vom Radius r auf einem Kreis vom Radius R abrollt. Ein
Punkt auf der r-Kreisscheibe im Abstand Ar zum r-Mittelpunkt bewegt sich dann
entlang der Zykloide (Abb.2.7).

Fiir diese Abrollbewegung bezeichne ¥y den Winkel zum Abrollpunkt und damit
zum Mittelpunkt des r-Kreises. Wie oft dreht sich der r-Kreis, bis er einmal um den
R-Kreis herum ist? Zunidchst R /r mal —das Verhiltnis der abrollenden Bogenldngen.
Dazu kommt 1 fiir die Umrundung des R-Kreises.? Also lisst sich die Abrollbewe-

2An einem Beispiel, etwa mit r = 1 und R = 2, visualisiere man sich diesen Sachverhalt.
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gung darstellen durch

. . R+r
x =(R4r)siny — Arsin v,

R+r
y=(R+r)cosy — Arcos v

r

Durch Vergleich mit (2.2) findet man folgende Beziehung zur Planetenbewegung:

Den zur Illustration angenommenen Zahlenwerten d = 7, a = 3, b = 2 entsprechen
die Werte

14 7 3
R=—,r==,r=">.
3 3 7

Diese Art von Abrollbewegung eines Kreises auf'einem anderen Kreis ist eine Epitro-
choide, lediglich der Spezialfall A = 1, also d = a, fiihrt zu einer Epizykloide. In der
Abb. 2.7 sind die Kreise der Planetenbewegung gestrichelt, die der Abrollbewegung
ausgezogen gezeichnet.

Die Abb.2.8 zeigt fiir a = 3, b = 2 und drei Werte von d (d = 3,d = 5,
d = T) die zugehorigen Zykloiden. Offenbar hat die Kurve von d = 3 eine Art von
Riickkehrpunkt, und es stellt sich die Frage, wie die Kurve fiir d < 3 aussehen mag.
Die Auflosung zeigt Abb.2.1: Dort ist die Kurve fiir d = 2 gezeigt, und man sieht
ein Schleife dhnlich wie sie auch bei Planetenbewegungen aufzutreten scheint.

Die Epitrochoide des Wankelmotors ist symmetrisch zu den x/y-Achsen. Der
Abstand der Trochoide zum 0-Punkt hat zwei Maxima und zwei Minima. Bei einem
Umlauf nimmt das Volumen einer jeden Kammer folglich zwei maximale und zwei
minimale Werte an. Entsprechend ist der Wankelmotor ein Viertaktmotor: Die vier
Phasen Ansaugen, Verdichten, Arbeiten und Ausschieben kann man den Maxima
und Minima zuordnen. Drei der vier Takte finden gleichzeitig statt.

Bahn-Umfang
Es bleibt noch die Berechnung des Bahn-Umfangs fiir einen festen Punkt auf dem
Liufer. Diese Bogenlidnge L berechnet sich aus

4
L= /,/xZ + y2 dr.
0

Ausgehend von (2.2) erhdlt man nach Einsetzen von

. d t 3 3t
X = —cos— — —(a — b)cos —
2 2 2 2

. d . t+3( bysi 3t
= ——SI1n — — — sin —
Y=y L 2
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-8 I I I
-10 -5 0 5 10

Abb. 2.8 (x, y)-Ebene. Zykloiden (2.2) fiir a = 3, b = 2 und drei Werte von d (d = 3 in rot,
d = 51n griin, d = 7 in blau)

das Integral

4

1 5 5 3t 3t\\'?
L_E/(d +9(a — b) —6d(a—b)<cos§cos?+sm§sm7)) de.

Mit Hilfe der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen formen wir um:
t 3z .t . 3t 3t ot
COS = COSs — +sin =~ sin — =cos | — — =
2 2 2 2 2 2

t
= cost =20052§ —1

also

1/2
t
<d2 +9(a — b)? + 6d(a — b) — 12d(a — b) cos> 3 ) dr

N =

N =

o—f o —

12
<(d +3(a — b))? — 12d(a — b) cos? %) dr.
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Die Substitution t = 2¢ ergibt

2
:i/Jw+3W—bDL—mﬂa—MaM¢d¢

12da—b)
(d+3(a—b))f\/ d13@ b))zcos ¢ do.

Mit den Abkiirzungen

Bi=d+3a—b)=a+d
,  12d(a—b) 4ad

T d+3@—=5b)2 (a+d)?

haben wir unter Beriicksichtigung von (2.1) die Bogenlidnge durch ein elliptisches
Integral 2. Gattung ausgedriickt:

2
L:B/\/l — k2 cos? ¢ dg.
0

Derartige Integrale sind im Allgemeinen nicht in geschlossener Form 16sbar. Ledig-
lich im Sonderfall k> = 1 (hier d = 3, a = 3, b = 2, also Epizykloide) gilt

2 b4
L:B/|sinq)| d<p=23/sin<pd¢=4B.
0

Ein Punkt auf dem Léuferkreis K, fiihrt bei einer vollen Umdrehung demnach eine
Bewegung mit Weglidnge L = 24 aus.

Bei unseren Zahlenwerten (d = 7) ergibt sich fiir den Weg eines Liufer-
Eckpunktes

k* = 0,84, B = 10.

Hier ist man auf eine Tabelle oder auf numerische Ndherungsverfahren angewiesen.
Zunichst bringen wir das Integral auf eine ,,Standardform* (Legendre-Form). Es gilt
wegen der Eigenschaften von cos? ¢ und sin® ¢

/2 /2

/\/l—kzcos2 d(p—4/\/ —k2cos ¢ d(p—4f,/1—k2sin2<pdgo.
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Das letztere der Integrale wird mit E (k) bezeichnet, es ist das vollstindige elliptische
Integral 2. Art. Damit ist die Bogenlédnge der Epitrochoide gegeben durch

L =4BE(k).

Fiir k* = 0,84 ergibt die Tabelle (oder das Computerprogramm fiir E(k)) den Wert
E(k) = 1,15065...; also ist die Bogenlidnge bei unseren Zahlenwerten

L ~ 46.

Exkurs zur numerischen Berechnung
Die Berechnung des elliptischen Integrals E (k) soll hier nur kurz angedeutet werden.
Das Integral, umgeformt zu

/2
E(k) = / \/cos2<p + (1 — k2)sin? ¢ do,
0

kann mit Hilfe der Bartky-Transformationen in eine Folge von Integralen
/2
E(k) = / Gy(Ry))dp, v=0,1,2,...
0

umgeformt werden, mit Funktionen® G, und

R, = \/m% cos2 ¢ +n2sin’ @, mit

mo=1, no=+v1—k2,

1
m, = E (my—1+ny—1), ny = /ny_imy—1 (v=1).
Die Folge der m,,, n, strebt sehr rasch gegen den gemeinsamen Grenzwert des Gaul3-
schen arithmetisch-geometrischen Mittels; nach wenigen (etwa [) Schritten gilt
m; = n; und also

R = \/mlz cos2 ¢ + n? sin? ¢ = my.

3Die Bartky-Transformation und die Funktionen G, sind bei der Thematik dieses Kapitels ohne
Interesse; wir verweisen auf Spezialliteratur.
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(Im Beispiel war k% = 0,84; dann ist/ = 5 und |ms — ns| < 10~!2)) Das Integral
mit dem Integranden G (m;) ldsst sich dann elementar integrieren.
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Die Aufgabenstellung zu Beginn des Kapitels greift auf eine édltere Aufgabe zuriick, die an der TU
Miinchen schon vor 1975 entwickelt wurde.
Eine gute Quelle zu technischen Aspekten ist der Eintrag ,,Wankelmotor* bei Wikipedia
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Lateraler Abtastfehler bei
Schallplatten

Das Schneiden einer herkdmmlichen Schallplatte erfolgt tangential; daher liegen
in den Rillen die zusammengehdrigen Impulse auf den beiden Flanken genau ,,ge-
geniiber“. Nach Moglichkeit sollten die auf den beiden Rillenflanken sich entspre-
chenden Signale auch gleichzeitig abgetastet werden, andernfalls entstehen bei der
Wiedergabe Verzerrungen. Ein fehlerfreies Abtasten von Schallplatten ist mit einem
Tangentialtonarm (angedeutet in Abb. 3.1) zwar moglich, aber aufwendig. Konstruk-
tiv einfacher sind die Tonarme, die in einem Punkt drehbar gelagert sind (Abb. 3.2).
Bei diesen tiblichen Tonarmen muss bei Abtastnadeln mit elliptischem Querschnitt
jedoch ein tangentialer Spurfehlerwinkel y in Kauf genommen werden.

Der Winkel y konnte beliebig klein sein, wenn man nur die ,,Einbautiefe” @ und
die Liange [ des Tonarms sehr grofl wihlen konnte. Diese beiden Groflen unterliegen
jedoch Beschrinkungen: Es steht nur ein begrenztes Raumangebot zur Verfiigung,
auBerdem sind beim Tonarm die mit der Ldnge zunehmende Masse und die Fiahigkeit
zur Eigenschwingung zu beriicksichtigen. Uberdies konnen die GréBen a und / nicht
unabhingig voneinander gewéhlt werden; ihr Definitionsbereich muss garantieren,
dass alle Rillen abgetastet werden. Das bedeutet, dass der Radius r der aktuellen
Nadelposition N alle Werte zwischen dem Innenradius R; und dem Auflenradius R,
annehmen muss:

R; <r <R,.

R; entspricht der innersten Rille einer Schallplatte, R, der duBlersten.

Eine einfache geometrische Uberlegung hilft hier weiter (Abb. 3.3): Zeichnet man
zur Schallplatte die beiden extremen Nadel- und Auflagepositionen N,A bzw. N’ A’
ein, so liest man ab, dass a — R; < I < a + Rj gelten muss. Dies ist dquivalent zur
Abspiel-Bedingung

|l —al < R;.
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Abb. 3.1 Schallplatte mit
Mittelpunkt M und
Rillenbereich (grau).
Angedeutet ist tangentiales
Abspielen

Abb.3.2 Im Punkt A
drehbar gelagerter gerader
Tonarm mit Einbautiefe a,
Tonarmlédnge / und
Spurfehlerwinkel y. r ist der
Abstand zwischen Nadel N
und Mittelpunkt M

Ist diese Ungleichung erfiillt, so nimmt die Variable » sowohl den Wert R; als auch
R; an.

Der Spurfehlerwinkel y ist deutlich kleiner bei den iiblichen gekropften Tonarmen
(Abb.3.4). Dann héngt y nicht nur von a und [ ab, sondern auch vom Kropfungs-
winkel 8. Durch Variieren von a, ! und g soll versucht werden, den Spurfehlerwinkel
und damit die Verzerrung klein zu halten (Abb. 3.4). Die Forderung |l — a| < R;
hindert a und [ nicht, unrealistisch gro3e Werte anzunehmen. Wir werden daher im
Folgenden eine der drei GroBen a, [, B als fest vorzugeben annehmen. Der Optimie-
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Abb. 3.3 Extreme A
Auflagepositionen mit
Abspielradien: Der rote
Bereich ist nicht zulédssig

Abb. 3.4 Schallplatte mit Innenradius R;, Aulenradius R,, gekropftem Tonarm mit effektiver
Tonarmlidnge /, Kropfungswinkel 8, und Spurfehlerwinkel y
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rungsprozess soll dann die beiden freien Parameter bestimmen. Die Abspielbedin-
gung |l — a| < R; wird dann von selbst erfiillt sein.

Aufgabe Der Tonarm eines Plattenspielers ist im Punkt A drehbar gelagert.
Beim Abspielen beschreibt die Nadelspitze N einen kreisbogenformigen Weg (vgl.
Abb.3.4). Die Langsrichtung des Tonabnehmers schlief3t mit der Rillentangente den
tangentialen Spurfehlerwinkel y ein.

~

: Abstand AN
a: Abstand AM
: Abstand MN
B : Kropfungswinkel

~

Die Parameter a, 1, B sind als konstant angenommen, und y = y (r). Beschrdankun-
gen fiir r und a:

Ri<r=<R,

a—1| < R, G.D
Bei einer 30 cm-Langspielplatte gilt nach DIN IEC9S (ehemals DIN-45547):
R; =5,75cm, R, = 14,6 cm.
a) Man zeige: Fiir den Spurfehlerwinkel gilt
] r2 4 12 _ a2
y(r;a,l, B) = —pB + arcsin —g (3.2)
r

Definitionsbereich ist (3.1).

b) Man bestimme die Extrema von y in Abhdngigkeit von r (geometrische Bedeu-
tung?).
Die durch y hervorgerufene Verzerrung ist bei Nadeln von elliptischem Quer-
schnitt proportional zu

k(ria,l,8) = 2.
r

Die Parameter a,l, B miissen so bestimmt werden, dass k auf (3.1) minimiert
wird. Eine Ndherung fiir das optimale a, l, B bestimme man wie folgt:

¢) Durch Abbrechen der Taylor-Entwicklung von arcsin nach dem ersten Glied ergibt
sich eine Ndherung Ig(r; a,l, B). Man bestimme die Extrema ry, r, r3 von l%(r)
auf (D).

d) Durch Gleichsetzen der Funktionswerte
k(r) = —k(r1) = —k(r3)
stelle man zwei Gleichungen

B=nhAl,a), frl,a)=0
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auf.
e) Welche Zahlenwerte ergeben sich fiir | und B, wenn die Einbautiefe mit a = 19 cm
festgelegt wird?

Spurfehlerwinkel

Um eine Beziehung fiir den Spurfehlerwinkel y zu erhalten, betrachten wir das Drei-
eck mit den Eckpunkten M,A,N und den Seitenldngen a, /, r. Fiir den Innenwinkel
¢ am Eckpunkt N folgt aus dem Kosinussatz fiir Dreiecke

Y N

S = T,

fﬁr(p::%—ﬂ—y. (3.3)
Mit
T 8 2412 — 42 P R S Ny L
= — — — arccoS —m—@@8M = — arcsm —
r=3 27l 27l

ergibt sich die angegebene Formel (3.2). Ein Beispiel fiir y zeigt die Abb. 3.5, hier
ist B so gewihlt, dass y im Bereich R; < r < R, zwei Nullstellen hat.
Ein stationidrer Wert des Spurfehlerwinkels y () berechnet sich aus

O_By_ r2 — 12 + 42
Ir D=+ —a?)?

0.05 T T T T T T T T T

0.04 - E

0.03 i

0.02 - E

0.01 E

-0.01} .

-0.02 4

_0.03 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Abb. 3.5 Tangentialer Spurfehlerwinkel y (r) iiber der r-Achse, y im BogenmaB, fiir a = 19,
1 =20,89, 8 = 0,4524 (25,92°)
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Wegen 0 < ¢ < 7 und wegen (3.3) gilt | cos ¢| < 1 und |r? 4 1% — a?| < 2rl. Also
kann der Nenner nicht verschwinden, und auch das Argument des arcsin nicht den
Wert 1 annehmen. Die Gleichung 0 = 9y /dr ist erfiillt, wenn

rPP+a’>=101% bzw. r =12 —a?

gilt. Nach dem Satz des Pythagoras bedeutet dies, dass y extremal wird, wenn der
Winkel bei M ein rechter Winkel ist. Wegen

revi2—-a2 = —£20
liegt fiir r = /12 — a? und [ > a ein Minimum vor, der Wert des Minimums ist

12 — g2
y(V12 —a?) = —B + arcsin Y-

l

—pB + arccos %.

Das Optimierungsziel ist es, den Spurfehlerwinkel y klein zu halten. Eine Anderung
der Werte von a, [, B bedeutet anschaulich eine Verschiebung des Graphen der Funk-
tion y(r; a,l, B) inder (r, y)-Ebene. Die konvexe Gestalt des Graphen bleibt dabei
qualitativ erhalten (Abb.3.5). Insbesondere bewirkt eine Verdnderung des Krop-
fungswinkels B eine Verschiebung der Kurve nur in y-Richtung, das Auftreten von
Nullstellen von y kann so erzwungen werden.

Wenn der Spurfehlerwinkel |y | iiber das ganze r-Intervall klein sein soll, dann
miissen die Parameter a, [, B offensichtlich wie folgt gewihlt werden: y (r) muss
im Intervall R; < r < R, zwei Nullstellen haben. Dann liegt das Minimum an
r = +/12 — a? im Inneren des Intervalls, mit einem negativem Wert y (+/I2 — a?),
und an den Ridndern r = R; , r = R, gibt es positive Maxima y (R;), y (Ry). Der
Spurfehlerwinkel y ist klein, wenn die absoluten Werte der drei Extrema ungefihr
gleich groB sind.

Mit dieser Uberlegung ist bereits eine grobe Bestimmung giinstiger Parameter-
werte moglich.

Zur Optimierung kann eine black-box-Routine verwendet werden, die im giins-
tigen Fall ein globales Minimum liefert. Wir versuchen hier mit einer analytischen
Uberlegung eine Minimierung durchzufiihren. Es sei betont, dass der Zugang eine
verniinftige Heuristik ist, aber zunichst keine Garantie der Optimalitit beinhaltet.

Verzerrung

Zur Optimierung eines Schallplatten-Musikgenusses ist jedoch letztlich nicht der
Spurfehlerwinkel y zu minimieren, sondern die von ihm bewirkte Verzerrung. In
Abb. 3.6 wird ein elliptischer Querschnitt der Abtastnadel vorausgesetzt. Das bewirkt
im Fall y # 0 eine Voreilung v einer Rillenflanke. Die Verzerrung kann als propor-
tional zur Voreilung v angenommen werden, relativ zur Datenlinge s. Die durch
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\%

Y $%$

T

Abb.3.6 schematisch: eine Rille (grau) einer Schallplatte, mit einem Tonarm (blau) und abtastender
elliptischer Nadel, von oben betrachtet. Die Grofie v beschreibt die Voreilung der einen Rillenflanke
gegeniiber der anderen Flanke, und s ist die Ldnge eines Datenpaketes. Der Quotient v/s ist ein
MabB fiir die Verzerrung

einen Spurfehlerwinkel y # 0 hervorgerufene Voreilung v der Abspielnadel auf
einer Rillenflanke ist ungefihr proportional zu y (wegen tan y = y fiir kleine |y |).

Andererseits ist die Auswirkung der Voreilung relativ zur Datenléinge s zu sehen.
Letztere ist proportional zum Radius r. Da die Schallplatte mit konstanter Winkel-
Geschwindigkeit dreht, miissen die Informationen in einer inneren Rille wegen des
geringen inneren Umfangs erheblich dichter geschnitten sein als aulen. Die Daten-
lange s etwa eines Musiktaktes ist proportional zu 7. Die Informationsdichte (=Infor-
mationsmenge/Spurldnge) ist demnach proportional zu % Also ist die Verzerrung
proportional zur Informationsdichte x Voreilung, zu

1
—-y(r).
.

Deswegen dient die Funktion

1
k(ria.l.p):=—y(r:a.l. f) (34

als MaB fiir die Verzerrung, unter der Annahme eines elliptischen Querschnitts der
Nadel.

Das Problem der Minimierung der Verzerrung ldsst sich nun wie folgt formulieren:
Fixiere einen Wert fiir a oder /; bestimme die zwei freien der drei Parameter 8, [, a
derart, dass

F(a,l,B) ;= max |k(r;a,l, B)l,
Ri<r<R,

1= =

k aus (3.4), minimal wird (Tschebyschow-Approximation1). Da k(r) von dhnlicher
Gestalt ist wie y (r), liegen im interessierenden Bereich ebenfalls ein Minimum

landere Schreibweisen auch Tschebyscheff, engl. Chebyshev.
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Abb. 3.7 Verzerrung k(r) fira = 19, 8 = 0,49 (28,1°) und I = 19,5 (violett), I = 20,0 (blau),
I = 20,5 (griin), [ = 21,0 (rot), ohne Riicksicht auf ein sinnvolles Intervall fiir 7. k(r) ist nicht
konvex. Es gibt Werte von /, sodass kein inneres Minimum fiir R; < r < R, existiert

sowie zwei Randmaxima vor. Dies zeigt die Berechnung einer Kurvenschar k(r) in
Abhingigkeit vom Parameter / (Abb.3.7).

Die Uberlegungen zur Optimierung von k(r) gelten analog wie bei y (r): Wenn
es moglich ist, die beiden Gleichungen

k(ra) = —k(R;)

3.5
k(R) = k(Ry) G-
zu erfiillen, dann diirfte eine minimale Verzerrung gefunden sein. Der unbekannte
Radius ry, fiir den das Minimum von k() angenommen wird, ist definiert durch die
Gleichung

0k(r2)
ar

Das sind zusammen drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten r,, 8 und a oder /.
Nach Ausfiihrung der Differenziation von (3.4) lautet die dritte Gleichung

=0.

k(r) r2—12 442
r 2/ 2rh)2 — (r2 + 12 — a?)?

(3.6)

Die Losung der drei Gl. (3.5)/(3.6) erfolgt zweckméiBig mit dem Newton-Verfahren.
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Niherung

Um die Konvergenz des Newton-Verfahrens zu erleichtern, muss eine gute Nihe-
rung fiir die Losung dieser drei Gleichungen bestimmt werden. Hierzu 16sen wir
vereinfachte Gleichungen, die sich durch Linearisierung der Verzerrungsfunktion
ergeben. Wegen

3

. X
arcsmx:x—f—g—f—~-~, x| <1

-1 r2+12 —a? B 1 12— a2
ki=—-— - ) =4 14+ —=
r( Pt 2rl ) r+21( * r2 )

eine Niherung fiir die Verzerrung k. Der Radius 7, fiir den I;(r) minimal wird, kann
bei dieser einfachen Beziehung explizit ausgerechnet werden: Die Ableitung

ok 1 P 12 —a?
ar  r2 lr

12— a2

g’
hier liegt ein Minimum vor. Bei verniinftiger Wahl der Parameter /, a, § treten Rand-

maxima auf fiir R; und R,.
Damit hat man die drei Extremwerte

ist

hat die Nullstellen bei

=

- g 1 12 — g2 _
k(R)=———+—(1+ Randmaximum,

R 2 R}
k(7) ! p? inneres Minimum
1% = = = — mnert mimum,
YR YU

- B 1 12 —a?
k(R,) = "R + % (1 + R2 ) Randmaximum.

Durch Umformungen der zwei verbliebenen Gleichungen

k(F2) = —k(R)
k(Ri) = k(Ra)
gewinnt man einfache Beziehungen zwischen den zu bestimmenden Parametern 3, a

oder /:
Aus der zweiten Gleichung erhélt man

T 1\ P2-a*(1 1
R, R) 20 \R} R}’
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und, nach 8 aufgelost,

12 —42
B=c TH
wobei
R; + Ra
cl =
RiR,

eine von den Radien abhéngige Konstante ist. _
Umformung der ersten Gleichung k() + k(R;) = O ergibt mit

1 p% o2 B 2—d% 1

I 712—a2+Ri_ 2 R
_ c n 1 1\ 7?2 —-a?
T \4 R R? 21

eine implizite Gleichung fiir / und a:

1> —a® =cy,

die Konstante ¢; ist bestimmt durch

8

L —
2, 4
Sy

Wir fassen zusammen: Durch Vereinfachung der urspriinglich drei Gleichungen
haben wir die zwei elementaren Beziehungen

?—a’=c,
. . 3.7
B =c3, mitc3:= %

ermittelt, aus denen sich sehr einfach Niherungen fiir die zwei optimalen Parameter
B, a oder [ berechnen lassen.

Legt man die DIN-Radien zugrunde (R; = 5,75, R; = 14,6 cm) und berechnet
die Konstanten cy, c2, c3, so lauten die beiden Beziehungen (3.7)

1> —a%>=17518, Bl =9,11.

Liegt beispielsweise die Einbautiefe mit a = 19 cm fest, so ergeben sich aus diesen
Formeln fiir Tonarmlénge und Kropfungswinkel die Werte

1 =20,9cm, B =0,436 (25°).
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Ausgehend von diesen Ndherungen wird das volle System

k(r2) +k(R) =0
k(R) —k(Ry) =0
0k(r2)
=0,
ar

(3.8)

die dritte Gleichung aus (3.6), mit dem Newton-Verfahren numerisch gelost. Die
Newton-Iteration liefert bessere Niherungen, fiir den r»-Wert (er interessiert hier
nicht), und

[ =20,9cm, B =25,9°
Es fillt auf, dass der erste Ndherungswert von / mit dem Wert der Newton-Iteration
auf wenigstens drei Stellen iibereinstimmt; ein mit der Formel

12—a2=cz

berechneter Wert fiir @ oder / ist also so genau, dass er nicht verbessert werden muss.
Dagegen bedarf der aus

IB=c3

berechnete Wert fiir 8 einer Korrektur.

Da eine Verdnderung des Kropfungswinkels nur eine Verschiebung des Funkti-
onsverlaufes bedeutet, kann ein besserer Wert fiir 8 sehr leicht auch ohne Losung
des vollen Systems (3.8) bestimmt werden (z. B. grafisch). Der Grund fiir die unzu-
reichende Genauigkeit, welche die Gleichung /8 = c3 liefert, ist folgender: Wegen

2412 —42

B ~ arcsinx, x =
2rl

tritt bei der Subtraktion 8 — arcsin x Ausloschung auf, hier fiihrt die Linearisierung
zu starkem Genauigkeitsverlust. Beispielsweise ergibt sich fiir 8 = 0,4708 (21,35°),
a=19,1=21,35undr =7

—pB +arcsinx = 0,0312 (richtig)
—B 4+ x =0,0104 (vollig falsch).

Abhiingigkeit der Optimierung von R;

Die Optimierung ist stark von der Wahl des dufleren und insbesondere des inneren
Radius abhingig. Die DIN-Norm geht mit dem kleinen Radius R; = 5,75 cm von
einem extremen Fall aus, der bei 30 cm-Schallplatten selten erreicht wird. Wéhlt
man stattdessen etwa R; = 7 cm, so verschieben sich die Resultate betriachtlich:

Beispiel: Ry = 7 cm, R, = 14,5 cm fiihrt bei obiger Ndherung auf die beiden Formeln
12 —a? = 94,92, Bl = 10,05. Fiir a = 19 cm folgt nun / = 21,35 cm, 8 = 0,471 (27°).
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Abb. 3.8 Verzerrung k(r) iiber der r-Achse, im Bogenmaf, optimiert fiir einen Innenradius von
Ri = 7 cm (in blau), mit R, = 14,5,a = 19,1 = 21,35, g = 0,49 (28,1°). Dazu ist geplottet die
Optimierung zu R; = 5,75 (in rot) mit R, = 14,63, a = 19,1 = 20,89, 8 = 0,452 (25,92°)

Dieses Beispiel mag als Warnung dienen: Eine sehr genaue Optimierung des Spur-
fehlerwinkels ist nicht notwendig sinnvoll, fiir jede Schallplatte ist der optimale Wert
ein anderer! Inder Abb. 3.8 ist die Verzerrung k(r) gezeigt fiir R; = 7 cm optimiert,
im Vergleich zu R; = 5,75 cm. Beide sind ,,optimal®“, aber der Unterschied ist bedeu-
tend: Die Optimierung zu R; = 5,75 cm hat eine etwa 50 % stirkere Verzerrung im
Vergleich zu R; = 7 cm.

AbschlieBend werden in Tab. 3.1 die strengen Losungen fiir ausgewihlte Werte der
Parameter angegeben (erhalten durch Losen des vollen Gleichungssystems mit Hilfe

Tab.3.1 Optimale Parameter fiir Rj = 7 cm, R, = 14,5 cm

a [cm] 1[cm] BI°]

18,0 20,47 29,43
18,5 20,91 28,75
19,0 21,35 28,10
19,5 21,80 27,48
20,0 22,25 26,88
20,5 22,70 26,30
21,0 23,15 25,75
21,5 23,61 25,22
22,0 24,06 24,71
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des Newton-Verfahrens). Bei Bedarf lassen sich Zwischenwerte durch Interpolation
ermitteln.

Skatingkraft
Die Skatingkraft steht in engem Zusammenhang mit der hier diskutierten Problem-
stellung, wir wollen die Grof3e dieser Kraft abschlieBend berechnen.

Tangential zur Rillenflanke wirkt auf die Abtastnadel eine Reibungskraft p, wel-
che am Drehpunkt A ein Drehmoment g bewirkt, die Skatingkraft. Wir fassen [ als
Vektor auf (Abb. 3.2) und erhalten fiir das Vektorprodukt g = p x [

lgl = |pl |l|sin(B +y)
24112 —a?

= 1

Ipl 1] 21|
_ |;’2—+-|l|2—a2
= 1P 2r ’

Die Skatingkraft |g| ist damit proportional zu
c

r+ —2.
r

Wegen [ > a gilt |g| # 0, die Skatingkraft weist also nur in eine Richtung.
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Stereo-Rundfunk,
Amplitudenmodulation

Der analoge Stereo-Rundfunk ist nach wie vor stark verbreitet, obwohl eine digitale
Alternative (DAB+) entwickelt wurde und nutzbar ist. Mit dem analogen Multi-
plexsignal gelang es, kompatibel zum vorher {iblichen Monosignal zu sein. Diese
grundlegende Entwicklung ist es wert analysiert zu werden, selbst wenn die analoge
Sendung eines Tages nicht mehr eingesetzt werden sollte.

Niederfrequente Schwingungen (Sprache, Musik) bendtigen zur drahtlosen Uber-
tragung eine energiereiche hochfrequente Schwingung als Triger. Hierbei wird die
Tragerschwingung durch die niederfrequente Information moduliert, beispielsweise
durch Modulation der Amplitude." Im Folgenden wird zuniichst die Amplituden-
modulation (AM) diskutiert; es folgt danach als wichtige Anwendung die Bildung
des Multiplexsignals bei der stereofonen (analogen) Rundfunkiibertragung. Beide
Themenkreise werden in je einer Aufgabe zusammengefasst. Um einige Begriffe
wie Hiillkurve oder Phasenwechsel kennenzulernen, wird empfohlen, zu der Losung
der folgenden Aufgaben saubere Zeichnungen anzufertigen.

4.1 Amplitudenmodulation

Ein niederfrequentes Signal sei mit S(¢) bezeichnet, ¢ ist die Zeit. Den Triger ¢r(¢)
nehmen wir in der Form

o1(t) = Asin(Qmwrt)

zur Modulation der Frequenz siche Kap. 14. Amplitudenmodulation eher bei Mittel- und Lang-
welle, Frequenzmodulation bei UKW.
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an, mit ,,groBer Frequenz wr und Amplitude A. Um die bei der Amplitudenmo-
dulation auftretenden Signale leicht verstehen zu kdnnen, konzentrieren wir uns als
Beispiel auf die einfache niederfrequente Schwingung

S(t) = acosRmwnt),
mit Frequenz wy. Bei Sprache und Musik ist der Bereich der Niederfrequenz etwa
20 < wN < 20000 [Hz],

die Hochfrequenz wt des Trigers liegt dariiber.

Zur Illustration (Abb.4.1) einer Amplitudenmodulation nehmen wir (unrealis-
tisch) kleine Parameter an, ndmlich S(¢) = cos(27t), alsoa = 1 und wy = 1, sowie
A = 3,und g1 = Asin(40rmt).

Aufgabe 1 FEine amplitudenmodulierte hochfrequente Schwingung sei gegegeben
durch
@) = (A + acosrwnt)) sin(2rwrt).

Die Parameter A, wt, a, wn bedeuten Amplitude und Frequenz der Hoch- bzw.
Niederfrequenzschwingung.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abb.4.1 Eine Amplitudenmodulation ¢ (1) = (A + S(¢))er () liber der t-Achse fiir0 <7 < 1.In
blau, speziell fir A = 3, S(t) = cos(2nt), pr(t) = Asin(40xt), also wr = 20. Die Hiillkurven
A + cos(2rt) und —(A + cos(27¢)) sind eingezeichnet, und die Teilintervalle der 7-Achse mit
o1(t) > 0 sind violett markiert
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a) Welche Frequenzen strahlt die Sendeantenne aus? (Trdger, Seitenbdnder)

b) Zur Veranschaulichung fertige man eine sorgfiltige Zeichnung an von ¢(t) fiir
A=3, or=5,a=1, on = 1.

¢) Bei der Doppelseitenband-Ubertragung (DSB) wird der Triiger
A sin(2rwrt) herausgesiebt, es werden nur die Seitenbdnder iibertragen:

¢psB (1) 1= ¢(t) — ¢1(1).

Man fertige eine sorgfiiltige Skizze von ¢psp an.
d) Man vergleiche die Vorzeichenverteilung von ¢psp mit derjenigen von ¢. (Pha-

senspriinge werden sichtbar.)
Die Amplitude A der hochfrequenten Trigerschwingung ¢t wird moduliert mit der
speziellen niederfrequenten Schwingung a cos(2w wnt), das heifit, aus ¢ wird mit
Hilfe einer geeigneten Verstirkerschaltung (A + S(¢)) sin(2w wrt), hier speziell

¢(t) = (A+acosrwnt)) sin(2rwrt) “.1)

gebildet. Nach dem Additionstheorem
. . .
sin@cos B = 3 [sin(e — B) + sin(x + B) ] “4.2)

der trigonometrischen Funktionen lésst sich ¢(#) umformen:

¢(t) = AsinQrwrt) + %2005(271@1\10 sin(2r wtt)

= Asin(rowrt) + % [sin(Qrwtt — 2rwNt) + sinRr Tt + 2rwNt) 1,

also

o(1) = AsinQraort) + ‘5’ sin[(wr — on)27t] + g sin[(r + on)27t].  (43)

Diese Summendarstellung (4.3) zeigt, aus welchen Frequenzen sich die amplituden-
modulierte Schwingung zusammensetzt: Neben der Trigerfrequenz wr treten noch
die ,,untere Seitenfrequenz” wt —wy und die ,,obere Seitenfrequenz wt+wy auf. Da
sich die Niederfrequenzen wy eines allgemeinen Signals S iiber ein Band verteilen
(wn variabel), bilden die Seitenfrequenzen ein oberes und unteres Seitenband.
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Zum Zeichnen der amplitudenmodulierten Schwingung ist die Produktdarstel-
lung (4.1) geeigneter.” Diese Darstellung zeigt, dass der niederfrequente Faktor die
Amplitude und damit Hiillkurve des hochfrequenten Faktors sin(2w wrt) ist. Dies
wird am Beispiel von Abb. 4.1 deutlich. Man beachte, dass die Beriihrstellen mit den
Hiillkurven nicht die Extremwerte sind, sondern Punkte mit gleicher Tangente.

Um im Empfianger die Originalinformation S(¢) zuriickzuerhalten, kann die obere
Hiillkurve herausgefiltert werden (Abb.4.1). — Damit keine Missverstindnisse auf-
treten, sei darauf hingewiesen, dass in den Anwendungen die Frequenzen im kHz-
oder MHz-Bereich liegen.

Die Wahl obigen Beispiels mit o7 = Asin(2rwtt) und S(¢) = a cos(2rwnt)
ist gar nicht so speziell. AuBler dem Additionstheorem (4.2) gibt es analoge Formeln
fiir die Produkte cos « cos B und sin « sin 8. Deswegen gelten die obigen Aussagen
auch fiir einen Triger A cos(2mwwrt) oder ein Signal S(t) = asin(2rwnt?), und
fiir Summen von Sinus- und Kosinus-Schwingungen, und (mit dem Argument der
Fourier-Approximation) fiir allgemeine Signale.

Doppelseitenband-Modulation

Zur Aussendung der Trigerfrequenz muss der Sender eine relativ hohe Leistung auf-
bringen. Um weniger Energie zu benotigen, wird der Tréger herausgesiebt. Bei der
Doppelseitenband(DSB)-Modulation® werden nur die beiden Seitenbinder iibertra-
gen:

¢psB (1) := ¢(t) — r(t) = S(t) sin(2m wr?)

Bei ¢psp sind +S(¢) und —S(¢) die Hiillkurven (Abb.4.2). Die violett markierten
Teile der ¢-Achse illustrieren, dass an den Nullstellen der Hiillkurve Phasenwechsel
auftreten. Die ,,Phase™ wird hier durch das Vorzeichen des Trégers ¢ bestimmt.
Vor dem ersten Phasenwechsel an 1 = 4—1‘ in Abb.4.2 sind die Vorzeichen von ¢t
und ¢psp gleich; beide schwingen in die gleiche ,,Richtung®. In z-Intervallen iiber-
einstimmender Phase ist die obere Hiillkurve das Originalsignal. Im Teilintervall

% <t < % sind die Vorzeichen von ¢T und ¢psp verschieden, sie sind nicht ,,in

Phase‘. Bis zum nichsten Phasenwechsel an ¢t = % ist das Originalsignal durch die
negative obere Hiillkurve gegeben. Die Phasenwechsel werden also durch das Aus-
sieben des Trédgers verursacht. Und die Phasenwechsel entscheiden im Empfénger,
welche Hiillkurve das Originalsignal wiedergibt.

2Man wird dazu neigen, es sich mit einer Grafik-Routine bequem zu machen. Aber eine Handskizze
mit dem niedrigen Wert wr = 5 ist nicht schwer, sehr lehrreich, und auch im digitalen Zeitalter
wirmstens zu empfehlen. Hierzu zeichne zuerst die beiden Hiillkurven, d.h. den niederfrequenten
Faktor mit beiden Vorzeichen, danach markiere die Nullstellen des hochfrequenten Faktors.
3auch: Zweiseitenband-Modulation.
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Abb. 4.2 Das Doppelseitenband (DSB) zu Abb.4.1: ¢psp(t) = ¢(t) — @1(t) = S(t) - ¢1(t) liber
t fiir ot = 20, mit Phasenwechseln an den Nullstellen der Hiillkurven cos(27¢) und — cos(27t)

Bei unserem einfachen Beispiel ist

¢psB (1) = acosmwnt) sin(2w wrt)

= % sin[(wT — wN)27t] + g sin[(wT + wN)27t].

Die speziell gewihlten Zahlenwerte fiihren in der Abb. 4.2 dazu, dass genau an den
Nullstellen der Hiillkurve auch der Trédger eine Nullstelle hat — eine sehr spezielle
Situation von doppelten Nullstellen. Bei einem allgemeineren Niederfrequenzsignal
kann die DSB-Schwingung zusitzliche Nullstellen gegeniiber der Trigerschwingung
haben. Die Abb. 4.3 illustriert fiir die Zahlenwerte von Aufgabe 1 (u.a. wT = 9),
dass ¢psp als Summe der beiden Seitenbinder erhalten wird.*

AbschlieBend sei als Erginzung vermerkt, dass es auBler der DSB-Modulation
noch die Einseitenband-Modulation gibt, bei der nicht der Triger, sondern ein Sei-
tenband herausgesiebt wird. Vorteil: Jeder Sender benétigt nur die halbe Frequenz-
breite.

4Erwihnt sei das ,;umgekehrte” Phdnomen der Schwebung: Additionstheoreme wie (4.2) zeigen,
dass die Summe von zwei Tonen mit dhnlicher Frequenz horbar ist als Ton mit der halben Differenz-
frequenz. Die Reduzierung oder Steuerung von Schwebungen ist eine Grundlage fiir das Stimmen
von Musikinstrumenten.
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Abb. 4.3 Zu Aufgabe 1d mit wr = 5: ¢psp(¢) (in blau) als Summe der Seitenbinder % sin(8xt)

und % sin(127¢) (rot und griin) fiir 0 < ¢ < 1. Frage an die Leser: Wo wiren im Bild die Hiillkurven
zu zeichnen?

4.2  Stereo-Signal

Multiplexsignal

Nach diesen Uberlegungen zum Doppelseitenband sind wir vorbereitet, die Ver-
schliisselung von Stereosendungen beim Rundfunk zu verstehen. Wir verwenden
die folgenden Bezeichnungen:

o1, : Signal vom linken Mikrofon
@R : Signal vom rechten Mikrofon
ot : Tragerschwingung mit Frequenz 38 kHz

Mit diesen Schwingungen werden gebildet:

1) Summensignal: ¢r4+r = ¢L + ¢R

2) Differenzsignal: ¢p_r = ¢L — ¢r

3) Mit dem Differenzsignal ¢ _r wird der Triager ¢t (Ultraschallbereich) amplitu-
denmoduliert. Aus dem entstandenen Frequenzgemisch wird die Tridgerschwin-
gung @7 wieder herausgefiltert (DSB-Modulation).

4) Das verbliebene Frequenzgemisch wird zum Summensignal ¢ r addiert.

5) Dazu wird noch eine Schwingung ¢p mit der halben Trigerfrequenz addiert (Pilot-
ton mit 19kHz).
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Das so erhaltene Frequenzgemisch heiflt Multiplexsignal. Mit dem Multiplexsignal
wird die hochfrequente Senderwelle frequenzmoduliert.

Fiir zwei wiederum sehr einfach angenommene spezielle Eingangssignale unter-
sucht die folgende Aufgabe 2 das Multiplexsignal.

Aufgabe 2
a) Fiir die speziellen Signale
oL = sin2Qmwrt)
@R = sin(2w wr?)
o1 = Asin(2rwrt)
¢p = bsin(2m %L1)
ermittle man das Multiplexsignal.
b) Welche Frequenzen enthdilt das Multiplexsignal, wenn Summen- und Differenz-
signal Frequenzen bis 15kHz enthalten?
¢) Firowp, =2, wr =1, o1t =20, A =1, b = 0 fertige man fiir 0 <t < 1 eine
sorgfiltige Skizze des Multiplexsignals an.

Die Figuren in Abb.4.4 zeigen die fiir die Aufgabe angenommen einfachsten Ein-
gangssignale. Die Abb.4.5 zeigt das Differenzsignal, und Abb.4.6 das Summen-
signal.
Nun zur Analyse der Aufgabe. Aus den Signalen vom linken und vom rechten
Mikrofon, ¢, und ¢r, werden zundchst das Summensignal
YL+R (1) = sin2rwrt) + sin(2w wrt)
und das Differenzsignal

¢L-R(t) = sinQrwLt) — sin(2r wrt)

gebildet. Das Summensignal ist die Information, welche von Monoempfingern
(Gerite ohne Stereodecoder) wiedergegeben wird. Nach der Bildung von Summen-

2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
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05 0.5
-1 -1
15 1.5

20 0.2 0.4 0.6 08 1 _20 0.2 0.4 0.6 08 1

Abb. 4.4 Einfache niederfrequente Eingangssignale, links ¢ () = sin(272¢) und rechts gg (1) =
sin(27t), beide tiber der t-Achse fiir0 <r < 1
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Abb. 4.5 Differenzsignal ¢ g (¢) = sin(4nt) — sin(2xt)
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Abb.4.6 Summensignal ¢p +Rr () = sin(47t) + sin(27t)
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und Differenzsignal wird die Hilfstriger-Schwingung (38 kHz) mit dem Differenz-
signal amplitudenmoduliert:

(A + @L—R) sSin(2r wrt)
= Asin2rwrtt) + sin(2rwrt) sin(Qrwy t) — sin(2r wtt) sin(27w wrt)

= AsinQrwrt) + % {cos[(wT — wr)27t] — cos[(wT + wr)2mt]}
— % {cos[(wr — wr)2mt] — cos[(wr + wr)27t] }.

Beim gebriuchlichen Pilottonverfahren wird zusétzlich der sogenannte Pilotton ¢p
mit der halben Trigerfrequenz 19kHz iibertragen. Der Pilotton wird vom Sender
phasenstarr zum Trdger gesendet, damit hieraus im Empfinger der Triger exakt
riickgewonnen werden kann. Nach dem Heraussieben des Trigers ist das Multiplex-
signal komplett:

¢(t) = sinrwrt) + sin(RQrwrt) + b sin(ZH%th)
+ % cos[(wt — wr)2mt] — % cos[(wt + wr)2mt]
— % cos[(wt — wr)2mwt] + % cos[(wr + wr)2mt].
Das Stereo-Multiplexsignal ist also die Summe von 7 Schwingungen mit den 7

Frequenzen

T
WL, WR, 5 WT — WL, WT — WR, WT + WL, WT + WR.

Vor der Bildung des Multiplexsignals filtert ein Tiefpassfilter die Frequenzen ober-
halb von 15kHz heraus, also verbleiben die Frequenzen w;, und wr jeweils im
Intervall

0 < w < 15kHz.

Demzufolge liegen mit wr = 38 kHz die unteren Seitenfrequenzen im Band
23kHz < w < 38 kHz,

und die oberen Seitenfrequenzen liegen im Band
38 kHz < w < 53 kHz.

Die Liicke
15kHz < w < 23 kHz
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Abb. 4.7 Frequenzen des Hauptteils des Stereo-Multiplexsignals in kHz. Summensignal mit Fre-
quenzen < 15kHz, Seitenbiander mit Frequenzen oberhalb 23 kHz; Pilotton mit 19 kHz. Die RSB-
Seitenbinder bei 57 kHz sind nicht im Bild

lasst geniigend Platz fiir die Unterbringung des Pilottons und stellt keine allzu gro3en
Forderungen an die Steilheit des Tiefpassfilters, d. h. an die Striktheit obiger Unglei-
chungen.

Insgesamt umfassen die Frequenzen der Stereoinformation des Multiplexsignals
also den Frequenzbereich

1 —15kHz (Summensignal)
19 kHz (Pilotton)
23 —53 kHz (DSB — verschliisseltes Differenzsignal).

Das Frequenzspektrum des Multiplexsignals kann grafisch wie in Abb. 4.7 dargestellt
werden. Jetzt ist auch klar, warum die Frequenz wp des Pilottons in der Groflenord-
nung von 38 kHz liegen muss: So passen die Biander des auf 15kHz gestutzten Sum-
mensignals mit den beiden Seitenbindern und der Pilottonfrequenz gut zusammen.>
Auch oberhalb von 53 kHz werden noch Frequenzen genutzt: so liegen bei der dreifa-
chen Pilottonfrequenz w = 57 kHz weitere Informationen, wie RDS (Radio-Daten-
System) mit zwei vergleichsweise schmalen Seitenbindern. Mit diesem breiten Fre-
quenzgemisch (Abb.4.7) wird dann die Triagerwelle des Senders (UKW zwischen
87,5 und 108 MHz) frequenzmoduliert.

Zum Zeichnen des Multiplexsignals lassen wir den Pilotton weg, er wiirde das
Charakteristische verwischen. Zu skizzieren ist demnach

¢ = QL4+R + YL-R - ¢T-

¢L+Rr und ¢ _R jeweils als Produkte geschrieben, ergibt sich mit Hilfe von (4.2) und
den gewihlten Zahlen das spezielle Multiplexsignal

@(t) = 2cos(mt) sin(3wt) + 2cos(3mt) sin(we) sin(40mt).

Ausgehend von dieser Produktdarstellung lassen sich ¢ +r und ¢1 _r bequem iiber

ihre Hiillkurven konstruieren. Der Faktor cos(37¢) sin(w¢) beispielsweise hat Null-

stellen bei t = %, %, g, sowie bei 0 und 1. Das gleiche gilt dann auch fiir das

3Die Diampfung von Frequenzen oberhalb 15 kHz durch einen Tiefpassfilter unterdriickt Frequenzen
in der Nihe von 15kHz weitgehend. Die Liicke ist so breit, dass das Summensignal sicher vom
unteren Seitenband des Differenzsignals getrennt ist und so Ubersprechen verhindert wird. Der
Pilotton hat nur maximal 10 % des Modulationshubs.
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Produkt ¢1_ret. Diese drei Schwingungen, aus denen sich unser vereinfachtes
Multiplexsignal zusammensetzt, sind in Abb. 4.8 einzeln skizziert, unter Aufgreifen
der Farbwahl der vorigen Abbildungen. Zum Zeichnen kann auch die Eigenschaft

1
QLR (f + 5) =@L-r()

hilfreich sein, die sich fiir die hier betrachteten Signale ¢, und ¢r nachweisen lisst.
Die Addition beider Schwingungen aus Abb.4.8 liefert das gewiinschte Multi-
plexsignal. Das Zeichnen wird stark vereinfacht, wenn man noch die Hiillkurven des
Multiplexsignals berechnet und in der Skizze verwendet:
Durch Umformen ergibt sich zunichst

¢=¢L+¢r +oLeT —9reT = 9L - (1 + 1) +¢r - (1 — 97).
Es folgen die Abschitzungen

2¢0r < ¢ <2¢_ imFall gr < ¢,
201 < ¢ < 2¢r imFall ¢r < ¢r.

Die urspriinglichen Schwingungen ¢, und ¢r (mit Faktor 2) sind also gerade die
Hiillkurven des Multiplexsignals (Abb.4.9).

2 T T T T

1.5

-2 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abb.4.8 Elemente des Multiplexsignals iiber der z-Achse: in blau ¢ _gr - ¢T, in magenta ¢ _g, in
cyan ¢y 4R fiir das Beispiel von Aufgabe 2
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Abb. 4.9 Multiplex-Signal ¢r4+r + ¢L—R - @1 in blau (kein ¢p). Die Eingangssignale ¢ und gr
von Abb. 4.4 sind als Hiillkurven erkennbar

Schon bei Abb.4.8 werden die Phasenwechsel deutlich, die hier bei r = 0, 1/6,
1/2, 5/6, 1liegen. In Abb.4.9 zeigt sich, dass diese Phasenwechsel genau da liegen,
wo sich die Hiillkurven schneiden. Das hat eine wichtige technische Konsequenz:
Wie schon erwihnt, sind die Hiillkurven gerade die urspriinglichen Eingangssignale.
Bei der Decodierung des Multiplexsignals im Empfianger kann man durch Heraus-
filtern der Hiillkurven die Informationen ¢, und ¢r zuriickgewinnen. Je nach Pha-
senlage ist ¢, (bzw. gr) gerade die obere oder die untere Hiillkurve.

Dieses Herausfiltern der Hiillkurven ist nicht die einzige Methode zur Decodie-
rung des Multiplexsignals. Eine andere Moglichkeit ist es, das Differenzsignal ¢p —r
zuriickzumodulieren. AnschlieBend kénnen durch Addition und Subtraktion die Ori-
ginalsignale zurtickgewonnen werden:

YL+R + 9L-R = 201,
@QL4R — YL-R = 2¢R.

Zum Abschluss noch ein eher historischer Hinweis: Quadrophonie-Aufzeichnungen
auf Schallplatten konnen nach dem gleichen Prinzip verschliisselt werden (CD-4
Verfahren): Auf beiden Rillenflanken wird je ein Multiplexsignal eingepresst. Jedes
Multiplexsignal enthilt durch ein Summensignal und ein verschliisseltes Differenz-
signal (30kHz-Tréger) zwei Informationen.
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Digitale Tonaufzeichnung

Digitalisierung
In den Kapiteln iiber Tonarm und Stereo-Rundfunk diskutierten wir Medien der ana-
logen Welt. Unser Leben und unsere Natur sind analog, aber Datenverarbeitung wird
heute weitgehend digital durchgefiihrt. Zu den immensen Vorteilen digitaler Daten
gehort ihre langfristig stabile Speicherung und ihre schnelle Verarbeitung in Compu-
tern. Nun muss zuerst die analoge Welt digitalisiert werden, und nach der digitalen
Verarbeitung oder Speicherung wieder zuriickiibersetzt werden in unsere analoge
Welt. Der Prozess der Digitalisierung nebst seiner Umkehrung ist vielfiltig entwi-
ckeltund auf die jeweilige Anwendung zugeschnitten. Wichtige Felder dieses grofien
Komplexes sind die Digitale Bildverarbeitung und die Digitale Signalverarbeitung.
Die Anforderungen sind jeweils unterschiedlich. Ein Tonsignal ist im Prinzip
ein ,,endlos” langer kontinuierlicher Datenfluss, variierend mit der Zeit. Dagegen
ist ein Bild begrenzt und ortsabhingig. Beim Tonsignal wird auf die Eigenschaf-
ten des menschlichen Horvermogens Riicksicht genommen, beim Bild bestimmen
Sehvermogen und Anforderungen an die Auflosung. Die angewendete Mathema-
tik ist verschieden. Unterschiedliche mathematische Gesichtspunkte werden hier in
getrennten Kapiteln behandelt: Die Bildverarbeitung ist Thema der beiden nichsten
Kap. 6 und 7, und die Farb-Kodierung wird in Kap. 15 diskutiert. In diesem Kap.5
konzentrieren wir uns auf die Digitale Tonaufzeichnung, speziell im Hinblick auf
Audio-CDs (Compact Disk). Einige der zugrunde liegenden Prinzipien sind auch bei
anderen Formen der Digitalisierung bedeutsam.

Diskretisierung des Tonsignals

Einem Tonsignal, etwa vom Mikrofon aufgezeichnet, entspricht eine zeitabhingige
elektrische Spannung U (¢). Diese ist zunichst analog in doppelter Weise: Die Zeit
¢t variiert kontinuierlich, und die Spannung U ebenfalls. Beide Variable, ¢ und U,
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miissen digitalisiert werden. Letztlich werden diese beiden Variablen in Folgen von
Nullen und Einsen libersetzt, also in digitale Bits. Der Reichtum eines empfindsamen
Musikstiicks steckt dann in einer armseligen Kette aus 0 und 1. Nach Riickiiberset-
zung in die analoge Welt und in ein erneut stetiges Signal U () soll der Nutzer von
der Art der Digitalisierung nach Mdglichkeit nichts horen. Mit diesem Ziel werden
die Algorithmen der Digitalisierung und der Verstetigung konstruiert.

Die folgende Aufgabe soll den Prozess der Diskretisierung und der Digitalisierung
erldutern.

Aufgabe Bei der digitalen Tonaufzeichnung wird die stetige Tonspannung mit der
Frequenz w = 44,1 kHz abgetastet. Dabei wird U (t) ndherungsweise durch die
diskreten Tonspannungen der stiickweise konstanten Funktion

U(t) =U (lﬂoor (a)t))
1)

ersetzt." Jede einzelne Tonspannung von U (t) wird durch eine Dualzahl dargestellt.
Bei der PCM-Technik (Pulse-Code-Modulation) stehen meist 16 Bits zur Verfiigung:
Die Differenz zwischen maximaler Tonspannung Upax und minimaler Tonspannung
Umin kann also in 2'% gleichabstindige Spannungsstufen aufgeteilt werden. Diese
16 Bits erlauben die Codierung eines Dynamikbereiches von etwa 98 dB.

Aufgabe:

a) Wie grof3 sind die Abstinde der Spannungstufen bei Upax = 1 Volt?

b) Wie lautet die bindre Darstellung einer Tonspannung von 0,001 Volt?
Hinweis: Das Verhdltnis V zweier Spannungen wird auf einer logarithmischen
Skala in dB (Dezibel) gemessen:

Viap) = 20 logyg (Umax> (G.D
Unin

Abtastung

Zur Beschreibung der Pulsamplitudenmodulation diskretisieren wir zunéchst die Zeit

in dquidistanter Weise. Das heif3t, wir betrachten statt eines kontinuierlichen Ablaufs

von ¢ nur diskrete Zeitpunkte fg, 71, 2, ..., an denen das Signal U abgetastet wird.

Der dquidistante Abstand ;41 — f (k natiirliche Zahlen) entspricht der Periode é

einer Schwingung sin(2w wt). Entsprechend setzen wir

1
el — gk = —,
WA

IDie floor-Funktion ordnet jeder Zahl x die groBte ganze Zahl z mit z < x zu. Die floor-Funktion
wird auch als ,,Abrundungsfunktion* bezeichnet. Andere Bezeichnungen: entier(x) , oder |x].
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Abb. 5.1 Ein stetiges Signal U (blau) wird durch eine Treppenfunktion U approximiert

wobei wa die Abtastfrequenz ist, im Folgenden auch kurz mit @ bezeichnet. Also

1
t =k —.
w

_ Ersetzt man die stetige Tonspannungs-Funktion U durch eine Treppenfunktion
U der t-Feinheit é (vergleiche Abb.5.1), so ist U gegeben durch

U(t) = U fiir iy <1 < tyq1.

Es gelten die dquivalenten Beziehungen

IA

Ik <t < Iyl

wly

A

ot < oty

k<owt <k+1

und somit
k = floor(wt).

Die diskreten Zeitwerte lassen sich demnach darstellen als
1
ty = — floor (wt),
w

und die Treppenfunktion ist

U(t) =U (l floor (a)t)) .
w



56 5 Digitale Tonaufzeichnung

Bei der praktischen Realisierung des Abtastens von U ist die Treppenfunktion
U nicht in der Strenge dieser Definition verfiigbar. In der Abtastschaltung wird
das Eingangssignal U in Abstinden i in einem Schaltelement gespeichert, damit
geniigend Zeit zur Codierung des momentanen Abtastwertes bleibt. Bei Einsatz
eines Kondensators werden wegen der Ladezeit die ,,senkrechten” Flanken von U
(gestrichelt in Abb. 5.1) etwas schrig sein. Die hier definierte Treppenfunktion U ist
eine Idealisierung.

Wahl der Abtastfrequenz
Die Wahl der Abtastfrequenz wp ist etwas knifflig, und nicht iiberall wird mit der
gleichen Frequenz gearbeitet. Von grundlegender Bedeutung ist hierbei das Abtast-
theorem nach Nyquist und Shannon. Dieses Gesetz besagt, dass beim Abtasten eines
Signals keine Information verloren geht, wenn die Abtastfrequenz wenigstens dop-
pelt so groB ist wie die hochste Frequenz des abzutastenden Originals.

Nehmen wir an, dass die Frequenzen des Originals U durch eine Bandbreite B
begrenzt sind, oder durch einen Tiefpassfilter so begrenzt werden. Dann muss nach
dem Abtasttheorem

2B < wa

gelten. Anderenfalls, wenn in U Frequenzen grofler als die halbe Abtastfrequenz
%a)A auftreten, konnen Alias-Effekte auftreten: Die Abtastwerte lassen dann andere
Interpretationen als das Original U zu; das muss als Fehler angesehen werden. Um
eine hohe Klangtreue von U zu ermoglichen, arbeitet man bei CD-Tontridgern mit der
Bandbreite B = 20kHz. Also muss eine Abtastfrequenz von ws > 40kHz gewihlt
werden. Andererseits, um das Datenvolumen nicht zu grofl werden zu lassen, wéhlt
man wp nur wenig grofer als 2B. Der tatsdchliche Wert von wa wurde bestimmt
auf Grund von Forderungen, dass das Audiosystem kompatibel zu gebriuchlichen
Videosystemen sein sollte. Die Wahl wa = 44,1 garantiert also, dass sdmtliche
Informationen des auf 20 kHz bandbegrenzten Signales U in U enthalten sind.?

Puls-Code-Modulation

Wir haben oben mit der Pulsamplitudenmodulation die Zeit diskretisiert, aber noch
nicht die Werte von U; noch ist jeder Wert U () innerhalb eines gewissen Inter-
valles moglich. Bei der Puls-Code-Modulation (PCM) werden auch die moglichen
Werte von U diskretisiert und digitalisiert. Diese Quantisierung teilt den Bereich
moglicher Spannungswerte in eine bestimmte Anzahl von (z. B. gleichabstindigen)
Spannungsstufen auf. Hierzu stehen bei der PCM-Technik fiir Audio-CDs

216 — 65536

2Beim Radio-Stereosignal mit B = 15kHz geniigt eine Abtastfrequenz von 32 kHz, in der Fern-
sprechtechnik mit B = 3,4 tastet man mit 8 kHz ab. Der Audio-CD-Standard ist im Red Book
festgelegt. Die Wahl wa = 44,1 kann Frequenzen bis 22 kHz aufnehmen.
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Stufen fiir einen Spannungsbereich von etwa 98 dB zur Verfiigung. Statt des aktuellen
Wertes von U wird die zugehorige Spannungs-Stufe aufgezeichnet. Hierzu wird nicht
der Spannungswert, sondern die Position der Stufe (eine Zahl zwischen 0 und 65 535)
als 16-stellige Dualzahl dargestellt.

Die Diskretisierung in zwei Richtungen (Zeit ¢ und Spannung U) kann man sich
grafisch als Gitter vorstellen, das iiber den Graph der stetigen Funktion U gelegt wird
(Abb.5.2). Statt des aktuellen U (t)-Wertes wird als Ndherung U eine der néchstlie-
genden Gittermaschen aufgezeichnet. Es liegt auf der Hand, dass das Gitter so fein
gewihlt werden kann, dass man die Differenz von U zu U nicht mehr sieht. Dies ist
das grafische Analogon zur oben besprochenen akustischen Digitalisierung. Abtast-
frequenz wa und Bitzahl 16 sind derart, dass das menschliche Ohr keinen Unterschied
zwischen der wahren Tonspannung U und der Ndherung U wahrnimmt. Insofern gilt
die Speicherung von Audio-CDs als verlustfrei.

Bei einem Dynamikbereich von 98 dB hat man nach (5.1) als Spannungsverhéltnis
zwischen maximaler und minimaler Tonspannung

Umax

Umin

98
= 102.

Die Differenz AU der 2!6 gleichabstindigen Spannungsstufen ist

Umax — Uni _ _ %8
AU = = = Unn 2710 (1= 10720),
o 0000000000000111
U [

6 / — < 0000000000000110
Us // \\ 0000000000000101
Uy \ 0000000000000100
Us \\ 0000000000000011

L~
U \_/// 0000000000000010
U 0000000000000001
W 0000000000000000
: t
% ke

Abb.5.2 Ein stetiges Signal U (blau) und seine PCM-Approximation (schwarz); das PCM-Gitter
ist skizziert. Uy = Unin, Ui = Unin +iAU,i = 1,2, ..., mit AU fiir den Abstand zwischen zwei
Spannungsstufen. Rechts die bindre 16-stellige Tonstufe
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Speziell fiir Unax = 1 Volt erhidlt man

Unin = 0,00001259 Volt
AU = 0,00001526 Volt

(gerundet). Fiir die Nummer n der Spannungsstufe einer gegebenen Spannung U gilt
wegen

Umin + nAU < U < Unin + (n + DAU
0 [Jmin
< —mhn 1
n <n+

die Beziehung

0 - Umin
n=floor [ ———|].
AU

Fiir die spezielle Spannungsstufe U = 0,001 erhilt man
n = floor (64,7) = 64 = 2°.
Die binére Darstellung dieser Tonspannung ist
0000000001000000.

Speicheraufwand
Pro Sekunde sind also

44100 - 16

binédre Informationen aufzuzeichnen. Fiir Stereoaufzeichnungen verdoppelt sich die
Zahl, die Ubertragungsfrequenz betrigt dann

1411200 Hz,

d. h. pro Sekunde sind etwa 1.4 Mio. Bits zu iibertragen oder zu speichern. Das bedeu-
tet fiir einen CD-Tontrédger mit einer Stunde Spielzeit die enorme Speicherdichte von
mehreren Milliarden Bindrinformationen allein fiir das Nutzsignal (Musik, Sprache).
Damit ist die Speicherkapazitit der Audio-CD noch keineswegs erschopft, weitere
digitale Daten dienen dem Fehlerschutz, der Fehlererkennung und dem Bedienungs-
komfort.

Schematische Zusammenfassung
Eingangssignal U (¢)
U

Tiefpassfilter:  Frequenzen oberhalb 20 kHz werden abgeschnitten.

!
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Abtastung: Diskretisierung der Zeitachse (kein Informationsverlust)

U

Quantisierung: Diskretisierung der Spannungs-Achse

!

Codierung: Binirsignal wird gebildet.

¢

Sicherung: MaBnahmen fiir Fehlerschutz, wie Einfiigen von Priifbits

.
CD-Tontréger

Verlustbehaftete Digitalisierung

Wie oben dargestellt, gilt die Audio-CD-Digitalisierung als verlustfrei. Diese schone
Eigenschaft wird durch riesige Datenmengen erkauft. Lasst man geringe Einbuflen an
Genauigkeit und Tontreue zu, dann konnen enorme Einsparungen an Datenvolumen
erreicht werden. Hierbei werden Erkenntnisse der Psychoakustik beriicksichtigt, die
aussagen, in welchen Bereichen ein Verlust an Qualitét horbar ist. Das Wissen iiber
die menschliche Hor-Wahrnehmung erlaubt eine Reduzierung der Daten derart, dass
die EinbuBle an Qualitidt kaum merkbar ist. Ein weitverbreitetes verlustbehaftetes
Verfahren ist das MP3-Verfahren.?

3MP3 steht fiir MPEGI Layer II1, ein Standard, der 1993 von der Moving Picture Experts Group
festgelegt wurde. Ein weiteres verlustbehaftetes Verfahren ist Dolby Digital.
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Bild- und Daten-Struktur

Riesige Datenmengen sind heute zu verarbeiten, und ihre Menge nimmt stetig zu.
Die zentrale Frage dabei ist: Was ist das Wesentliche? Gibt es eine Struktur in den
Daten, kann man ein Muster erkennen? Kann man die Datenmenge ohne gravieren-
den Informationsverlust reduzieren?

Eine wichtige Anwendung ist die Bildverarbeitung. Zum Beispiel mdchte man
digital aufgenommene Fotos moglichst effizient speichern. Hier gibt es mit JPEG!
eine weitverbreitete Methode der Datenkomprimierung, auf die wir im folgenden
Kap.7 eingehen.

Im Folgenden wollen wir nicht nur Daten komprimieren, sondern den Gehalt bei-
spielsweise eines Bildes in geeigneter Weise strukturieren. Eine erkannte Struktur
kann dann auch der Bild-Erkennung dienen. Das wird nicht nur bei Fotos angewen-
det, sondern auch bei allgemeinen Datensédtzen. Zum Beispiel konnen Aktienkurse
analysiert werden (Abb. 6.1); dazu spéter mehr.

Die in diesem Kapitel vorgestellte Analyse ermittelt die Hauptkomponenten.”
Dabei werden mit Eigenvektoren und Eigenwerten wichtige Elemente der Linea-
ren Algebra verwendet, und zusitzlich scharfsinnige Algorithmen der Numerischen
Mathematik. AuBerdem spielen Aspekte der Stochastik und der Optimierung hinein,
also ein breites Spektrum mathematischer Methoden.

Bilder und Daten als Zufallsinformation
Als Datensatz nehmen wir eine Menge von M Tupeln/Punkten. Ein Beispiel sind die
taglichen DAX-Notierungen von Aktiengesellschaften, etwa der drei Gesellschaften

1JPEG, Joint Photographic Experts Group.
ZPCA, principal component analysis.
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Abb. 6.1 Drei DAX-Aktienkurse: Allianz (S1), BMW (S2), und HeidelbergCement (S3); 500
Handelstage ab dem 5.Nov.2005 (in rot). Die Punktewolke legt nahe, dass eine gewisse Struktur
zugrunde liegen konnte

S1, S2, S3 an 500 aufeinanderfolgenden Handelstagen von Abb. 6.1.3 Diese Notie-
rungen bilden 500 drei-dimensionale Tupel, die als Punkte in Abb. 6.1 wiedergegeben
sind. Solche Tupel sind zufallsabhiingig, kénnen aber gewisse Abhéngigkeiten oder
Korrelationen aufweisen. Ein anderes Beispiel sind die Farbwerte der Pixel eines
Fotos. Auch ein Bild kann als Zufallsprodukt gesehen werden, jedenfalls aus Sicht
des bildverarbeitenden Algorithmus. Bei Abb. 6.1 ist der Zufalls-Charakter offen-
sichtlich auf Grund der stochastischen Quelle. Die Information eines oder mehrerer
Tupel oder Pixel ist dann Realisierung einer Zufallsvariablen.

Beispiel: Ein Bild von 400 x 400 Pixeln wird aufgeteilt in 100? ,, Kacheln“ zu je 4> = 16
Pixeln. Ordnet man jeder Kachel einen Vektor ¥ € R'® zu, dann ergibt sich das Bild durch
1002 Ziehungen der Zufallsvariablen.

Die Vektoren x der M (> n) Daten bilden eine Punktewolke im IR"”, zum Beispiel
mitn = 3 in Abb.6.1, n = 2 in Abb.6.2, oder n = 16 bei obigem Beispiel. Eine
Punktewolke ist im Allgemeinen nicht regellos verteilt, sondern hat eine Struktur
oder ein Muster. Eine solche Struktur deutet sich zum Beispiel in Abb.6.1 an, und
ist illustriert in der schematischen Abb.6.2. Die Punkte hdufen sich vielleicht an
einer Stelle, jedenfalls ist ihr Mittelpunkt (Mittelwert, Erwartungswert) u := E(x),

3Die Auswahl von drei Aktiengesellschaften in Abb. 6.1 ist willkiirlich, deswegen neutral mit S1,
S2, S3 bezeichnet.



6 Bild- und Daten-Struktur 63

definiert.* Die Abstinde x der Punkte vom Mittelpunkt der Daten y sind Vektoren
im IR", sie enthalten die Struktur. Die Bezeichnungen zusammengefasst:

X € IR" Zufallsvariable, Daten
w = E(x) Erwartungswert, Mittelwert der Daten
by

=X —u Abweichung vom Mittelwert

Haben diese Vektoren x eine oder mehrere ,,Hauptrichtungen®, welche die Struk-
tur der Daten charakterisieren? Ein solcher spezieller Richtungsvektor sei mit v
bezeichnet, und wir nehmen ihn als auf euklidische Einheitsldnge normiert an. Das
Skalarprodukt x™ v hat eine wichtige geometrische Bedeutung:

x"v = Linge der Projektion von x auf v wenn |[v|y = 1.

Dabei bezeichnet ” die Transposition; x” v ist also ,,Zeile mal Spalte, eben das
euklidische Skalarprodukt.’ Eine Hauptrichtung v zeichnet sich dadurch aus, dass
die Lange der Projektionen der Zufallsvektoren x auf v maximal ist (Abb. 6.2). Damit
haben wir die folgende Optimierungsaufgabe:

Gesucht ist ein Vektor v, normiert mit ||v|| = 1, so dass fiir die Zufallsvariable (x" v)? gilt:
E((x"v)2) ist maximal!

X2 °

T L Xl

Abb. 6.2 schematisch im Fall n = 2: Datenwolke; jedem (kleinen) Punkt entspricht ein Datenvek-
tor x. Erwartungswert p (dicker Punkt), ein Richtungsvektor x, und die Projektion x" v auf einen
Vektor v

“Bei Vektoren und Matrizen wird der Erwartungswert komponentenweise genommen, also j. € IR”.
3x ist Spaltenvektor, x™ ist Zeilenvektor, [|v]l2 := (3, viz)l/2 und x"v = Y, x;v;, wenn x; und v;
die Komponenten der Vektoren x und v bezeichnen, firi =1, ..., n.
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Hier tritt die Kovarianzmatrix X := E((X — u)(X — n)") auf, denn
E((x"v)?) = E((x"v)" (x"v)) = E@" xx"v) = v"E(xx")v = v" Zv.

Anschaulich bedeutet diese Maximierung: In Richtung v liegt besonders viel Bild-
Information. In der Kovarianz-Matrix X € IR"*" stecken unter anderem die Korre-
lationen. Sie ist nach Definition symmetrisch und positiv definit. Also miissen ihre
Eigenwerte A positiv sein.

Losung der Maximierungsaufgabe

Zu maximieren ist also v X'v unter der Nebenbedingung ||v ||% — 1 = 0. Das Proze-
dere kennen wir aus der Analysis: Die Nebenbedingung wird mit einem Lagrange-
Multiplikator / angekoppelt. Zu maximieren ist dann

D) :=v"Zv+I10"v - 1).
Der Gradient verschwindet an einem (inneren) Maximum:
0=grad ® =2Xv + 2lv.

Es folgt
Yv=-lv 6.1)

und damit ein Eigenwertproblem der Linearen Algebra. Der Losungsvektor v
der Maximierungsaufgabe ist Eigenvektor der Kovarianzmatrix X' mit Eigenwert
A = —I, und es folgt mit (6.1)

E(x"v)?) = v"(=lv) = - =1 > 0. (6.2)

Festzuhalten ist: Der zum grofiten Eigenwert A gehorende Eigenvektor v maximiert
die Varianz E((x" v)?).

Dadie Matrix X' symmetrischist, sind die Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen
Eigenwerten orthogonal. Die Eigenwerte seien nach ihrer Grofle nummeriert, A1 ist
der groBte Eigenwert.® Die Eigenvektoren seien

v ™
in der Nummerierung nach Gro8e der Eigenwerte, d.h. v v = 2, ist maximal.

Also ist die anfangs gesuchte Hauptrichtung v gegeben durch den Eigenvektor vV
zum grofiten Eigenwert A; der Kovarianzmatrix X.

%Den Sonderfall eines mehrfachen Eigenwertes lassen wir hier der Einfachheit halber weg.
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Transformation
Da die Eigenvektoren ein Orthonormalsystem bilden, ist die Matrix aus den Spalten

B:= W, .. . ™)

orthogonal. Es gilt also B~! = B”, oder BB" = I, wobei I die Einheitsmatrix ist.”
Damit kénnen die Datenvektoren x auch so geschrieben werden:

X=pu+Ix=pu+BB"x. (6.3)

Das Produkt B x ist der Spaltenvektor

v x
y:=B"x = ,
v(”')”x
dessen Komponenten y; = v 'x(i=1,....,n) jeweils Skalarprodukte der Eigen-

vektoren v® mit x sind. Das verbleibende Produkt By ist

n
By = Z v(’)y,- ,
i=1

insgesamt gilt also nach (6.3)

n
F=p+By=p+Yy v 0y, (6.4)

i=1
die Daten X ergeben sich durch Linearkombination der Eigenvektoren von X'. Die
GroBenordnung der Koeffizienten y; = v x kennen wir aus (6.2)

EGD) =i = EQGA ).

Wenn fiir ein k der Eigenwert A, die kleineren Eigenwerte dominiert im Sinne von
Ak > Ak+1, dann ist

k
pA Y v DD x) (6.5)
i=1
eine Niherung fiir . Wenn k klein ist, dann benétigt die Néherung (6.5) im Gegensatz
zu (6.4) nur wenig Speicherplatz. Speziell fiir k = 2 spannen vV und v® durch

7Zur Matrix B ist B” ist die transponierte Matrix, also an der Hauptdiagonale gespiegelt.
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(6.5) eine Ebene auf. Fiir gro3e n kann es eventuell mehrere solche k£ geben. Und der
Test auf Dominanz Ax > Axy1 sollte relativ sein, also skaliert beispielsweise durch
die Summe der n Eigenwerte.

Eine Transformation wie (6.4) taucht in dhnlicher Form in mehreren Bereichen
der Angewandten Mathematik auf, beispielsweise unter den Namen Hauptachsen-
Transformation, oder Hotelling-Transformation. Die Eigenwerte (mit jeweils zuge-
horendem Eigenvektor) heilen auch principal components. Die Matrix B vermit-
telt eine Transformation der Daten auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem. Der
Eigenwert A, maximiert die Varianz orthogonal zu v, der Eigenwert A3 orthogonal
zur durch vV, v aufgespannten Ebene, u.s.w.

Anwendung: Aktienkurse

In Abb. 6.1 sind von drei Aktien 500 Aktienkurs-Tripel dargestellt. Eine Frage ist
es, ob die drei gewidhlten Aktien miteinander in Beziehung stehen, ihre Dynamik
etwa eine gemeinsame Struktur bildet. Ein Hintergrund ist die Aussage von Mar-
kowitz, dass man ein Portfolio von Aktien so bilden sollte, dass Diversifikation
(Risikostreuung) gesichert ist, um das Risiko kleiner zu halten.® Die Eigenwerte der
Kovarianzmatrix sind (auf ganze Zahlen gerundet)

401, 26, 3.

Relativ gesehen, beansprucht A etwa 93 % der Summe der Eigenwerte, und A;
beansprucht 6 %. Die Eigenwerte klaffen also auseinander, ein Hinweis auf eine
zugrundeliegende Struktur. Der GroBenvergleich lasst erwarten, dass die Kursdyna-
mik bereits mit k = 1 durch die Gerade

n+vly, yeR

gut wiedergegeben wird, erst recht mit k = 2. Die Abb.6.3 bestitigt das visuell.
Der dominierende Eigenvektor v(!) definiert die blaue Gerade. Die durch vV, v®
aufgespannte Ebene ist in griin eingezeichnet. Die roten Punkte liegen nicht genau auf
der griinen Ebene, sondern nur relativ nahe. Analog (in der Abbildung offensichtlich)
gilt das fiir die blaue Gerade. Wiren die Eigenwerte in dhnlicher Groenordnung,
dann hétte sich keine Struktur ergeben.

Aus der Analyse konnte man den etwas gewagten Schluss ziehen, dass am 501. Han-
delstag die Kurse wahrscheinlich wiederum in der Nihe dieser Geraden oder Ebene
liegen. Fiir eine praktische Portfolio-Analyse bedeutet ein starkes Auseinanderklaf-
fen der Eigenwerte einen Hinweis auf hohe Korrelationen zwischen den Aktien und
eine zu geringe Diversifikation, und ein zu hohes Risiko.

8Tatsichlich steckt die Dynamik eines Kapitalmarktes eher in den relativen Verinderungen, den
returns, entsprechend miissten die Markt-Preise noch aufbereitet werden. In unseren Ausfiihrungen
geht es um die Methodik, noch nicht um ein marktgerechtes Urteil. Die Erkenntnisse von Markowitz
(1952) wurden 1990 mit einem Nobel-Preis gewiirdigt.
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Abb.6.3 wie Abb. 6.1, jetzt aber mit den Ergebnissen der Hauptkomponenten-Analyse: Die Eigen-
werte der Kovarianzmatrix sind 400,8; 25,8; 2,73. Die Eigenvektoren v @ v gind die drei
Geradenstiicke, jeweils vom Mittelwert ;1 ausgehend und mit /2 skaliert. Die griin markierte Ebene
wird von v, v aufgespannt (die aufspannenden Vektoren in blau und magenta), der Vektor v®
(cyan) weist aus der Ebene heraus

Anwendung: Bildkompression

Die Niherung (6.5) eignet sich allgemein zur Kompression von Daten, und damit
auch speziell zur Bildkompression. Allerdings gibt es zur Bildkompression leis-
tungsfihigere Methoden, wie JPEG (Kap. 7). Trotzdem illustrieren wir die Anwen-
dung auf Bildkompression mit den zwei Bildern der Abb. 6.4 (Original) und 6.5
(datenreduziert).

In ganz Zdhnlicher Weise wie die Hauptkomponenten-Analyse arbeitet die
Singuldarwert-Analyse (hier nicht erklért). Die (I x m)-Matrix der Bildinformation
kann als Summe von gewichteten Eigenbildern dargestellt werden, die Gewichte sind
die Singuldrwerte. Ahnlich wie in (6.5) wird die Summe nach k Termen abgebrochen.
Die Speicherersparnis ist erheblich, wenn k < [, m ist. Im Hinblick auf die grofie
Anzahl von Pixeln in Abb. 6.4 bedeutet k = 100 nominell eine groBe Einsparung.’

Durch die Uberlagerung von JPEG- und EPS-Formaten fillt die tatsichliche Ersparnis in der
Darstellung von Abb. 6.5 eher gering aus.
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Abb. 6.4 Y -Information des Farbbildes Abb. 15.2, siche Kap. 15. Das Bild hat 2710x2919 Pixel,
also/ = 2919 und m = 2710

Algorithmen

Die Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren erfolgt mit scharfsinnigen
numerischen Algorithmen, etwa mit dem QR-Verfahren. Noch raffinierter sind die
Algorithmen der Singuldrwert-Zerlegung. Fiir diese Algorithmen verweisen wir auf
die Literatur. Die Singuldrwert-Zerlegung zu den Daten der Abb. 6.4 wurde mit MAT-
LAB berechnet.
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Abb. 6.5 Reduzierte Daten von Abb. 6.4 (k = 100)
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Bildkompression und JPEG

Ein hochauflosendes digitales Foto besteht aus Tausenden von Pixeln in beiden Rich-
tungen (x-Achse horizontal, y-Achse vertikal). Damit sind pro Bild Millionen von
Informationen aufgenommen, Helligkeits- und Farbinformationen fiir jedes Pixel.
Das erfordert Kompressions- und Speichermethoden, die das Bild kompakter dar-
stellen, dabei aber Verluste an Information und Bildqualitit moglichst nicht sichtbar
werden lassen. Hier hat JPEG, die Joint Photographic Experts Group, einen Stan-
dard etabliert. Die JPEG-Methodik besteht aus einem breiten Spektrum von Maf-
nahmen und Tricks. Dabei ist die wesentliche mathematische Grundlage die Diskrete
Kosinus-Transformation, kurz als DCT abgekiirzt. Der JPEG-Zugang ist ein wun-
derbares Beispiel fiir das Zusammenwirken mehrerer Disziplinen, wie Mathematik,
Visualisierung, und Computertechnologie.

Die Pixel eines digitalen Bildes seien in der Horizontalen mit i oder k indiziert
und in der Vertikalen mit j oder/, und eine Bild-Information am Pixel (i, j) wird hier
mit f; ; bezeichnet. Dieser Wert f definiert die Helligkeit am Pixel (i, j) oder einen
der beiden Farbwerte!. Im Folgenden nehmen wir eine dieser drei Komponenten,
betrachten also f als Skalar. Die Werte der f; ; konnen wir uns als eine riesengrof3e
Matrix vorstellen. Um effiziente Algorithmen zu ermoglichen, wird die DCT auf
kleine Blocke von Pixeln angewendet. Hierzu wird das Bild in Blocke von jeweils
8 x 8 Pixeln aufgeteilt. Jeder Block hat also 64 Werte f; ;, fiiri, j =0,...,7, und
charakterisiert einen kleinen Teil des Gesamtbildes. Einen beliebigen solchen Block
werden wir im Folgenden diskutieren.

Die Aufteilung der Bildinformation in Blocke ist auch vorteilhaft, um bei einem
Video Bewegung zu erkennen. Hierzu werden zwei im Zeitablauf aufeinanderfol-
gende Einzelbilder und ihre Blocke verglichen. Die Zahlenwerte der Blocke lassen

1Zur Farb-Kodierung siehe Kap. 15.
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erkennen, ob sich ein Bild-Gegenstand (sein Block) in seiner Position verdndert und
damit bewegt hat. Die Grundlagen von JPEG spielen auch bei den Video-Formaten
M-JPEG (motion JPEG) und MPEG-1 eine Rolle.

Diskrete Kosinus-Transformation

Die Diskrete Kosinus-Transformation ordnet den (f; ;j)-Werten Koeffizienten ¢;
zu. Und mit diesen Koeffizienten kann die Bildinformation als Summe von Kosinus-
Termen dargestellt werden, letzteres ist die inverse Diskrete Kosinus-Transformation.
Die diskrete Kosinus-Transformation spezialisiert sich hier fiir das 8 x 8 grof3e Feld
zu

77

1 2k + ir QR+ 1)jr
Ci,j = Zoe,- o szk’l cos 16 cos 16 J (7.1)
k=0 [=0

firi, j =0,...,7, wobei

V2 (7.2)
1 sonst.

iL falls i = 0,

o =

Die Formel (7.1) definiert die zweidimensionale DCT?. Die Koeffizienten c;,j fiir
i,j=0,...,7bilden wie die f; ; eine (8 x 8)-Matrix. In diesen Koeffizienten steckt
die ganze Information, denn mit der inversen diskreten Kosinus-Transformation
werden die urspriinglichen (f; j)-Werte wieder erhalten, als Summe von Kosinus-
‘Werten,

f—c— f.

Die inverse Transformation spezialisiert sich hier im (8 x 8)-Fall zu

7 7 . .
1 2 Dk 2 1)
fij = 7 kE_O ZE_O Otk 0y Ck| COS @ -’i6) T cos 2) -;5 )ix (7.3)

mit ok, o7 wie in (7.2) definiert.

Bildaufbau

Was niitzt uns DCT fiir die Bildkompression? Die Koeffizienten ¢; ; aus (7.1) haben
die schone Eigenschaft, dass sie in absoluter Grofe klein werden fiir wachsende i, j.
Der Wert cp o dominiert, er kennzeichnet eine mittlere Helligkeit des Blocks. Wie
(7.1) fiiri = j = 0 zeigt, ist cp,o die Summe sémtlicher f; ;, mit Faktor é, also ein
Mittelwert. Damit ist cp o die dominierende Zahl fiir die Bildinformation des Blocks.
Wegen der Abnahme der |c; ;| fiir wachsende 7 und j werden in der Doppelsumme

2 Aligemeiner am Ende dieses Kapitels.
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(7.3) nicht alle 64 Terme benétigt, um die Bildinformation in ausreichender Qualitét
wiederzugeben. Statt (7.3) werden fiiri, j =0, ..., 7 die Ndherungen

M M
_ 1 (2i + Dk 2j+ Din
fi‘j = 7 E E Qk 0] Ck,] COS T6 cos J T (7.4)
k=0 1=0

berechnet fiir ein M < 7. Es werden also statt der urspriinglichen 8> = 64 Werte
fi,j nur M 2 Werte ¢i,j (i, j=1,..., M) bendtigt, um daraus 64 Approximationen
?i, j fiir die f; ; zu erhalten, fiir alle i, j = 0,...,7. Die durch DCT erreichte
Speicherersparnis ist also 82 — M?2. Sollte etwa M = 2 ausreichen, dann erreicht
man durch DCT eine Ersparnis von 60/64, also etwa 93 %, und bei M = 4 noch
75%. Das ist noch nicht das ganze Kompressions-Potential von JPEG, aber ein
wesentlicher Teil. Fiir die Auswertung obiger Formeln gibt es schnelle Algorithmen,
verwandt mit der schnellen Fourier-Transformation. Natiirlich ist fiir M < 7 die
Niherung (7.4) im Vergleich zu (7.3) wegen fehlender Summanden verlustbehaftet.

Die Darstellung (7.4) erlaubt einen allmdhlichen progressiven Bildaufbau. Man
beginnt mit M = 0, und verfeinert das Bild mit den zusitzlichen Summanden von
M = 1, ehe man mit dem fiir die angeforderte Qualitit notwendigen M endet. Die
fir M = 0 oder M = 1 erhaltene Niherung erlaubt eine grobe Vorschau auf das
Bild.

Beispiel

Das Potential der Kompression soll nun an einem Beispiel illustriert werden. Die
Abb.7.1 deutet die 8 x 8 Pixel in der Ebene an, wie ein (nicht eingezeichnetes)
Schachbrett. In der Mitte jedes der 64 Quadrate in der Ebene wird willkiirlich ein
Funktionswert f definiert durch

fii=0540,1-G+1)-(+1)firi,j=0,...,7. (7.5)

Zu diesem Beispiel ermitteln wir mit (7.1) die (8 x 8)-Matrix der Koeffizienten ¢; ;.
Diese 8 x 8 Elemente der c-Matrix sind niherungsweise (gerundet)

20,2 —8,2 € —0,857 € —0,256 € —0,0645
—-82 4,15 € 0,434 € 0,129 € 0,0327
€ € € € € € ¢€ €
—0,857 0,434 € 0,0454 € 0,0135 ¢ 0,0034
€ € € € € € € €
—0,256 0,129 € 0,0135 € 0,00404 ¢ 0,001
€ € € € € € € €

—0,0645 0,0327 € 0,0034 € 0,001 € 0,00026

Dabei bedeuten die ,,¢*“ symbolhaft Zahlen nahe der Null, hier geschuldet der speziel-
len Symmetrie des Beispiels (7.5). Die jeweiligen Zahlenwerte der € reprisentieren
Rundungsfehler, sie sind hier ohne Interesse. Die Abb.7.2 zeigt, dass bereits fiir
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Abb.7.1 8 x 8 Werte f von Beispiel (7.5). Die 8 x 8 Pixel eines Blocks sind durch die waagerechte
Ebene reprisentiert. Die f-Werte sind auf der senkrechten Achse aufgetragen. Punkte (i + %, Jj+

%, fi.j) firi,j =0,..., 7 sind durch ein Netz von Geraden verbunden, um den Eindruck einer
Fldche zu generieren

Abb.7.2 in blau die originalen f-Werte wie Abb.7.1, in rot die f-Naherungswerte fiir M = 2
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80

Abb.7.3 in blau die originalen f-Werte wie Abb.7.1, in rot die f-Niherungswerte fiir M = 4

M = 2 eine brauchbare Niherung erreicht wird, und in Abb.7.3 mit M = 4 ist
praktisch kein Unterschied zum Original mehr erkennbar.

Weitere Kompression

Die oben beschriebene Diskrete Kosinus-Transformation ist der mathematische Kern
der JPEG-Kompression. Viele weitere Mainahmen sorgen fiir zusitzliche Kompres-
sion. Da sie weniger mathematisch sind, seien sie hier nur kurz skizziert.

Die Farbwerte dndern sich weniger von Pixel zu Pixel als die Helligkeitswerte. Des-
wegen brauchen die Komponenten der Farbwerte in jeder Richtung nur fiir jedes
zweite Pixel gespeichert zu werden. Hierzu werden Makro-Blocke gebildet aus
16 x 16 Pixeln. Die Helligkeit dieser 16 Pixel wird in vier (8 x 8)-Blocken abgelegt,
und jede der beiden Farbinformationen in je einem (8 x 8)-Block. Damit ist jeder
Makro-Block auch in seiner Farbinformation mit sechs skalaren (8 x 8)-Blocken
vollstindig ausreichend definiert. Die Farbinformation hat so einen Faktor 4 einge-
spart.3

Diein (7.1) definierten c-Werte werden auf ganze Zahlen quantisiert, dabei werden
die Koeffizienten ,,unten rechts” (i + j ,,grof}**) in der c-Matrix als weniger relevant
angesehen und geringer gewichtet. Nach Abrundung auf die nichste ganze Zahl sind
viele der quantisierten Bindrzahlen € {0, ..., 255} Null, und somit ist die resultie-
rende Matrix diinn besiedelt. So Iisst sich die c-Information welche aktiv ist, mit
wenigen Bits speichern. Entsprechend der Groen-Verteilung der quantisierten Zah-

3 Auch der Standard MPEG-1 arbeitet mit diesen Makro-Bldcken.
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len in der Matrix erfolgt die Speicherung in einem Zick-Zack, beginnend ,,oben links*
mit der Position (0, 0), und dann weiter (0, 1), (1, 0), (2,0), (1, 1), (0, 2), (0, 3),
(1,2), (2, 1), (3,0), und so fort, in Diagonalen (i, j) miti + j = 1,2,.... Die
Quantisierung ist der wesentliche Grund fiir Verluste an Qualitét, mehr als dle Redu-
zierung in (7.4).

Eine weitere Ersparnis ergibt sich, wenn nicht nicht jeder der (8 x 8)-Pixel-
Blocke unabhiingig vom Nachbarblock DCT-transformiert wird. Die meist geringen
Verinderungen von Block zu Block legen es nahe, nur die Differenzen zu speichern.

Allgemeine Diskrete Kosinus-Transformation

Als Erginzung zu der fiir JPEG wichtigen Transformation (7.1) hier noch die allge-
meine Transformation: Die zweidimensionale Diskrete Kosinus-Transformation fiir
eine Matrix

foo -+ Jon—i
Fi=| :
SN=10 " fN-1.N-1
mit N2 Werten fi,j @, j=0,. — 1) ist
N—1N-1
1 2k + Din QI+ Djm
Cij = =0 O Z Z fk.1cos cos
~2N e 2N 2N

mit o wie in (7.2) definiert, und Riicktransformation analog wie oben in (7.3).

Da diese DCT fiir Bildverarbeitung eine so grofle Rolle spielt, lohnt ein kleiner
Einblick in die Struktur, hier als Aufgabe formuliert. Fiir die folgende Aufgabe
definieren wir die Vektoren

cos %

3im
COS IN

v(i) =

(2N im
2N

firi =0,..., N — 1. Der transponierte(Zeilen-) Vektor ist v(i)".

Aufgabe:
a) Fiir N = 2 zeige

1 . .
Cij = 5051'0!]' v(i)" Fu(j)

b) Fiir N = 3 zeige, dass die Vektoren v(0), v(1), v(2) zueinander orthogonal sind.
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Wir rechnen fiir N = 2 ganz elementar Zeile x Matrix x Spalte,
in ]
oY Fo(iy = (€954 ) (foo Joa) [ cos T
( ) (.]) <COS 327'[ f] 0 f] | cos 3‘27_[

_(cos%’) foocos’ —|—f01cos31”
- 3in 3jm
cos T frocos LF + f1 1 cos ]T

_ jm + A 3jm
= cos — cos — cos — cos —_—
0,0 1 1 0,1 1 2
i jm 3im 3jm
COS —— COS — C0S — COS ——,
+/1.0 ) Y fia , 2
womit die Behauptung a) gezeigt ist.
Fiir b) und N = 3 stellen wir die drei Vektoren auf:
cos0 cos % cos %
v(0) = | cosO], v(l)=|cos 3g , v(2 = cosm
cos0 cos ST cos 1%”

Die konkreten Zahlenwerte sind

1 V3
v =1[1], v(l)= 0 , v(2Q)=
1 _1/3

S e
[

Die drei Skalarprodukte
v(0) () =0, v0)v2)=0, v(1)"v2)=0
dieser drei Vektoren miteinander ergeben jeweils 0, also sind die drei Vektoren

v(0), v(1), v(2) orthogonal.
Analoge Resultate gelten fiir allgemeine N.

Literatur

Ahmed, N., Natarajan, T., Rao, K.R.: Discrete Cosine Transform. IEEE Transactions on Computers,
Januar (1974)
Strang, G.: The Discrete Cosine Transform. SIAM Review 41, 135-147 (1999)
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Positionsbestimmungen finden iiberall statt, zum Beispiel im engeren Sinne im Ver-
kehr. Ein einfaches Szenario soll als Illustration dienen: Ein Schiffsweg! an einem
geradlinigen Ufer entlang. Auf dem Ufer gibt es drei Beobachtungsstationen, die
gleichzeitig den Winkel zu einem zu beobachtenden Objekt messen, illustriert in
Abb.8.1. Drei gemessene Richtungswinkel bedeuten drei Geraden, die sich im All-
gemeinen paarweise schneiden. Das vorldufige Messresultat besteht also aus drei
Punkten, oder dem zugehorigen Dreieck (vergrofert in Abb. 8.3). Wo in dem Drei-
eck, oder in der Nihe des Dreiecks, befindet sich nun das Objekt, fiir dessen Position
wir uns interessieren?”

Die GroBe eines solchen Dreiecks hingt von vielen Umsténden ab, wie unklare
Sicht, ausgedehntes Objekt, Fehler im Messgerit, schlechte Synchronisation der
Beobachtungen, oder Ablesefehler. Die genaue Grofle dieser Unsicherheiten und
Ungenauigkeiten ist unbekannt. Man muss sie als Zufallsvariable ansehen und Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen annnehmen. Die Frage ist, wie kann man eine wahr-
scheinliche Position des Objektes aus der Wolke der Ungenauigkeiten herausfiltern?
Diese Problemstellung ist nicht nur fiir Hiafen, Flughidfen oder Satellitenbahnen wich-
tig, sondern auch bei Beobachtungen von Zustinden allgemeiner Systeme.

Wir nehmen drei Beobachter B; (j = 1, 2, 3) an, ihre gemessenen Winkel seien
¢, gemessen gegen die x1-Achse, auf der die Beobachter sitzen, mit den Abstinden
[; zum Nullpunkt. Die Variablen unseres Beispiel-Szenarios sind in Abb. 8.2 illus-
triert. Die Position des Gegenstandes G sei (x1, x3). Nach elementarer Geometrie

loder StraBe mit zu beobachtendem Lastwagen, oder ...
2Wenn es mehr als drei Messungen gibt, resultieren auch mehr Schnittpunkte, und nicht nur ein
Dreieck. Um das Wesentliche herauszufiltern, bleiben wir hier bei drei Messungen.
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Abb.8.1 Ineiner (x, xp)-Ebene sitzen drei Beobachter auf der x| -Achse (die waagerechte Achse)
an den Positionen 0, 500 und 1000, mit jeweils einem Messwinkel in Richtung auf ein Objekt,
dessen Lage in der Ebene zu bestimmen ist

gilt
X2

@j = arctan +uj.

X1 — j
Dabei steht u ; fiir die Ungenauigkeiten. Mit der Funktion

fj(x) := arctan x1x_2 - X = <§;) 8.1

J
ist das Gleichungssystem

o1 = fi(x) +uy
(8.2)

Om = fm(X) + um
zu 16sen, bei unserem illustrierenden Beispiel mit m = 3. Damit steuern wir bereits
auf eine allgemeine Systematik zu, mit dem Vektor x = (x1, ..., x,)", im Beispiel
mit n = 2. Wenn wir die Messwerte (hier die ¢;) allgemein auch mit y; bezeichnen,
und fiir j = 1,..., m zu einem m-Vektor y montieren, ebenso wie die f; und die
u j, dann lautet (8.2) in Vektorschreibweise kompakt

y=fx) +u. (8.3)
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X2

G (X1,X2)

B. X1

Abb. 8.2 In einer (x1, x2)-Ebene beobachtet ein Beobachter B; an Position (/;, 0) einen Gegen-
stand G (hier punktférmig) unter dem Winkel ¢;

Das System

Die unbekannten u; lassen wir erstmal so stehen, und konzentrieren uns auf die
Losung von (8.2)/(8.3). Die Funktion f ist im Allgemeinen nichtlinear, so auch
die Funktion (8.1). Deswegen wird grundsitzlich iterativ vorgegangen. Wegen der
Ungenauigkeiten u j, auch wegen einer moglichen Bewegung des Objektes G, wird
die Iteration zunéchst nur aus einem Schritt bestehen: Eine Ndherung oder Schitzung
der Position von G, eventuell grafisch ermittelt (Abb.8.1), sei mit dem Vektor x
bezeichnet. Das Ziel ist es, einen verbesserten Wert x fiir die Position zu erhalten.
Der Schritt von der Start-Ndherung x zu einer besseren Niherung x ist diese eine
Iteration (die natiirlich wiederholt werden kann).

Fiir den Verbesserungsschritt wird f in (8.2) um X linearisiert. Bis auf Terme
hoherer Ordnung gilt

[i) ~ f;(0) + (grad f; ()" (x — %)

fir j = 1,..., m, umso genauer, je ndher x an x liegt. Im Spezialfall n = 2 heil3t
das
= afj(x) 9fi(x)\ (x1 —xi
f](x)wf](x)—i-( ax;  0xa Xy — X))
Damit sind wir schon bei einer Matrix-Schreibweise. Mit den Bezeichnungen
af 3 -
eh g4 X1 i
A= : S, ox= , X = ,
3 fm 3 fm %
By Dxy Xn Xn
u J1(x) S1(%)
U= s y= : , V= : ,
Um Sm(x) S (%)
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lasst sich das linearisierte System kompakt als Vektorgleichung schreiben:
y—y=AMx—Xx)+u. (8.4)
Oder, mit den Differenzen Ay :=y — y und Ax :=x — X,
Ay = A Ax +u.

Da die Messung in y steckt, und y leicht auszurechnen ist, kann Ay als bekannt
angesehen werden. Der Korrekturvektor Ax ist unbekannt. Die Matrix A ist eine
Rechteck-Matrix, mit m Zeilen und n Spalten.

Das Vorgehen

Die GI. (8.4) ist kein Standard-Gleichungssystem fiir (zum Beispiel) den GauB3schen
Algorithmus: Die Matrix A ist nicht quadratisch, und u ist unbekannt. Was nun?
Losen wir (8.4) nach u auf, dann motiviert der Wunsch nach nur geringen Fehlern
den Gedanken, u ,.klein“ zu haben, also den Vektor Ay — A Ax nahe dem Null-
vektor. Ein denkbares Ziel wire die Minimierung des grof3ten Absolutbetrages der
Komponenten, das erfordert allerdings aufwendige Methoden. Der Rechenaufwand
ist geringer, wenn man die Summe der Quadrate minimiert. In Norm-Schreibweise
kann dieses Ziel so formuliert werden:

Minimiere || Ay — A Ax [|3,

iiber alle x, wobei || || die euklidische Norm ist>. Als Skalarprodukt geschrieben,
bedeutet das

Minimiere (Ay — A Ax)" (Ay — A Ax), (8.5)

iiber alle x. Das ist die Methode der kleinsten Quadrate, es wird sozusagen das
Quadrat des Fehlers minimiert.

In der Version (8.5) findet keine Gewichtung statt zwischen den Komponenten u ;,
welche die Fehler der Messung y; zusammenfassen. Eine Gewichtung kann in (8.5)
mit einer Diagonalmatrix D eingefiihrt werden: Zu minimieren wire dann u” Du
statt u” u, also

Minimiere (Ay — A Ax)"D(Ay — A Ax) !

Zur Wahl der gewichtenden Diagonalmatrix D bedient man sich der Wahrschein-
lichkeiten. Erinnert sei an die Kovarianzmatrix X, hier zum Vektor u.* Die Matrix X
enthilt Informationen, wie grof die Varianzen von u ; sind, und wie die verschiedenen

3 Hu||% = Zr/-":l u? = u"u wobei " die Transposition bedeutet: u” ist Zeilenvektor; siehe auch
Kap. 6.

43 := E(uu") — E(u)(E(u))", wobei E(u) den Erwartungswert der Zufallsvariablen u bezeichnet.
Typischerweise wird Normalverteilung angenommen, und E(u) = 0.
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Tab. 8.1 Messyngen von / 0 y [in BogenmaB] o2
Abb. 8.1: Positionen / in [m]

und Richtungswinkel ¢ und 0 30,1% 0,525344 0,01
y; Zahlenbeispiel von 500 45,0° 0,785398 0,01
[Bryson & Ho (1969)] 1000 73,6° 1,28456 0,04

Ungenauigkeiten u ; korreliert sind. In der Praxis weill man oft wenig liber die Werte
in der Kovarianzmatrix, deswegen ist eine hiufige und vereinfachende Annahme,
dass die Messungen unkorreliert sind. In dem Fall ist X' eine Diagonalmatrix,

X = diag (012, e ,0,%,),

0]-2 ist die Varianz von uj, fiir j = 1,...,m. Je Kleiner o

Messung! Und ein groBer Wert von o2 bedeutet, dass die Messung stark verrauscht
ist. Das legt nahe, die Messung y; mit Lz zu gewichten,’ oder D = X ~!. Also lautet
j

die Aufgabe:

2 umso genauer die

Minimiere J(x) := (Ay — A Ax)”E*] (Ay — A Ax) uiber alle x. (8.6)

Standard-Analysis weist den weiteren Weg: Der Gradient von J muss bei einem
Minimum verschwinden, mit

grad J(x) = —2A" X1 (Ay — AAx).

Das heif3t
A" XN (Ay — AAx) =0,
oder
ATZ7TA Ax = AT X7 Ay. (8.7)

Nun sind die oben angesprochenen Probleme gelost: Das Gleichungssystem (8.7)
ist von Standard-Form, mit quadratischer n x n Matrix A" X —! A und dem n-Vektor
A" X1 Ay der rechten Seite.®

Das Beispiel

Zur Motivation haben wir oben bereits ein richtungweisendes Beispiel eingefiihrt
mit drei Beobachtungsstellen und zugehorigen drei Messwinkeln (Abb. 8.1, 8.2).
Dieses Beispiel wird nun konkretisiert, mit Zahlen unterlegt, und numerisch mit
Hilfe des eben beschriebenen Vorgehens gelost. Die Zahlenwerte der Positionen
[ der Messpunkte und der Messwinkel ¢ sind in der Tab.8.1 aufgefiihrt. Fiir die
Rechnung benétigen wir die Winkel im Bogenmalf, sowie angenommene Werte der
Varianz o2. Auch diese Angaben stehen in der Tab. 8.1.

SEin o 7 = 0 wiirde bedeuten, dass diese Gleichung fehlerfrei ist, und abgespalten werden kann.
Das Gleichungssystem kann schlecht konditioniert sein, deswegen Losung zum Beispiel mit ortho-
gonalen Transformationen.
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1210
700

zen A und A" X~V A, sowie die Vektoren y und A" X1 Ay.

Aufgabe 1 Fiir die Zahlen nach Tab. 8.1 und x = < ) berechne man die Matri-

1210
700
Messung sein. Fiir y resultiert

Der Vektor x = < ) kann zum Beispiel das Resultat einer vorhergehenden

fz 700
x1—0 aI‘Ctan 1210 0752447
y = f(x) = | arctan +—%55 500 = | arctan ;(1)8 = | 0,778306
700 1,27934

arctan m arctan 575

Der Vektor y beinhaltet die Messung, hier die Winkel ¢ (Tab. 8.1). Im Bogenmal ist
das

0,000874
Ay =y —y=0,007092
0,00522
Die Matrix A(x) der partiellen Ableitungen ist
) x1—0
x|2+x% x|2+x%
. X2 x1—500
A(x) = (x17500)2+x§ (x1—500)2+x3 |-
x1—1000

T - 1000)2+x2 (x1—1000)2+x7
und x eingesetzt gilt

—3,582212-107% 6,19211 - 10~*
AX) = | =7,041545- 1074 7,14214 - 10~*
—1,310616 - 1073 3,93185 - 10~*

Aus den Daten o der Tabelle ergibt sich die gewichtende Matrix X!,

100 0 0
>'=1 0 10 0],
0 0 25

und damit’ die Matrix

Ars-l4 — < 1,05358 - 1074 —0,85356 - 10—4)

—0,85356 - 107+ 0,932172 - 10~*

"Nun ja, mit Handrechnung bzw. Taschenrechner miihsam, aber eine gute Ubung. Soviel Stellen
wie hier angegeben, braucht man nicht, dies soll nur einen besseren Vergleich ermdglichen fiir die
Programmierer. (Ergebnisse gerundet)
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des Gleichungssystems, sowie die rechte Seite

— . _4
A”ZlAyz( 7,01834 - 10 )

6,11994 - 10~

Die Losung des Gleichungssystems (8.7) ist schlieSlich

A — (—5:20025
Y=\ 1,80354 )

Damit lautet der korrigierte Vektor x = x + Ax

(1205
*=\702 )
Die Abb. 8.3 zeigt den berechneten Punkt x in dem Dreieck, das durch die Beobach-
tungsgeraden gebildet ist.

Ausblick

Oben haben wir einen einfachen Fall mit drei Messungen betrachtet. In vielen
Anwendungen, vor allem bei sich bewegenden Objekten, werden viele Messun-
gen erzeugt. Dann wire es unwirtschaftlich, die gesamte Rechnung von Beginn fiir

850 T T T T T

800 R

750 -

700 - R

650 E

600 - R

550 R

500 1 1 1 1 1
1160 1180 1200 1220 1240

Abb.8.3 (x|, x»)-Ebene, Detail von Abb. 8.1. Der berechnete Vektor x ist durch ein Kreuz markiert
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entsprechend grof3es m erneut durchzufiihren. Stattdessen gibt es Rekursionen, die
einen groBen Teil des bereits Berechneten wiederverwenden.

Interessant ist das vor allem, wenn ein sich bewegendes Objekt (zum Beispiel ein
Flugzeug) einem dynamischen Gesetz gehorcht, etwa physikalischen Bewegungs-
gleichungen. Dann ist das x nicht nur Resultat einer Minimierung, sondern vorab
muss bei jeder Messung die Bewegungsgleichung beriicksichtigt werden. Vektoren
x® sind dann zu verstehen als Position zum Zeitpunkt , fiirk = 0, 1, 2, .. . Ein sol-
ches Modell kann im einfachsten Fall durch ein lineares Gesetz beschrieben werden
wie in der folgenden Aufgabe:

Aufgabe 2 FEin Fahrzeug bewegt sich auf einem geradlinigen Weg, seine Position
zum Zeitpunkt t ist s(t). Fiir die Vektorfunktion

x() = (ig;)

stelle man die Bewegungsgleichung in der Form
x(t+A)=F - -x(t)+g()

dar, fiir kleines At. Dabei bezeichnet s die Ableitung nacht, F ist eine (2 x 2)-Matrix.
Man bestimme die Matrix F sowie die Funktion g(t).

Indieser Aufgabe haben wir ein System mit einem Freiheitsgrad vor uns, repriasentiert
durch s. Taylor-Entwicklung fiir geniigend glattes s besagt

s(t + At) = s(t) + At §(1) + A2 5(t) + T.h.O.

=1, An) (jg;) +1a50) + 1m0,

(8.8)

die Terme hoherer Ordnung in At sind zu ,,T.h.0.” zusammengefasst. In (8.8) ist

(1, Ar) <j)

,Zeile mal Spalte” das Skalarprodukt. Analog wie (8.8) gilt fiir s

§$(t+ At) = §(1) + At5(t) + 5 A2 5 (1) + T.h.0.

. s(t)
=(0,1) <s’(t)

) + AtS(t) + A2 5 (t) + T.h.0. 8.9)

Die GI.(8.8) und (8.9) tragen in den rechten Seiten bereits den Vektor x in sich.
Damit lassen sich beide Gleichungen zu einer Vektor-Gleichung zusammenfassen:

s+ A0\ _ (1At (s®) | . .. (142
(s'(t - At)> - (o 1 ) (s(;)) +5(1) <2At ) +T.h.0.
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Bezeichnet man die Beschleunigung mit a := §, und die Matrix F' mit
1 At
Fi= <o I > ’

1 A2
LA
At

dann lautet das System

x(t + Ar) =Fx(t)+a(t)( >+T.h.0.,

und die Funktion g ist von der Form

1 2
¢(t) = a(t) <fjt’ > Y T.hO.

Wird das Fahrzeug aus der Ferne beobachtet, und sind die Beobachtungen unsicher,
dann kann g, also der Beschleunigungsterm mit den Termen héherer Ordnung, als
eine Zufallsvariable v interpretiert werden.

Mit x® := x(#;) kann das System in der Form

x® D = Fx® 4y (8.10)

geschrieben werden. Die GI.(8.10) ist linear und eine einfache Form einer Bewe-
gungsgleichung. Nun kommt die Beobachtung zum Zeitpunkt #; hinzu, mit einer
Mess-Gleichung analog (8.2)/(8.3). Damit lautet das System

kD — Fkx(k) +,
y O = rx®) +u.

Dabei ist Fy eine Matrix, und v der zufillige Fehlervektor, als unabhéngig von u ange-
nommen. Eine anspruchsvolle Aufgabe, von hochster Wichtigkeit in den Anwendun-
gen, ist die Schitzung der Positionen x®) mit Hilfe der Messungen y®), wiederum
rekursiv. Eine hiufig verwendete Losungsmethode geht auf Kdlmén zuriick, deswe-
gen wird hier auch vom Kalman-Filter gesprochen.

Literatur

fiir Beispiele und eine Erkldrung des Kalman-Filters siehe

Bryson, A.E., Ho, Y.-C.: Applied Optimal Control. Optimization, Estimation, and Control. Ginn
and Company, Waltham (1969)

Crassidis, J.L., Junkins, J.L.: Optimal Estimation of Dynamical Systems. Chapman & Hall, Boca
Raton (2011)

Kalman, R.E.: A new approach to linear filtering and prediction problems. J. Basic Eng. 82(1),
35-45 (1960)

Eigenschaften und Rekursion z.B. in §2.5 von

Strang, G.: Introduction to Applied Mathematics. Wellesley-Cambridge Press, Wellesley (1986)
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Berechnung des Sinus

Computer sind aus dem tédglichen Leben nicht mehr wegzudenken. Wie selbstver-
stdndlich wird auf einem Taschenrechner oder in einem Rechenprogramm (Algo-
rithmus) etwa der SINUS aufgerufen, ohne dass man sich tiberlegt, wie eine solche
Funktion berechnet werden kann. Einerseits muss das Ergebnis bei einem Rech-
ner mit zum Beispiel 7 Dezimalstellen auch auf 7 dezimale Stellen richtig sein,
andererseits soll der Rechenaufwand so gering sein wie méglich.! Beide Forderun-
gen miissen fiir einen weiten Definitionsbereich erfiillt sein, man benétigt sin(600)
ebenso genau und schnell wie sin(—0,04).

Der Sinus ist eine 27 -periodische Funktion. Im Prinzip geniigt es also, diese
Funktion in einem Intervall @ < y < a + 2w (a beliebig) berechnen zu konnen,
wenn man nur jedem x auflerhalb dieses Intervalls das ,richtige” y mit gleichem
sin-Wert zuordnen kann. Eine derartige Reduktion des Definitionsbereiches wird im
Folgenden fiir 0 < y < 27 durchgefiihrt.

Aufgabe 1 Es sei x gegeben im Definitionsbereich —oo < x < 00. Man konstruiere
eine Funktion y = f(x) mit Wertebereich 0 < y < 2w derart, dass gilt:

sin x = sin y.
Hinweis: Man verwende die Funktion v = floor u .

Die floor-Funktion ordnet jeder Zahl u die grofite ganze Zahl v zu, fiir die v < u
gilt. Der Graph dieser Funktion ist der einer Treppenfunktion, wir haben sie bereits

"Heutige Rechner und ihre Algorithmen berechnen typischerweise 16 oder mehr Dezimalstellen.
Um Methoden kompakter darzustellen, beschrianken wir uns hier auf 7 Stellen.
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in Kap.5 verwendet. Zur Konstruktion der Funktion y = f(x) iiberlegt man sich,
dass es fiir jedes x eine ganze Zahl n gibt mit

2rn<x <2m(n+1).

Hierzu dquivalent ist
X
n<-—<n+1.
2

Das ist gerade die Definition der floor-Funktion, demnach ist #» bestimmt durch

n = floor (%) .

Weitere dquivalente Umformungen obiger Ungleichung sind

X
0<——-n<l1
2m

0<x-—2mn <2m.

Vergleicht man diese Beziehung mit dem Ziel, so sieht man die Losung:

y=fx):=x—-2nn=x—2n -ﬂoor(i).
2
Fiir diesen Wert y bestitigen die Additionstheoreme des Sinus die verlangte Bezie-
hung

X
siny = sin (x — 2 - floor —) =sinx.
2

Die Funktion f(x) ermoglicht bei beliebigem x die Reduktion der Berechnung des
Sinus auf das Intervall 0 < y < 27 .
Wie wir sehen werden, ist zur Konstruktion eines effektiven Algorithmus die
Reduktion auf das Intervall
— Z < < 32
2 =772
giinstiger. Durch anschlieBende weitere Reduktionen des Definitionsbereiches wird
es moglich, sich bei der Berechnung des Sinus mit dem ,,kleinen Intervall

=y=

a4
!

zu begniigen (Abb.9.1) .

Aufgabe 2 Fiir einen Rechner entwerfe man einen Algorithmus zur Berechnung von
sin x, x aus dem Intervall —o0o0 < x < o0.
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sin

o

y

Abb. 9.1 schematisch: zur Berechnung des Sinus, verschiedene Definitionsbereiche, —% <y

3z T T g T
5,3 22127, —g=U=7%F

IA

Anleitung: Fiir gegebenes x fiihre man zundchst

1.) mit Hilfe der Funktion floor (x) eine Intervallreduktion auf das Intervall —% <
y < 37” durch, derart, dass sin x = sin y.

2.) Man bestimme z aus —% <z< % derart, dass sin z = sin y gilt.

3.) Mit Hilfe von

. 4 . 2 . Z
sinz=3(1— =sin“u |sinu, u:=—
3 3
fiihre man die Berechnung von sin z auf die von sinu (mit —¢ < u < %) zuriick.
Wieviele Glieder der Taylor-Entwicklung miissen beriicksichtigt werden, damit

das Resultat auf 7 Dezimalstellen genau ist?

Nachdem wir mit der ersten Aufgabe eine Intervallreduktion bereits geiibt haben,
verfahren wir jetzt analog.

Erste Reduktion
Eine ganze Zahl k ist derart zu bestimmen, dass y = x — 27k im Intervall
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liegt. Die dquivalenten Umformungen

T 3
—— <x—2mk < —
2 2
0<x-—-2k+— <27
2
_x+n/ —k <1

21
2
k< TTT2 _py
2

zeigen, dass

2
y =X —27'[ .ﬂoor <ﬂ>
v/

die gewiinschte Reduktion vermittelt.
Zweite Reduktion

Der Sinus ist symmetrisch zur Geraden x = 7 /2, deswegen geniigt eine Hilfte des
y-Intervalls. Setzt man

[SIE]

. Aalls — 5 <y <
<

Ty ,falls% v,

so liegt z im Intervall

SRR

<<=
<z<—.

2

Der Sinus nimmt hier noch simtliche Werte an,
—1<sinz<1.

Um den Sinus im z-Intervall zu berechnen, wollen wir die Taylor-Entwicklung

o 23 + z
SINzZ =2 y ; +F ...
verwenden. Diese Potenzreihe ist um z = 0 entwickelt und konvergiert daher schnell
nur in der Intervallmitte (d.h. um z = 0). Da man sich aus Griinden der Effizienz
nur auf wenige Glieder der Taylor-Entwicklung beschrinkt, muss man sich mit der

Intervallmitte begniigen.
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Dritte Reduktion
Aus den Additionstheoremen folgt die Beziehung

sin(3u) = 3sinu — 4 sin’ u.

Beschriankt man sich mit u# auf das Intervall

T
——<us<

b
6 6’

und setzt z = 3u, so lassen sich mit Hilfe der Beziehung

4
sinz =3 (1 — gsin2 g) sing

alle Werte des Sinus berechnen.

Nach drei Reduktionen des Definitionsbereiches x — y — z — u mit sinx =
siny = sin z (Abb.9.1) steht nun die eigentliche Berechnung des Sinus an.

Berechnung mit Taylor-Entwicklung

Zu berechnen ist sin u fiir —% <u< %, wobei wir uns hier exemplarisch auf eine
Genauigkeit von 7 dezimalen Stellen beschrianken. Wir probieren, ob die vier Terme
des Polynoms

woouw o u

der abgebrochenen Taylor-Entwicklung fiir die verlangte Genauigkeit ausreichen.
Hierzu wird das Restglied der Taylor-Entwicklung abgeschitzt. Die obigen vier
Terme sind tatséchlich sogar acht Glieder der Taylor-Entwicklung, da alle geraden
Potenzen verschwinden. Fiir den absoluten Fehler Rg gilt die Abschétzung (mit

0<[¢] < |ul)
| sin® ()] |ul® _ |cosg|ul’ - |u®
9! T 9 T oo
‘Wenn 7 Dezimalstellen korrekt sein sollen, dann muss der relative Fehler kleiner als
1077 sein. Der relative Fehler ist

|Rg| =

|p(u) —sinu|  |Rg|

| sin u| T |sinu|’

Wegen | sinu| > 0,95|u| im betrachteten u-Bereich gilt fiir solche u# die Abschitzung

|p(u) — sinul |Rs| Liu® 11
- < < < —
| sin u| 0,95|u| 9 — 9

(%)8:30J8-1047<10—T
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Die vier Terme von (9.1) geniigen also fiir eine Genauigkeit von 7 Dezimalstellen.”
Eine analoge Rechnung zeigt, dass drei Terme nicht ausreichen. Fiir einen angenom-
menen fiktiven 7-stelligen Rechner gilt im betrachteten Intervall

woow

smu:u—a—l—g—ﬁ.

Die Reihenfolge der Rechenoperationen wird durch das Horner-Schema festgelegt.
Die inversen Fakultiten sind dabei fertig berechnete Konstanten. So ist die Rechen-
vorschrift

v:u2

sinu =u-(14+v-(-0,16666666 + v - (0,0083333333 — v - 0,0001984127)))

in einem 7-stelligem Rechenwerk eine erste wirtschaftliche Moglichkeit, sin u aus-
zuwerten.

Die Uberlegungen seien zusammengefasst in einem ersten Algorithmus:

1. Algorithmus zur Berechnung von sin x

2
1) yi=x-2m ﬂoor(ﬂ)
2
falls —Z <y<Z
2) u:=0,33333333- " W=V
T -y, falls%<y

3) vi=u-u
4) & :=u(l+v(=0,16666666 + v (0,83333333,9-2 — v0,1984127,4-3)))
5.) sinx = (3 — 4£°)E.

Natiirlich sind auch die Zahlenwerte der ersten Reduktion als feste Konstanten anzu-
geben. Der Aufwand einer Sinus-Auswertung mit diesem Algorithmus betrigt 7
Additionen und 11 Multiplikationen.

Bisher haben wir die Genauigkeit bei der Berechnung von sin(u) studiert. Still-
schweigend wurde dabei vorausgesetzt, dass die Reduktion exakte Resultate liefert.
Leider ist dies fiir ,,grosse” Werte von |x| nicht gewihrleistet. Die Subtraktion (im
Rechenwerk mit endlicher Stellenzahl!) bei der Berechnung von y 16scht Genauigkeit
aus insbesondere fiir Argumente x & n 27, n eine ganze Zahl. Als Schutzmafnahme
gegen diese Genauigkeitsprobleme wird der x-Bereich begrenzt, so ist sin(600) auf
einem Taschenrechner vielleicht nicht erlaubt.

2Mit dem Leibniz-Kriterium fiir alternierende monotone Reihen lassen sich Fehlerabschiitzungen
auch fiir hhere Genauigkeiten ermitteln.
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Hiufig kommt es vor, dass der Sinus viele tausendmal in einem Programm aus-
zuwerten ist. Es ist daher wesentlich, mit wie vielen Rechenoperationen ein Algo-
rithmus auskommt. Bei dem oben aufgefiihrten ersten Algorithmus lassen sich noch
3 Multiplikationen einsparen. Die Beziehung

zu ersetzen (spart eine Operation). Die Multiplikation mit 1/3 kann in die Konstanten
gesteckt werden, mit deren Hilfe £ berechnet wird. Eine dritte Multiplikation wird
eingespart, wenn man den vierten Schritt umformt zu

sinx = («3/1 sinu) - [% - («3/Zsin u)2i|.

Im dritten Schritt wird nun statt sin u
. Z
J4 sin =
3
berechnet, der Faktor ~/4 wird ebenfalls in die Konstanten gesteckt:

2
\3/4_1 sing = \3/1 sin(Z?JT)

2 2 2n\? #/2m\*
/PR PO i W .
3 3\ 3 51\ 3

() () )

ZZ(C()—ZZC] +Z4C2—...).

Der Algorithmus kommt nun mit 8 Multiplikationen und 7 Additionen aus:
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2. Algorithmus
Fi=x-0,15915494 (: i)
2
y := x — floor(x + 0,25)
N falls y < 0,25
= {0,5 — 5 falls§ > 0,25
vi=2Z
w = Z(co + v(—c1 + v(c2 — ve3)))
sinx = w(d — ww)
mit den Konstanten
co = 0,332464499, 1
c1 = 0,243058747 1
¢y = 0,53308748
c3 = 0,5567579 -1
d =0,1889881581.
Andere Methoden

Die Verwendung einer Taylorreihe ist nicht die einzige Moglichkeit zur Berech-
nung des Sinus. Wihlt man die Tschebyschow-Entwicklung anstelle der Taylor-
Entwicklung, so erhdlt man ein anderes Polynom, das bessere Approximations-
eigenschaften besitzt: Die Koeffizienten der Tschebyschow-Entwicklung nehmen
schneller ab, fiir eine vorgegebene Genauigkeitsforderung geniigen daher weniger
Terme, vgl. etwa Sauer & Szabé.

Neben der Verwendung von abgebrochenen Reihen ist auch ein anderer Zugang
attraktiv: Die Approximation von Funktionen mit Hilfe von vorab berechneten und
gespeicherten Wertetabellen. Darauf aufbauend, konnen gewiinschte Werte mit Inter-
polation, Shift-and-Add-Techniken oder Integration duflerst effizient berechnet wer-
den.

Als Anregung sei die simultane Berechnung von sinx und cos x betrachtet.
Zunichst berechnet man fiir gegebenes x (|x| < %) die Darstellung

n
x = Zskxk mit A = arctan(2%), & = +1 oder & = —1,
k=0
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d.h. die Vorzeichen & sind zu bestimmen (die A sind feste Zahlenwerte). Fiir dieses
x gilt mit der imaginéren Einheiti = +/—1:

n
cosx +isinx =e¥ = epoiékkk
k=0

[ TexpG&in = [ J(cos(&rn) +isin(&rn)
k=0 k=0

n
= [ ](cos Ax + it sin ax)
k=0

n
= l—[ cos A - (1 4 i& tan Ag)
k=0

n n
= [Jcosn- [0 +i&275
k=0 k=0

n
= Konstante - 1_[(1 + i$k2_k).
k=0

Die Berechnung des Produktes lésst sich schnell mit einer Laufanweisung durch-
fiihren. Hierbei werden Real- und Imaginirteil des Produktes (also cos x und sin x)
ohne echte Multiplikation berechnet: Ausdriicke der Form £,27¥b sind bei einer
Binirzahl b lediglich ,,Verschiebungen® der Mantisse mit eventueller Umkehrung
des Vorzeichens. Der Index n hiingt von der Stellenzahl des Rechners ab.
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Herzschlag 1 0

Modelle fiir das Verhalten des menschlichen Herzschlags werden intensiv studiert.
Ein gesundes Herz reagiert auf Anstrengung oder Aufregung. Die Beschleunigung
des Herzschlags nach einem Adrenalin-Ausstof3 sowie die Verlangsamung des Herz-
schlags auf Grund gewisser Nervenimpulse miissen verstanden werden, um bessere
kiinstliche Herzen zu konstruieren, welche geniigend flexibel auf derartige Belas-
tungen reagieren konnen. Neben dem ,,normalen* Verhalten des Herzens wird auch
pathologisches Verhalten modelliert, wie das Auftreten von irreguldren Schligen.
Das allgemeine Verstindnis des Herzschlags sowie die Entwicklung von Steuer-
moglichkeiten und Mikroprozessoren fiir kiinstliche Herzen oder Herzschrittma-
cher hingen entscheidend davon ab, welche Modelle von Biologen, Medizinern und
Mathematikern entwickelt und gelost werden kdnnen.

Dieses Kapitel diskutiert ein extrem einfaches Modell fiir die Dynamik des
Herzschlags'. Das Modell konzentriert sich auf die Bewegung einer Herz-Muskel-
faser, wie sie auf den elektrochemischen Impuls der Herzschrittmacherwelle reagiert,
und wie die Muskel-Kontraktion vom Blutdruck abhéngt. Dieses ,,lokale” Modell
erhebt keinen Anspruch, das gesamte Herz des Menschen zu modellieren, und ist
insoweit weit vom heutigen Wissensstand entfernt. Es deckt aber wichtige qualitative
Verhaltensweisen auf und erklért die periodisch wiederkehrende Kontraktion einer
Muskelfaser.

Mit einer ersten Aufgabe werden zunéchst die Variablen definiert, und der Ruhe-
zustand des Herzschlags diskutiert.

Inach E.C. Zeeman (1977).
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Aufgabel Der Herzschlag des Menschen kann qualitativ durch das folgende System
von Differenzialgleichungen beschrieben werden:

X =—k-X(x,y), X(x,y):=x>—bx+y, (10.1)
y=Y(x,y), Y(x,y) :i=x—x. (10.2)

Variable:

x(t): Lange einer Herzmuskelfaser zum Zeitpunkt t (plus einer Konstanten), x (t)
beschreibt den Herzschlag. x ist die Linge dieses Herzmuskels im Ruhestand Dia-
stole.

y(t): elektrochemischer Impuls, Steuergrofe.

b: Blutdruck, vereinfacht als konstant angenommen, Steuergrife.

k: Parameter zur Steuerung der Schnelligkeit der Bewegung.

Zahlenwerte zur Illustration: b =1, xo = 1,1, k = 100 oder k = 10.

a) Durch X (x,y) = 0 ist in der (x, y)-Ebene eine Kurve K definiert. Man zeichne
den Graphen von K.

b) Das System hat eine Gleichgewichtslage (xs, ys) (d.h. X (x5, ys) = Y (xg, y5) =
0), die stabil ist und in der Abb. 10.1 mit S bezeichnet ist. Man ermittle diesen
Ruhezustand des Systems.

¢) Man diskutiere das qualitative Verhalten der Bahnkurven in einer Umgebung
dieser Gleichgewichtslage.

Ehe wir Losungen des Differenzialgleichungs-Systems (10.1)/(10.2) diskutieren,
versuchen wir eine erste Bewertung. Die Differenzialgleichung (10.2) fiir y beschreibt

1

05 i

-1 1 1 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Abb.10.1 (x, y)-Phasenebene mit Kurve K; entlang K gilt X = 0; Gleichgewichtslage und Attrak-
tor bei S
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keine besondere Dynamik, sondern lediglich eine Riickfiihrung auf einen Grundzu-
stand: y nimmt zu (y > 0) wenn die Muskelfaser gedehnt ist (x > x¢), und nimmt ab
im umgekehrten Fall. Mit diesem schlichten Sachverhalt wird keine autonome peri-
odische Bewegung der Muskelfaser eintreten. Dazu wird zusétzlich zu (10.1)/(10.2)
eine externe Kraft notwendig, die Herzschrittmacherwelle.

Lokales Losungsverhalten nahe S
In der (x, y)-Ebene ist durch
3 —bx + y=0

eine Kurve K definiert. Entlang dieser Kurve K gilt x = 0 (der Punkt bedeu-
tet die Ableitung nach der Zeit t). Fiir b = 1 ist K das kubische Polynom
y(x) = x — x3. Zum Skizzieren benétigte GroBen des Polynoms sind:

Nullstellen bei x =0, x = &1, mit

Steigungen y'(0) = 1, y'(£1) = -2,

Extrema (y' = 0) fiir

1 2
(x,y) = (i—, ﬂ:—) = (£0,577, £0,385).
g V333
Demzufolge hat die Kurve K die in der Abb. 10.1 gezeichnete Form.

Der Gleichgewichtspunkt2 (xs, ys) muss auf K liegen. Aus y = 0 folgt x; = xg
und ys = xo(1 — xg), bei den gewdhlten Zahlenwerten also

(xS3 yS) = (191’ _0’231)

Dieser Punkt S in der (x, y)-Ebene ist die einzige Ruhelage.

Um das qualitative Verhalten der Bahnkurven in einer Umgebung des Gleichge-
wichts zu studieren, wird das Differenzialgleichungssystem (10.1), (10.2) um (xs, ys)
linearisiert: In der Néhe von (xs, ys) (,,lokal”) gilt fiir die Losungen (Bahnkurven,
Trajektorien) x (), y(t)

(x) N (—k(3x§ —b) —k> (x - xs>
y 1 0 y—=DYs
(=263 —100 x—1,1 _A x—1,1
o 1 0 y+0,231) y+0,231)"°
Die Matrix A enthilt die partiellen Ableitungen der Funktionen X (x, y) und Y (x, y),

ausgewertet an (x, ys). Zur Diskussion dieses linearen Systems berechnet man die
Eigenwerte A der Matrix A aus

0 =22 +2631 + 100.

2auch stationdirer Punkt, Ruhelage oder kritischer Punkt. Tm Hinblick auf die spezielle Losung der
Differenzialgleichung auch als stationdre Losung bezeichnet.
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Die Wurzeln A1, A, dieser quadratischen Gleichung

A
A2

—0,38078
—262,62

sind beide reell und negativ. Also ist (xg, y) ein stabiler Knoten; zumindest benach-
barte Bahnkurven werden von (xg, ys) angezogen.

Unklar ist noch, in welcher Weise die Trajektorien auf (xg, ys) zulaufen. Um dies
zu kldren, miissen die Eigenvektoren v® (zum Eigenwert A;, i = 1, 2) der Matrix
A bestimmt werden. Die Trajektorien verhalten sich dann lokal wie

x()\ [ xs 1) At (2) ahot
(y(r))”(n)“”’ oo e

c1 und ¢ sind vom Ausgangspunkt der Trajektorie abhingige reelle Zahlen.’
Bezeichnen v; und v, die beiden Komponenten eines Eigenvektors v, so lautet
das homogene Gleichungssystem (A — A/)v = 0 komponentenweise

(=263 — XM)v; — 100v, =0
v —Avy = 0.

Die zweite dieser Gleichungen lésst die gesuchten Eigenvektoren bequem ablesen:
Wihle v, = 1, dann gilt vy = A.

Damit lauten die Eigenvektoren von A

o — (—0,318078>’ b (—2612,62)

In Abb. 10.2 sind die durch v») und v® gegebenen Eigengeraden eingezeichnet.
Nach (10.3) wiirde eine Trajektorie, die auf einer Eigengeraden startet (c; = 0 oder
¢y = 0), auf dieser Geraden entlang laufen in Richtung des stabilen Gleichgewichtes
S. Da |A;| erheblich grofer ist als |A1|, verlduft die Bewegung entlang der durch
v? definierten Eigengeraden mit viel hoherer Geschwindigkeit als auf der anderen
Eigengeraden. Dies ist durch die GroBe der Pfeile in Abb. 10.2 angedeutet.

Die Richtung der v(1-Eigengeraden fillt im stationiren Punkt S mit der Richtung
der Kurve K zusammen. Wegen |A1| < |X2| schmiegen sich die Trajektorien an K

3zur Erinnerung: Bei einem linearen Differenzialgleichungssystem (Z ) =A <g ) mit Skalaren

p(t), q(¢) fithrt der Ansatz (5) = eMy auf das Gleichungssystem (A — Al)v = 0, [ ist die

Einheitsmatrix.
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v N

1 -1

Abb.10.2 Gleichgewichtslage und Attraktor bei S, mit Eigenvektoren/Eigengeraden

AV

y

A
-

g N

Abb. 10.3 (x, y)-Phasenebene, qualitatives lokales Verhalten von Trajektorien (blau) nahe des
stabilen Gleichgewichts S (schematisch und stark vergrofert)

an, vergleiche die Abb. 10.3. Das lokale Verhalten der Trajektorien um den stabilen
Knoten S ist in dieser Abbildung stark vergroB3ert wiedergegeben.

Globales Losungsverhalten

Soweit die Analyse des lokalen Bahnkurven-Verhaltens nahe S. Nun folgt die Ana-
lyse des globalen Verhaltens. Es geht darum, das in Abb. 10.4 skizzierte Losungs-
verhalten des Systems (10.1)/(10.2) zu begriinden.

Aufgabe 2 Gegeben sind die Differenzialgleichungen einer Herzmuskelfaser (10.1),

(10.2), mit b = 1, xo = 1,1, k = 100. Die Abb. 10.4 zeigt qualitativ globale

Losungsverldufe.

a) Man begriinde das Losungsverhalten, ohne die Differenzialgleichungen zu losen.
Das System befinde sich im Gleichgewichtspunkt (xs, ys). Durch eine dufsere Ein-
wirkung (Herzschrittmacherwelle) wird y von ys bis auf ymax angehoben; die
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Abb. 10.4 (x, y)-Phasenebene, schematische Skizze des globalen Losungsverhaltens. Die durch
X(x,y) = 0 definierte Kurve K ist gestrichelt eingezeichnet, die stationdre Losung (xg, ys) als

Variable x wird wihrenddessen durch ihre Differenzialgleichung x = —kX (x, y)
bestimmt. Wenn ymax erreicht ist, endet die duflere Einwirkung.

b) Man iiberlege sich mit Hilfe der Abb. 10.4, welchen Weg das System (x(t), y(t))

zuriick zum stabilen Ruhezustand (xs, ys) nimmt und zeichne diesen Weg. (Die
sprunghafte Kontraktion und Entspannung des Herzmuskels werden sichtbar.)

¢) Man iiberlege sich b) fiir b = 1,5 (Herzinfarkt bei zu hohem Blutdruck) und
zeichne auch hier einen Zyklus von (xs, ys) zuriick zu (xg, ys).
Wir denken uns die (x, y)-Ebene aufgeteilt in drei Bereiche (Abb. 10.5): In einem

Streifen in der ,,Mitte” entlang und beiderseits der Kurve K gilt X ~ 0, also Bahn-

kurven mehr oder weniger parallel zur y-Achse. Au3erhalb des Streifens ist X (x, y)

-7 ~
-7 i N
4 A
.7 - N
- g N
. - N \ X
. PR Pl N \
S 27 - \
N = Pid N
- \
\ i RS - . N \
-~ - N X
\ - .
\ N \
N e N \
N - \
N -
—_—— N g
N -

Abb.10.5 Aufteilung der (x, y)-Ebene in drei Bereiche mit vollig unterschiedlichem Losungsver-
halten (schematisch und vereinfacht)
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Abb. 10.6 Erste Phase: Herzschrittmacherwelle (rot) und Kontraktion der Muskelfaser (blau) als
Antwort des Systems

deutlich genug von 0 verschieden. Der grofle Wert des Faktors k sorgt dafiir, dass die
Bahnkurven mehr oder weniger parallel zur x-Achse verlaufen, hier ist |X| grofl im
Vergleich zu |y|. Oberhalb des Streifens gilt X (x, y) > 0, und wegen des Faktors
—k ist x < 0, geht die Bewegung nach , links", also in Richtung fallender x-Werte.
Unterhalb des Streifens ist es umgekehrt. Dies ist schematisch in der Abb. 10.5 wie-
dergegeben. Je grofer k ist, umso schmaler ist der Streifen.

Fiir die folgende Uberlegung teilen wir die Kurve K und den Streifen um die
Kurve K in drei Teile auf: Das Mittelstiick mit positiver Steigung des Polynoms
und die beiden #uBeren Aste mit negativer Steigung (Abb. 10.5). Offenbar ist der
mittlere Teil instabil: Jeder Punkt (x, y) aus diesem Mittelstiick wird weggerissen
hin zu den #uBeren Asten von K. Damit ist das globale Losungsverhalten hinlinglich
charakterisiert, jede Trajektorie endet schlieBlich im stabilen Knoten (xs, ys). Und
ohne eine duBere Einwirkung wiirde sie dort bleiben.

Durch die duflere Einwirkung der Herzschrittmacherwelle wird y angehoben, bei
den von uns gewihlten Zahlenwerten auf ym,x = 0,5 (Abb. 10.6). Wihrend dieser
duBleren Einwirkung auf das System bleibt voriibergehend nur die x-Differenzialglei-
chung (10.1) aktiv. Solange die Herzschrittmacherwelle den Wert von y bestimmt,
ist die Differenzialgleichung (10.2) auBer Kraft. Das ist die erste Phase:

1. Phase (Kontraktion)
x bestimmt durch x = —kX(x, y),
Y —> Ymax durch duflere Einwirkung.

Das Systemverhalten in dieser ersten Phase ist in der Abb. 10.6 wiedergegeben.
Zunichst wird (x, y) aus der Ruhelage herausgezogen. Infolge des ziemlich ,,waage-
rechten Drucks® bleibt (x, y) noch in der Nédhe des rechten Astes von K. Sobald (x, y)
den instabilen Bereich von K erreicht (y hat hier seinen maximalen Wert noch nicht
angenommen) springt die Bewegung schnell zum linken dufleren Ast von K. Hier
erfolgt noch ein kleines Stiick langsamer Bewegung, bis mit dem maximalen Wert
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von ¥y = ymax die Kontraktion des Herzmuskels abgeschlossen ist. Siehe hierzu die
Abb. 10.6.
Wenn die duflere Einwirkung auf y endet, folgt die zweite Phase:

2. Phase (Entspannung)
x und y werden beide durch ihre Differenzialgleichungen bestimmt.

Die Trajektorie des ,,Riickwegs* gehorcht dem globalen Losungsverhalten, wie
es durch die beiden Differenzialgleichungen (10.1)/(10.2) definiert ist (Abb. 10.7).
Zusammen erkldren die Kontraktions- und die Entspannungsphase das qualitative
Bild von Abb. 10.4. Nachdem der Herzmuskel in der Herzpause eine kurze Zeit im
stabilen Gleichgewicht S verharrt, kann der Herzschlag mit dem Einsetzen der ersten
Phase erneut beginnen.

Wir haben nun die Dynamik der Herzbewegung im Wesentlichen erfasst. Das
Modell bietet aber noch mehr: Der Blutdruck b, bisher als konstant angenommen,
kann variiert werden. Fiir den Wert b = 1,5 dndert die Kurve K ihre Gestalt, die
Durchbiegung des Polynoms wird im Mittelteil grofer. Die Nullstellen des kubi-
schen Polynoms liegen jetzt bei x = 4+./3/2 = +1,225, die Extremwerte bei
(x,y) = (£0,707, £0,707). Die Zahlenwerte sind derart, dass das Maximum von
K, die ,,Schulter*, oberhalb des Niveaus ynmax liegt (Abb. 10.8). Im Verlauf der Herz-
schrittmacherwelle wird die Schulter nicht mehr erreicht und es erfolgt kein Sprung,
keine Kontraktion. Zu hoher Blutdruck bedeutet in diesem Modell ein Anheben der
Schulter von K iiber ymax hinaus, also

2 b
gb\/;> Ymax-

Abb.10.7 Zweite Phase: Entspannung des Herzmuskels
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Abb. 10.8 zu hoher Blutdruck: keine Kontraktion

2/3
3J3 /
b > T Ymax

kontrahiert der Herzmuskel nicht, er fiihrt nur eine sehr schwache Bewegung aus.
Fasst man b als kontinuierliche Variable auf, so wird durch

Fiir

4

O:X(x,y,b)=x3—bx+y

statt einer Kurve eine Fliche im dreidimensionalen (x, y,b)-Raum definiert
(Abb. 10.9). Uber einen Teilbereich der (y, b)-Ebene (in der Form eines Horns, cusp)
schieben sich Teile der Fliche tibereinander. Die Fiche kann als ,,Jangsame Mannig-
faltigkeit bezeichnet werden, entlang der Fliche ist die Bewegung in x-Richtung
langsam. Die Fldche hat zwei Kanten mit ,,senkrechter” Steigung; hier treten Spriinge
von der oberen Teilfliche auf die untere auf (und umgekehrt), entsprechend den
Abb. 10.5 und 10.6. Anhand dieser Flache von Abb. 10.9 kénnen verschiedene Arten
von Herzbewegungen erklirt werden:

bi:  Herzvorkammer, geringer Blutdruck, geringe Kontraktion;
by:  Hauptkammer, normaler Blutdruck, starke Kontraktion;
b3:  zu hoher Blutdruck, keine Kontraktion.

“bei den hier gewihlten willkiirlichen Zahlen.
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(x,5,b)=0

b konstant

Abb.10.9 , Cusp-Katastrophe, b variabel, Fliche X (x, y, b) = 0im (x, y, b)-Raum. (Quelle: R.
Seydel, R. Bulirsch: Vom Regenbogen zum Farbfernsehen. Springer 1986)

Unterhalb der kritischen Blutdruck-Grenze bewirkt ein hoherer Blutdruck einen kraf-
tigeren Herzschlag. Phinomene, die sich mit einer solchen Flidche beschreiben lassen,
heilen auch Cusp-Katastrophe.

Bisher haben wir qualitativ diskutiert, mit entweder schnellen oder mit langsa-
men Bewegungen. In Wirklichkeit haben die Losungen der Differenzialgleichungen
auch Ubergangsbereiche, keine explizit ,,waagerechte” Bewegung. Um diese rea—
listischeren Bewegungen zu sehen, haben wir das Differenzialgleichungs-System
numerisch integriert. Diese Illustration findet sich in der Abb. 10.10. Um die Bewe-
gung etwas weicher aussehen zu lassen, ist hier ein kleinerer Wert von k gewihlt,
k=10.
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Abb.10.10 (x, y)-Ebene. Drei numerisch berechnete Trajektorien (x(¢), y(¢)) und Losungen von
(10.1)/(10.2) fiir k = 10; Start jeweils im Bereich A. Schwarze Kurve K: die kubische Parabel
X (x,y) = 0. Stabile Gleichgewichtslage und Attraktor bei S. Die griine Trajektorie fiihrt keinen
vollen Herzschlag aus
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Nervenimpulse 1 1

Von dhnlicher Bedeutung wie Herzschlagmodelle sind Modelle, welche die Ausbrei-
tung von Nervenimpulsen beschreiben. Unter anderem dienen einige Nerven-
modelle auch der Beschreibung des Herzschlags, dann nidmlich, wenn angenom-
men wird, dass die mechanische Kontraktion einer Muskelfaser durch eine Nerven-
reizung ausgelost wird. Mathematisch werden Nervenimpulse meist mit partiellen
Differenzialgleichungen modelliert, deren Losung aufwendige numerische Metho-
den erfordern. Ein Prototyp ist das Modell von Hodgkin und Huxley. Unter zusétzli-
chen vereinfachenden Annahmen resultiert das Modell von FitzHugh. Letzteres wird
durch gewohnliche Differenzialgleichungen beschrieben, wir diskutieren es in der
vorliegenden Fallstudie.

Elektrische Spannungsschwankungen spielen fiir die Ausbreitung von Nerven-
impulsen eine wesentliche Rolle. Im Ruhezustand sind die Neuronen innen negativ
geladen. Dies wird insbesondere durch eine im Inneren im Vergleich zum AuBeren
niedrige Konzentration von Na™-Ionen verursacht. Ein entsprechendes Konzentra-
tionsgefille von Natrium von der dufleren zur inneren Seite der Nervenmembran,
erméglicht durch geringere Permeabilitit fiir Na™, wird durch Ionen-Pumpen auf-
recht erhalten. Im Falle einer Nervenreizung ,,6ffnet sich die Membran voriiberge-
hend (kurzzeitige hohe Nat-Permeabilitit) und lisst Na*-Ionen einstromen. Hier-
durch #ndert sich die Ladungsverteilung, und es flieSt ein Strom. Nach Absinken der
Na™-Permeabilitit nimmt im Inneren des Neurons die Nat-Konzentration ab und
es stellt sich erneut das Ruhepotenzial ein.

Dieser Wechsel von Depolarisation und Repolarisation, hier vereinfacht darge-
stellt, Iduft in wenigen Millisekunden ab, und kann als einzelne Schwingung des elek-
trischen Potenzials angesehen werden. Bei Andauern der Nervenreizung wiederholt
sich dieser Vorgang periodisch. Die Amplitude der Schwingung ist nicht proportio-
nal zur Intensitdt der Nervenreizung: Der Nerv spricht nicht an, wenn die Reizung
schwicher als ein gewisser Schwellenwert ist; hier bleibt das Potenzial stationdr
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Abb.11.1 Nerven-Reizung
bewirkt ein
Generatorpotenzial; dies
beeinflusst die Membran des
Axons, insbesondere die
Durchlassigkeit
(Aktivierbarkeit) fiir Ionen

Membranpotenzial x
Axom\ 1\ X1 tivierbarkeit y

\

Generatorpotenzial

\

Nervenzelle

Dendriten Reizung

auf seinem Ruhe-Niveau. Erst wenn die Nervenreizung diesen kritischen Schwel-
lenwert iiberschreitet, wird das Ruhepotenzial instabil, und es setzt die Schwingung
mit sprunghaft voller Amplitude ein (Spannungsschwankung etwa 100 mV).

In der folgenden Aufgabe wird ein solches Schwellenverhalten zwischen Ruhe
und (Ladungs-)Bewegung simuliert. Das Modell ist qualitativer Natur, die Zahlen-
werte lassen keine unmittelbare Deutung zu. Beim Grofenvergleich des Generator-
potenzials y ist zu bedenken, dass y negativ ist.' (Abb. 11.1).

Aufgabe
Erklidrung: Die Intensitdt der Nervenreizung bewirkt ein unterschiedliches Gene-
ratorpotenzial y in den Dendriten der Nervenzellen. Abhdngig von dem Wert des
Generatorpotenzials y kann das Membranpotenzial der Nervenfaser (Axon) zwei
Grundzustinde annehmen: Ist y grofier als ein Schwellenwert yo (yo < y < 0,
geringe Reizung), so ist das Membranpotenzial stationdr. Im Fall y < yg < 0 (Rei-
zung geniigend grof3?), so besteht das Membranpotenzial aus periodischen Impulsen.
Mathematisches Modell:
Das Potenzialverhalten von Nervenfasern wird qualitativ durch die Losungen der
Differenzialgleichungen

1
)&:3(y+x—§x3+y> (11.1)
g — .1 L (11.2)
Y3\ T 10T 10” '

'y > yo bedeutet demnach, dass der absolute Wert des Potenzials y schwdicher ist als |y
2 Allerdings sollte im betrachteten Modell |y | nicht zu groB sein, siche Abb. 11.2.
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beschrieben. Hierbei bedeuten

x(t) : Membranpotenzial zum Zeitpunkt t,
y(t) : Aktivierbarkeit der Nervenzelle,

y : Generatorpotenzial.
Aufgabe:

a) Man berechne die stationdren Losungen (Punkte (x, y) in der Phasenebene mit
X = y = 0) der Differenzialgleichungen in Abhdngigkeit von y. Welches ist ein
Schwellenwert yy, der Bereiche stabiler und instabiler stationdrer Punkte trennt?
(Hinweis: Es ist hier sinnvoll, y durch x auszudriicken.)

b) Man skizziere in einer (y, x)-Ebene die stationdren Punkte; hierbei markiere man
den instabilen Bereich.

Stabile Ruhelagen
Um die stationdren Punkte (xg, ys) des Systems zu berechnen, wird x = y = 0
gesetzt. Aus y = 0 folgt

7 5
:———x,
YT87 %
aus x = 0 ergibt sich
x3 x3+x 7
= — — X — [pp— — — =,
=3 VT3 TR

y(x) ist monoton (dy/dx = x? + ‘l‘ > (), also entspricht bei dieser Gleichung
jedem y-Wert ein eindeutiger x-Wert, berechenbar etwa mit dem Newton-Verfahren.
Damit ist implizit die stationdre Losung in Abhingigkeit vom Generatorpotenzial y
gegeben,

xXs = Xxs(¥),  ¥s = ys(¥).

Wir bleiben bei der bequemeren expliziten Darstellung

y(xs), ys = ys(xg).

Nachdem nun die Lage der stationédren Punkte bestimmt ist, folgt die Diskussion des
qualitativen Losungsverhaltens in der Umgebung von (y, xs, ys). Hierzu werden die
Eigenwerte der Matrix der Linearisierung benétigt. Das an einer stationédren Losung
linearisierte System lautet

¥\ . (3-3x2 3 X — Xg
v) T\ =173 =8/30) \y —y)"
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Die Eigenwerte A1, A» der Matrix

3a 3 o =1 _xz
—1/3-8/30) * T s

sind die Losungen der quadratischen Gleichung

0:(3a—,\)<—%—x)+1

=A2+A i—3ot + l—ia .
15 5

Man erhalt
1 4 1
)\.]225(3O[—E>:|:§\/A, mit
A 92 + 8 884
= 9« - — —.
5 225

Um den Typ der stationédren Losung zu bestimmen (A 2 reell oder komplex?), muss
die Vorzeichenverteilung der Diskriminante A untersucht werden. Die Nullstellen
von A sind

26 34
T TS
A < 0 bedeutet

34 , 26
——<a=1-x<—,
45 ; 45
19 ) 79
— x —
45 s 45

Demnach gibt es zwei Bereiche von xs, fiir welche wegen A < 0 die Eigenwerte
A1,2 komplex sind. Diese beiden Bereiche sind gegeben durch

19 79
= < Ixsl </ =
45 45

hier liegen also Strudel vor. Auerhalb dieser Bereiche sind die stationidren Punkte
Knoten. Entscheidend ist die Stabilitit, sie ist durch das Vorzeichen des Realteils
bestimmt. Die folgenden dquivalenten Umformungen kennzeichnen den Bereich der
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Stabilitidt fiir Strudelpunkte:

4
30 —— <0
15
4
a:l—x52<—
45
41
-
Y745

Die Zahlenwerte von Interesse’ sind

J/19/45 = 0,6498
V41745 = 0,9545
J79/45 = 1,325.

Zusammenfassend werden in der folgenden Aufstellung die 7 Bereiche von x;
mit unterschiedlichem qualitativen Verhalten aufgelistet:

|xs| < +/19/45 instabiler Knoten

V19/45 < |xg| < /41/45 instabiler Strudel
V41745 < |xg| < /79/45 stabiler Strudel

V19745 < |xg| stabiler Knoten

Nur fiir stabile stationdre Punkte ist das Membranpotenzial in Ruhelage. Die zur
Stabilitdtsgrenze xs2 = 41/45 gehorenden yp-Werte sind

x2 N 1\ 7 |-0,3465
= X. _— — —_ = =
W=%\374) 787 |-1.4035

Diese beiden Werte von yy sind die Schwellenwerte, an denen Stabilitit der Ruhelage
verloren geht oder gewonnen wird. Was tatséchlich passiert, werden wir unten sehen.
Fiir die Skizze der stationidren Punkte in der (y, x)-Ebene (Abb. 11.2) berticksich-
tigen wir, dass y (x) eine kubische Parabel mit Punktsymmetrie ist:
7 X x " .
J/+8— 3 +4—.y (x) mit
yH(=x) = —y*(x),

3wie immer, gerundet.
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1.5 T T T T T T T

0.5 i

_1 '5 1 1 1 1 1 1 1
-1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

Abb. 11.2 Die Werte des stationédren xg sind hier auf der senkrechten Achse aufgetragen iiber
der (waagerechten) y-Achse; rot: instabile stationdre Losungen, blau: stabile stationdre Losungen;
Kreuze: Hopf-Bifurkationspunkte. Aufgetragen sind die Resultate der Analyse; fiir die Anwendung
des Modells ist allerdings nur die rechte Hilfte relevant, fiir |y | nicht zu grof3

also liegt Punktsymmetrie zu (y, x) = (—7/8, 0) vor. In der Abb. 11.2 sind die bei-
den Schwellenwerte yp mit Kreuzen gekennzeichnet. Bezug zur Anwendung hat der
Wert y9 = —0,3465: Denn wenn kein Nervenreiz erfolgt, ist y = 0. Aufkommender
Nervenreiz bedeutet hier wachsendes negatives Potenzial, also ein y-Wert, der von
0 in Richtung -0,3465 driftet, und dariiber hinaus.*

Grenzzykel

Bisher haben wir die stationdren Punkte und ihr Stabilitdtsverhalten berechnet.
Losungen x (), y(¢) des nichtlinearen Differenzialgleichungssystems werden in den
Bereichen stabiler Ruhelagen (y > —0,3465, y < —1,4035) gegen die stationdren
Losungen konvergieren

x(t) = x5, y(&) = ys,
fiir wachsende + — oo. Im instabilen Bereich streben Losungen aus der Umgebung
der stationdren Punkte heraus. Im Folgenden soll der Frage nachgegangen werden,
wohin diese Trajektorien streben. Das wird am Ende dieses Kapitels mit numerischer
Simulation erforscht. Zunichst wollen wir nachweisen, dass Grenzzykel existieren.

4Auch wenn Werte y < —0,5 fiir die Nervenreiz-Interpretation des Modells vermutlich ohne
Belang sind, werden wir fiir die Analyse keine Einschriankung von y vornehmen.
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Wir schneiden aus der (x, y)-Ebene ein ,,grofes” Rechteck heraus (Abb. 11.3) und
untersuchen, in welcher Richtung Bahnkurven x(¢), y(¢) den Rand iiberqueren, von
auBen nach innen, oder umgekehrt. Das Rechteck, in dessen Inneren der stationire
Punkt liegen muss, setzen wir an als

R:={(x,y)| x| <A, [yl =B}

Fiir zum Beispiel A = 10, B = 20 werden die Vorzeichen von x, y an den vier
Randstiicken berechnet, jeweils fiir den Bereich

—1,4035 < y < —0,3465
instabiler Ruhelagen:

x=10, —20<y<20: x=3(y+10—-1000/34y) <0
x=-10, -20<y<20: x=3(y—10+1000/3+y)>0
—10<x<10, y=20: y=—(x—-0,7416)/3<0
—10<x<10, y=-20: y=—-(x—-0,7—16)/3 > 0.

Hier zeigt es sich, dass Trajektorien den Rand des gewihlten Rechtecks nur von auen
nach innen iiberqueren.’ Demnach miissen die vom stationiren Punkt wegstrebenden
Trajektorien in der Nihe bleiben. Schematisch ist dieser Sachverhalt in der Abb. 11.3
illustriert. Da es im farbig getonten Bereich keine weitere stationédre Losung gibt,
werden die Trajektorien gegen einen stabilen Grenzzykel konvergieren. Dies bedeutet
das Auftreten einer periodischen Losung, ohne dass eine duflere Einwirkung vorliegt.

o

p—

Abb. 11.3 in der (x, y)-Ebene: Grenzzykel (schematisch, in blau) zu (11.1)/(11.2). Die weifie
Kreisfliche stellt eine kleine Umgebung um die instabile stationédre Losung dar
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Abb. 11.4 Waagerechte Achse ¢, senkrechte Achse x: Membranpotenzial x(¢) (in blau). Ange-
nommenes Szenario: Fiir 0 < 7 < 10 bleibt x stationdr auf seinem stabilen Ruhepotenzial-Wert
fir y = —0,3. Ab ¢t = 10 veréndert sich das Generatorpotenzial y (griin) von —0,3 zu —0,4, und
iiberschreitet dabei den Schwellenwert yp = —0,3465. Als Folge beginnt das Membranpotenzial
plotzlich periodisch an zu ,.feuern”

Numerische Simulation

Nun wollen wir den Grenzzykel sehen. Mit einem numerischen Integrator® integrie-
ren wir das System (11.1)/(11.2), ausgehend von¢ = 0 mit passenden Anfangswerten
in der (x, y)-Phasenebene. Dabei simulieren wir die Realitiit insofern, als wir den
Nervenreiz erhohen. Fiir 0 < ¢ < 10 halten wir das Generatorpotenzial fest auf dem
Wert y = —0,3, fiir den nach unserer Analyse ein stabiler Ruhepunkt vorliegt, von
dem wir die Integration starten. Die (x(¢), y(#))-Antwort des Systems bestitigt die
Analyse: x und y bleiben auf diesem Niveau (Abb. 11.4). Danach, fiir 10 < ¢ < 15,
verstiarken wir den Nervenreiz, das heifit, wir verstirken y auf den Wert -0,4, also
in den Bereich, in dem die stationire Losung instabil ist. Und ganz plotzlich setzt
sprunghaft eine periodische Losung ein! Die Abb. 11.4 zeigt x (¢).

Das Rechteck kann viel kleiner gewihlt werden, eine Aufgabe fiir interessierte Leser!
Sbeispielsweise einfach ein Runge-Verfahren.
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Abb. 11.5 (x, y)-Phasenebene fiir y = —0,3: Trajektorien werden strudelférmig von der stabi-
len Ruhelage (blaues Kreuz) angezogen, eine Trajektorie ist gezeigt (in magenta) mit Startpunkt
(x, y) = (1,8, =0,5)

Bistabilitét

Jetzt fehlt noch eine Erkldrung, warum bei obigem Experiment die Losung (x(¢),
y(t)) so blitzartig die Struktur dndert, von Ruhe zu heftiger Schwankung des Mem-
branpotenzials. Dazu sei die Losungsstruktur untersucht, fiir konstanten Parameter
y im Bereich des Experiments von Abb. 11.4. Die Abbildungen 11.5 und 11.6 zeigen
Trajektorien fiir die Randpunkte der Simulation, also fiir y = —0,3 und y = —0,4.
Bei niherer Analyse stellt sich heraus, dass es in diesem y-Intervall einen sehr
schmalen Bereich gibt mit Bistabilitdt. Im Intervall

—0,34647 < y < —0,33685

existieren gleichzeitig ein stabiler Grenzzykel, ein stabiler Ruhepunkt, und dazwi-
schen eine instabile periodische Losung. Das wird in Abb. 11.7 exemplarisch fiir
den Parameterwert y = —0,337 gezeigt. Im Zusammenhang mit dem Vorlie-
gen der Bistabilitiit spricht man von einem harten Stabilititsverlust, und bei dem
Schwellenwert y = —0,34647 von einem Bifurkationspunkt, speziell ein Hopf-
Bifurkationspunkt. Bei dem harten Stabilitdtsverlust muss sich der Grenzzykel nicht
langsam aufbauen, sondern er existiert bereits in voller Grofle. Deswegen kann die
Trajektorie augenblicklich auf den Grenzzykel aufspringen, wie in der Abb. 11.4
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Abb.11.6 (x, y)-Phasenebene fiir y = —0,4: Ein stabiler Grenzzykel (blau), der instabile statio-
nire Punkt (rotes Kreuz), und drei Trajektorien (magenta), Umlaufsinn jeweils im Uhrzeigersinn.
Der stabile Grenzzykel wirkt sehr attraktiv auf die Trajektorien

gezeigt. Das entspricht dem bei Nervenimpulsen beobachteten Verhalten. Ist der
Nervenreiz kleiner als ein Schwellenwert (hier y > —0,34647), dann passiert
,nichts*. Bei Uberschreiten des Schwellenwertes (hier y < —0,34647) ist die
periodische Oszillation des Membranpotenzials sofort da mit voller Amplitude. Sol-
che Schwellenwerte’ (Bifurkationspunkte) spielen bei vielen Anwendungen eine
zentrale Rolle.

7In anderem Zusammenhang werden solche Umschlagpunkte auch Kipppunkte genannt.
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Abb.11.7 (x, y)-Phasenebene fiir y = —0,337. Eine instabile periodische Losung (in rot) trennt
die beiden Einzugsbereiche fiir Trajektorien, die gegen den Attraktor Ruhelage (blaues Kreuz) oder
gegen den Attraktor Grenzzykel (blaue Kurve) streben. Drei Trajektorien sind eingezeichnet (in
magenta), Bewegung jeweils im Uhrzeigersinn. Von der ,.innersten Trajektorie, welche gegen die
stabile Ruhelage strebt, ist fiir bessere Ubersicht nur ein Stiick eingetragen

Literatur

das urspriingliche Nervenmodell:

Hodgkin, A.L., Huxley, A.F.: A quantitative description of membrane current and its application to
conduction and excitation in nerve. J. Physiol. 117:500-544 (1952)

das hier verwendete vereinfachte Modell:

FitzHugh, R.: Impulses and physiological states in theoretical models of nerve membrane. Biophys.
J. 1:445-466 (1961)

zu Bifurkationen und Bistabilitdt, und zum Hodgkin&Huxley-Modell:

Seydel, R.: Practical Bifurcation and Stability Analysis. Third Edition. Interdisciplinary Applied
Mathematics, Bd.5, Springer, New York (2010)



®

Check for
updates

Populations-Dynamik 1 2

Die beiden Modelle zu Herzschlag und Nervenimpuls beschreiben dynamisches
Verhalten aufgrund von Gesetzen der Biologie und damit der Naturwissenschaften.
Modelle zur Dynamik von Populationen greifen eher auf Annahmen zu sozialem
Verhalten zuriick. Versucht man etwa, die Ausbreitung einer Epidemie zu modellie-
ren, so werden Kenntnisse iiber die Vermehrung von Viren ergénzt durch Hypothesen
zum Verhalten von Infizierten.

Dieses Kapitel beschreibt zundchst ein einfaches Modell einer Epidemie. Es
moge als Anregung dienen, damit zu experimentieren, die definierenden Gleichun-
gen geeignet zu modifizieren, Annahmen abzuschwichen und Daten anzupassen.
Der zweite Teil dieses Kapitels thematisiert den Einfluss von Werbung auf Wande-
rungsbewegungen. Als Beispiel modellieren wir Migrationsverhalten von Studieren-
den zwischen verschiedenen Studienrichtungen. Erkenntnisse, die durch Simulation

solcher Modelle gewonnen werden, sind typischerweise von qualitativer Art.

12.1 Ein einfaches Epidemie-Modell

Der Hintergrund des im Folgenden vorgestellten Modells ist eine Epidemie unter
Menschen, verursacht durch einen Virus. Die Anzahl der Infizierten zum Zeitpunkt ¢
sei als kontinuierliche Variable aufgefasst und mit x (¢) bezeichnet. Die Gesamtzahl
der Population x wird als konstant angenommen. Also sollte fiir das Modell

0<x(t)<x (12.1)

gelten. Der Ansteckungs-Mechanismus legt einen Zuwachs x = ‘(ij—’t‘ proportional zur
aktuellen Anzahl x nahe. Das bedeutet fiir die zeitliche Anderung von x ein exponen-
tielles Wachstum, mit X = @x fiir einen Parameter &. Allerdings kann exponentielles
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Wachstum wegen (12.1) nur lokal stattfinden, eine Sittigung ist zwingend. Eine
Modifikation des exponentiellen Wachstums vermittelt die logistische Gleichung

X =ax(x —x). (12.2)

Der Parameter « reprisentiert die Ansteckungsrate. Die Dynamik von (12.2) ist die
Grundlage fiir die folgenden Uberlegungen.

Zunichst normieren wir x auf eine Einheitspopulation mit x = 1. Um den grif-
figeren Prozentsatz zu verwenden, setze p := x - 100. Diskretisieren wir die Zeit ¢
mit Zeit-Abstinden At, und ersetzen x durch einen Differenzenquotienten, so ergibt
sich als erste Version eines groben diskreten Modells die Differenzengleichung

pt+ A1) —p@t)  «

—— = — p(t) (100 — p(2)). 12.3
7 100P()( p(0) (12.3)

Hier représentiert p(¢) den prozentualen Anteil der Infizierten zum Zeitpunkt . Um

die tigliche Anderung zu betrachten, setze At = 1. Dann wiirden nach (12.3) tiglich

- o
ap(t) == 100 p(1) (100 — p(1))
Prozent der Individuen angesteckt.

Dieser Ansatz ist noch zu grob. Denn die Infizierten gesunden wieder und sind
dann vielleicht immun. Wir nehmen als optimistisches Szenario an, dass alle Infi-
zierten wieder gesund werden, sagen wir nach 30 Tagen. Und die Genesenen seien
dann immun. Nach dieser optimistischen Annahme fallen a;(¢) := a;(t — 30) viele
Personen zum Zeitpunkt r wieder aus der Krankenbilanz heraus. Um die Immuni-
sierung zu beschreiben, sei noch die Variable g(¢) eingefiihrt, der Prozentsatz von
Gesunden, die noch infiziert werden konnen. Es gilt g(0) = 100 — p(0), dabei steht
t = 0 fiir ,,heute”. Da die Infizierten und die Genesenen aus der Dynamik wieder
herausfallen, verdndert sich a; zur Anzahl a; der tatséchlich Infizierten: Vor jedem
Iterationsschritt t — ¢t + At ist der Anteil der Infizierbaren

gt) =gt =1 —a1(t =1 (12.4)

fiir + > 0. Mit diesem g ist die Ansteckung

ay(t) = lg—o p() ((t) — p(©)) (12.5)

Prozent. Alles zusammen ergibt sich die Differenzengleichung

pt+1) =p@) + 1% p(0) (1) — p(®)) —ai(t —30). (12.6)
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Abb. 12.1 Die ,,Kurven” sind jeweils aus 300 Kreuzen zusammengesetzt, fiir 300 Tage. Fiir die
Rate o = 0,1 im Modell (12.6) zeigt die rote Kurve den Prozentsatz p(¢) der Infizierten, und die
griine Kurve den Prozentsatz g(¢) der Infizierbaren, r = 1, 2, ..., 300; Anfangsrate der Infizierten:
1%

Eine Simulation! des Modells (12.4)/(12.5)/(12.6) benotigt einen reprisentativen
Wert fiir die Rate «v. Konkrete Fallzahlen liegen zur Covid-19-Epidemie vor. Zum
Beispiel gab es an zwei aufeinanderfolgen Tagen xo = 28049 und x; = 31195
Infizierte. Aus diesen Daten lésst sich ein Schitzwert @ wie folgt gewinnen: Fiir die
lokale Annahme

x(t) = xo exp(at)
ergibt sich mit

_ 1o x(@)
a=—log—
t X0
fiir t = 1 der Wert @ = 0,1063. Das legt fiir einen numerischen Test den Wert
a = 0,1 als reprisentativ nahe. Die Dynamik der Abb.12.1 mit « = 0,1 zeigt
in der ersten Phase eine exponentielle Zunahme der Anzahl der Infizierten, und
nach zunehmender Immunisierung ein Abnehmen; das sieht qualitativ plausibel aus.
— Das obige einfache Modell hat Potenzial und l4dt zu Verfeinerungen und zum
Experimentieren ein.

I Simulation bedeutet eine numerische Auswertung der Modellgleichung mit dem Ziel, Erkennt-
nisse zu gewinnen.
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12.2 Modell einer Verteilung von Studierenden

Die Dynamik von Populationen spielt eine immense Rolle auch in gesellschaftlichen
Stromungen. Als Beispiel betrachten wir Migration an einer Universitit: Hinsichtlich
der Wahl von Studienfichern, konzentrieren sich Studierende héufig auf beliebtere
Themen und lassen andere Studienrichtungen ,links* liegen. Die Griinde kénnen
vielfiltig sein, wie Anwendungsnihe des Fachs, sympathische Dozenten, Meinung
Anderer oder Hohe der Anspriiche. Entscheidungen werden beeinflusst durch Kom-
munikationsverhalten, Marktmechanismen wie Werbung, erkannte Risiken und Psy-
chologie. Im Folgenden diskutieren wir ein entsprechendes Modell.

Das Modell

Ein Studienfach biete zwei Optionen der Spezialisierung an. Die Anzahl der Studie-
renden von Option 1 zum Zeitpunkt ¢ sei X (¢), und derjenigen von Option 2 sei mit
X5 (t) bezeichnet. Die Studierenden der jeweiligen Gruppe stehen im Austausch und
kommunizieren die jeweiligen Vor- und Nachteile der beiden Optionen. Im Laufe der
Zeit konnen Wanderungsbewegungen stattfinden, etwa von Option 1 zu Option 2. Die
Verinderung von X; () (i = 1, 2) in einem Zeitintervall A¢ sei mit AX; bezeichnet.
Die Migration von der X|-Gruppe zur X»-Gruppe von Individuen ist ¢ X, wobei ¢
die Wirkung der Kommunikation oder Werbung widerspiegelt, also ¢ = a(¢) X5 (¢)
fiir ein geeignetes a. Damit ist der Ubergang von X zu X, durch einen nichtlinearen
Term a(t)X(t) X2 () beschrieben. Der Faktor a(¢) misst die Kontaktrate und den
Effekt von Kommunikation und Werbung.

Durch neu hinzukommende Studenten und durch erfolgreiche Abschlusspriifun-
gen dndert sich die Anzahl der Individuen. Die Anzahl der im Zeitintervall A¢ Hin-
zukommenden seien mit A bezeichnet, als konstant angenommen, und die Raten der
erfolgreichen Abschliisse seien di und d,. Zusitzlich verabreden wir, dass Neuzu-
ginge nur die Option 1 wihlen konnen, und die Wahlmoglichkeit von Option 2 (etwa
ein Vertiefungsfach) erst zu einem spiteren Zeitpunkt moglich ist.” Natiirlich konnen
Studierende von Option 2 enttiduscht sein und zu Option 1 zuriickkehren. Die Riick-
flussrate bezeichnen wir mit 8. Damit ist das Modell durch die beiden folgenden
Gleichungen beschrieben:

AXp = Xi(tj41) — X1(tj) = A —a(t;)) X (1)) Xo(t)) + BX2(tj) — d1 X1 (2))
AXy = Xo(tj11) — Xo(t)) = a(tj) X1(tj) X2(tj) — BX2(tj) — daXa(t)).
(12.7)
Zuginge und Abginge erfolgen zu diskreten Zeitpunkten ¢, j = 0,1,2, .., etwa
semesterweise. So kann ¢; das Ende des j-ten Semesters und den Anfang des (j +1)-
ten Semesters meinen, und At die Dauer eines Semesters. Die Iteration zu (12.7)

ZMotivation: X1 kénnte zum Beispiel die Menge aller Mathematik-Studenten an einer Universitiit
reprasentieren, vor und nach dem Bachelor, und X die Anzahl derjenigen, die nach dem Bachelor
in ein anderes Fach wechseln.
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Abb. 12.2 Schematischer Aufbau des Modells (12.7)
ist
X,-(lj+1) = X,'(tj) + AXi(tj), firi=1,2und j =0,1,....

Fiir X, X» sind einige Restriktionen zu beriicksichtigen. So ist natiirlich
X1(t) =0, X2(1) =0 (12.8)

zu fordern. Zum Studium von Option 2 seien nur Bachelor-Absolventen zugelassen.
Wenn y X (¢) den Anteil der Studierenden bezeichnet, die zu Option 2 wechseln
diirfen, dann haben wir fiir die Migration zu X, die weitere Beschriankung

a®)X1(HX2(1) =y X1(0). (12.9)
Die Abb. 12.2 fasst das Modell symbolisch zusammen.

Technische Annahmen

Zur einfacheren Beurteilung von Konvergenz seien kontinuierliche Anzahlen ange-
nommen, X; € R. Uber a(¢) haben wir noch nicht verfiigt. Es gelte a(t ) =0, und
fiir einen maximalen Wert amax gelte a(?;) < amax. Wir setzenkonstant a(#;) = dmax
wenn die Schranken (12.8) und (12.9) nicht aktiv sind. Um fiir numerische Expe-
rimente realistische Zahlen zu erhalten, gehen wir von 10 Semestern als mittlere
Studiendauer aus (d; = 0,1), und nehmen ungefihr drei Semester an fiir einen
erfolgreichen Abschluss der Option 2 (d; = 0,3). Der Anteil der graduierten Stu-
denten sei 40 %; die Konstante g wird willkiirlich gesetzt. Die gewihlten Parameter
sind

di=0,1,d =03, y=04 =01 (12.10)

Diese willkiirlich gesetzten Zahlen dienen nur zur Illustration. Frei sind noch die
Parameter A und apax.

Einige Experimente

Bezeichnung auch kiirzer: y{ := X;(t;), yJ := Xa(t;). Als Startwert wihlen wir
X1(tg) = 200, X7(t9) = 20, und iterieren (12.7) liber 40 Semester, fiir die Wahl
A = 50, a = 0,002. Die zeitliche Abfolge X (¢) und X»(¢) aus dieser Simulation
istin Abb. 12.3 wiedergegeben; Abb. 12.4 zeigt das zugehorige (X1, X»)-Phasendia-
gramm. Man erkennt, dass sich die Anzahlen der Studierenden der Option 1 und der
Option 2 zunéchst stark dndern, und dann in eine stationére Situation einschwenken
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Abb. 12.3 Tteration von (12.7), yi(t;) (X1, rot), y2(t;) (X2, blau), jeweils iiber 40 Semester,
j=1,...,40,fir A =50, a = 0,002. Die Werte konvergieren gegen stationire Lagen

mit konstanten X1, X;. Fiirden Werta = 0,002 sind die Schranken (12.8) und (12.9)
nicht aktiv. Wihlt man grofere Werte von a, wird die Schranke (12.9) wichtig.

Fixpunkte

Interessant ist das Verhalten der stationdren Lagen fiir verschiedene Werte der Para-
meter a und A. Fiir die durch (12.7) vermittelte Abbildung sind die stationédren Werte
Fixpunkte. Diese lassen sich durch einfache Handrechnung ermitteln: Fixpunkte
ergeben sich, wenn die Werte AX in (12.7) verschwinden. Hier gibt es zwei Fix-
punkte. Ein Fixpunkt ist

Xi1=—, Xp=0; (12.11)
der andere fiir X, # 0 ist

X = prd Xzzi(x—d—l(ﬁerz)). (12.12)
a d> a

Beide Fixpunkte sind Funktionen des Parameters A. Offensichtlich gilt fiir den spe-
ziellen Parameterwert

d
Ao o= El(ﬂ +dy),
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Abb. 12.4 Tteration von (12.7), Phasen-Diagramm der (y{ , yé- )-Werte fiir j = 0,1, ...,40 und
A =50, a = 0,002. Start bei (y), y9) = (200, 20)

dass beide Fixpunkte identisch sind.’

Eine Stabilitdtsanalyse basiert auf der Jacobi-Matrix zur Abbildung (12.7)

7= —aXy,—d;y —aX(+ B
B aXy aX1—B—-dy)"

Den ersten Fixpunkt eingesetzt, ergibt

J_ —d aﬁ i .
0 d—l()\ — Q)
Die Diagonalelemente einer Dreiecksmatrix sind ihre Eigenwerte. Hier sind die

Eigenwerte fiir A < Ao negativ. Dies zeigt, dass der Fixpunkt (12.11) mit X, = 0
stabil ist fiir A < Ag. Umgekehrt ist der Fixpunkt (12.12) stabil fiir A > Ag .

Diskussion
Zur Diskussion sei auf die Bedeutung der Variablen hingewiesen: X, = 0 bedeutet,

3eine Bifurkation.
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dass es keine Studierenden gibt fiir Option 2. Um diese Studienrichtung zu erhalten,
muss die Zahl der Studienanfinger A groBer sein als der Schwellenwert Ag. Damit
der Schwellenwert nicht zu grof3 wird und

d
A > (B +da) (12.13)
bleiben kann, bieten sich (auBer der Erhhung von 1) die folgenden Mainahmen an:

e die Kommunikation verbessern (a vergroflern), oder
e die Bedingungen der Option 2 verbessern (damit 8 kleiner wird), oder
e weniger Abschliisse (d verringern).

Anschaulich sind solche Maflnahmen naheliegend, aber hier folgen diese qualita-
tiven Schliisse aus der Stabilititsanalyse und dem Bemiihen, 1o klein zu halten.
Bemerkenswert ist die Existenz eines Schwellenwertes Ag.

Von Interesse ist noch die Frage, ob beliebig hohe Ausgaben fiir Werbung etwas
niitzen, wenn also a sehr grof} ist. In diesem Fall ist die Beschrinkung (12.9) aktiv,
und a X1 X7 = y X kann in die GI. (12.7) eingesetzt werden. Direkt folgt die ,,Rand-
I6sung” X» = % Durch weitere Umformungen erhilt man eine Beziehung zwischen
a und A, sodass der ,.freie“ Zweig (12.12) die Randlosung X, = % trifft. Das
Kriterium ist

ak = Bdy + ydy + dvds.
Im Hinblick auf die Forderung (12.13) beschrinkt dies den freien Zweig (12.12) auf
das Intervall
di(B+dr) <ak <di(B+dr) +yda.

Folglich niitzt es hier nichts, die Ausgaben fiir Werbung a beliebig zu steigern. Fiir
die gewihlten Parameterwerte (12.10) und a = 0,002 folgt aus diesen Ungleichun-
gen das Intervall 20 < A < 80, der Schwellenwert ist 20. Eine Simulation mit
beispielsweise A = 15 Studienanfidngern bestitigt die Analyse: Der Studiengang der
Option 2 stirbt aus, X, konvergiert gegen 0.

Literatur
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Schwingungsverhalten eines 1 3

Oszillators

Elektrische Schwingkreise konnen mit Hilfe geeigneter Riickkopplungs-Schaltungen
entdimpft werden. Auf diese Weise lassen sich periodische Spannungsschwan-
kungen konstanter Amplitude erzeugen. Ein Beispiel einer solchen elektrischen
Schaltung zeigt die Abb. 13.1. Die Schwingung im LCR-KTreis steuert mit der Riick-
kopplung iiber die Induktivitit L selbst die Energiezufuhr, und es kann eine selbst-
erregte Schwingung entstehen.

Ahnlich wie bei den Nervenimpulsen konnen diese Wechselspannungen durch
eine nichtlineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung beschrieben werden. Wih-
rend wir in der vorigen Fallstudie die zugehorigen periodischen Losungen numerisch
berechnet haben, wollen wir hier mit einer analytischen Methode eine Niherung fiir
die Wechselspannung konstruieren. — Die folgende Aufgabe kann bereits bei Kennt-
nis der Bernoullischen Differenzialgleichung (bzw. Trennung der Variablen) gelost
werden; die zugrunde liegende Niherungsmethode wird hinterher erldutert.

Aufgabe 1

Ein LCR-Schwingkreis ist an ein Riickkopplungsnetzwerk mit Verstdrker angeschlos-
sen. Die Spannung U dieses selbsterregten Oszillators geniige der Differenzialglei-
chung

LCU + RCU + U = UCS exp(—U?), (13.1)

dabei ist der Parameter S die Steilheit. Man berechne die Oszillatorkreisfrequenz
w = 2 v und untersuche das qualitative Verhalten des Oszillators wie folgt:

a) Man setze

U(t) = A(t) - cos wt (13.2)

und berechne U bzw. U . Fiir den technisch interessanten Full ist es gestattet,
bei U das Glied mit A und bei U das Glied mit A zu vernachlissigen. Mit
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Abb.13.1 Schaltung eines LCR-Schwingkreises mit Ohmschem Widerstand R, Induktivitit L und
Kapazitit C, und durch Riickkopplung tiber einen Transistor gesteuerte Energiezufuhr

diesen Ausdriicken fiir U, U,U gehe man in (13.1) ein (hierbei ist es zuldssig,
2
exp(—U?) durch die Niiherung 1 — AT zu ersetzen) und zeige, dass wegen der

linearen Unabhdingigkeit von sin wt und cos wt

1

e

sein muss, und dass A(t) der folgenden Differenzialgleichung geniigt:

. S—R S 3
A=— - A—— . A", (13.3)
2L 8L
b) Man bestimme die Losung A(t) mit A(0) = Ag > 0.
¢) Man bestimme llim A(t) und unterscheide dabei die Fille S < R,S = R, S > R.
—00
Wie grof3 muss S gewdhlt werden, damit der Oszillator stabil schwingt?
d) Essei S =100, L = 4, C = 10~*. Man skizziere U (1) fiir 0 < ¢t < 7 in den drei
Fillen

(@) R=96, Ag=2/3
(B) R=96, Ag = 1/4
(y) R=104, Ag=1/2

Methode der langsam verinderlichen Amplitude

Der Losungsvorschlag zu dieser Aufgabe beruht auf der ,,Methode der langsam ver-
dnderlichen Amplitude’ nach Van der Pol. Bei der autonomen Differenzialgleichung
(13.1) geniigt es, die Spannung U (¢) in (13.2) als Produkt aus Amplitude A und
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Oszillation cos wt anzusetzen.! A oszilliert im Vergleich zu cos wt kaum, also sind
A und A klein in Relation zu A und w. Konkret sei Folgendes angenommen:

Al < |Alo und |A] < |Alw?.
Daher konnen die Ableitungen

U = Acoswt — wA sin wt

U = Acoswt — 2wA sin wt — w? A cos wt
vereinfacht werden zu

—wA sin wt

—2wA sin wt — w?A cos wt, (13.4)

U ~
U ~

ohne dass eine wesentliche Ungenauigkeit eingeschleppt wird. Ist man nur an dem
asymptotischen Verhalten des Oszillators interessiert, so kann man hier bereits A = 0
setzen, und damit die folgende Rechnung verkiirzen. Da wir am Einschwingverhalten
interessiert sind, verwenden wir die vereinfachten Ausdriicke aus (13.4) fiir U und
U mit A # 0 und setzen sie zusammen mit (13.2) in die Differenzialgleichung ein.
Es ergibt sich

— LC2wAsinwt — LCw* A cos wt — RCwA sin wt + A cos wt
= —SCwA sinwr - exp(—A? cos’ wr). (13.5)
Diese Gleichung ist von der Form
a(t)sinwt + B(t) coswt = f(sin wt, cos wt)
mit einer nichtlinearen Funktion f auf der rechten Seite.
Die Konstruktion einer Ndherung geschieht in der folgenden Weise: Die rechte
Seite f wird in eine Fourier-Reihe entwickelt,

f(t) = a; sinwt 4+ as sin 2wt + a3z sin 3wt + ...

(cos-Terme entfallen, da f ungerade ist.) Nach Vernachléssigung der Oberschwin-
gungen wird f ersetzt durch f,

f@) = f(t) ‘= ap sinwt.

Durch anschlielenden Vergleich der Sinus-Terme wird eine Differenzialgleichung
gewonnen, welche die Amplitude ndherungsweise beschreibt.

1Allgemein U(t) = A(t) cos wt + B(t) sin wt. Wegen der fehlenden expliziten Zeitabhidngigkeit in
(13.1) braucht die Phase und damit der Sinus-Term nicht beriicksichtigt zu werden.
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Nun die Ausfiihrung dieser Niherung: Mit Hilfe der Potenzreihe der Exponen-
tialfunktion erhdlt man

1
f(t) = —SCwAsinot - (1 — A> cos® wt + §A4 costwt F..).

Bei kleinen Amplituden A nehmen die Terme der Reihe rasch ab. Fiir den zweiten
Term dieser Reihe formen wir um:

sin wt cos® wt = sin wt — sin’ wt

1
sin wt — 4_1(3 sin wt — sin 3wt)

1 1
= 2 sin wt + 1 sin 3wt.

Damit lautet die Reihe fiir f
. 3 I . 3 1. 5
f(@) =—-SCwAsinwt + SCwA 1 sinwt + SCwA 1 sin3wt + A7 - (...).

Fiir A2 « 1 leistet der letzte (A”)-Term keinen wesentlichen Beitrag, man kann ihn
ohne weiteres Kopfzerbrechen vernachlidssigen. Gravierender konnte sich auswir-
ken, dass wir auch den Oberschwingungsterm A3 sin 3wt streichen. Es wird spiiter
zu priifen sein, wie sich die bisher getroffenen mutigen Annahmen und Vernachlis-
sigungen auswirken! Zunichst setzen wir also fiir die rechte Seite der Gl. (13.5) den
Ausdruck

3 1
f(t) = —SCwAsinwt + SCwA> i sin wt.

Die so aus (13.5) durch Vereinfachungen erhaltene Beziehung ist von der Form

a(t)sinwt + b(t)coswt =0 (13.6)

. 1
a(t) = —LC2wA — RCwA + SCwA — SchA3
b(t) = —LCw*A + A.

Da die Gl. (13.6) fiir alle Zeiten ¢ gilt, muss fiir die niederfrequenten Faktoren a und
b

a=b=0

gelten. Aus a = 0 gewinnt man die Differenzialgleichung (13.3) fiir die Amplitude

. S—R S
A=A 2 A
2L 8L



13 Schwingungsverhalten eines Oszillators 135

aus b = 0 die Frequenz des Schwingkreises

w =

1
JVLC

Losung der Differenzialgleichung
Die Differenzialgleichung 1. Ordnung (13.3) fiir A ist eine Bernoulli-Differenzial-
gleichung, hier hilft (Trennung der Variablen oder) die Substitution

A=z172

weiter. Differenzieren dieser Relation nach ¢ und Einsetzen liefert eine lineare Dif-
ferenzialgleichung fiir z,

S—R__ S
L T ar

Die Losung der homogenen Differenzialgleichung von (13.7) ist

(t)=D SR,

= Dexp| —

U] p I

mit einer Konstanten D. Variation der Konstanten mit dem Ansatz

z(t) = v(t) exp (—S z Rr)

ergibt nach Differenzieren und Einsetzen (fiir S # R)

oS (S—Rt)+D
WL —R P ’

und als Losung der Hilfs-Differenzialgleichung (13.7)

L SR,
Z()_4(S—R)+ exp(— 7 )

Nach Riicksubstitution erhélt man fiir die Amplitude

a8 b S—R\1'?
o=l ()]

Die Integrationskonstante D hiangt ab vom Anfangswert zur Zeitt = 0

-1/2
+D) ,

Z+

(13.7)

S
w=10= (5w
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es gilt also
1 S
A2 AS-R)

Damit ist fiir den Fall S # R die Losung des Anfangswertproblems berechnet. Es
bleibt der Fall S = R zu untersuchen, hier lautet die Differenzialgleichung

. S 3
A=——A%
8L

Trennung der Variablen und Integration ergibt

1S
— =-—t+D, mitD=—,
a2 -ar't ' A}

—1/2
AQ) = St+1
S \4L A2 '

Hiermit ist die Differenzialgleichung gelost. Wir fassen die erhaltene Néherung fiir
U zusammen:

also

U@t) := A(t)cos(\/[{_ct> (13.8)
mit
S 1112
Alt) = [Et + A—%] fiir S = R,
1 S S—R \1-1/2 .

Statt U schreiben wir vereinfachend U, auch wenn die Funktion in (13.8) auf Grund
der getroffenen Vereinfachungen nicht die exakte Losung der Differenzialgleichung
(13.1) ist. Die Abweichung zur Niherung wird unten untersucht.

Asymptotisches Verhalten

Diese Niherung U (¢) von (13.8) charakterisiert einen Oszillator mit Kapazitit C,
Induktivitdt L, Widerstand R und Steilheit S. Kapazitit und Induktivitit wirken
sich nur auf die Frequenz aus, wihrend R und S das asymptotische Verhalten des
Oszillators bestimmen. Wenn, nach Ablauf des transienten Einschwingvorgangs, die
Amplitude bei einem konstanten Wert # 0 verharrt, dann schwingt der Sender stabil.
Zu untersuchen ist also der Grenzwert

lim A(t)
—00
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Tab. 13.1 Werte der Amplitude A(z) fiir verschiedene Werte von 7 in den Fillen (), (B), (y) der
Aufgabe 1

0 /4 /2 b4
Fall (o) 0,67 0,48 0,43 0,406
Fall (8) 0,25 0,31 0,35 0,387
Fall (y) 0,50 0,25 0,15 0,066

fiir verschiedene Kombinationen von Widerstand R und Steilheit S. Fiir
R = S und fir R > § verschwindet die Amplitude nach einiger Zeit. Nur fiir

R < S gilt
S—R
lim exp (— t) =0
t—00 L

lim A(t) =,/M > 0.
t—00 S

Demnach schwingt der Oszillator stabil nur fiir R < S.

Einige Zahlenbeispiele sollen das Oszillatorverhalten verdeutlichen. Fiir die drei
in der Aufgabe angegebenen Zahlenkombinationen lauten die zugehorigen Schwin-
gungen

und deshalb

2 cos 50t

V25 — 16exp(—t)

2 cos 50t

V25 + 39 exp(—t)

2 cos 50t

V=25 +4lexp(r)

(@ U@ =

B UQ@=

) U@ =

Die Nullstellen der Schwingungen sind

T 3 5w

f=—, —,
100" 100" 100

Einige Zahlenwerte fiir die Amplitude (=Einhiillende) konnen der Tab.13.1 ent-
nommen werden. Die Abb. 13.2 und 13.3 zeigen das Schwingungsverhalten in den
Fillen (o) und (B). Im Fall (y) (Abb. 13.4) lauft die Schwingung aus, hier waren R
oder S nicht ,richtig” gewihlt. Diese Abbildungen zeigen jeweils transiente Phasen,
nidmlich das (hier langsame) Einschwingen zum asymptotischen Attraktor.
Abschliefend soll untersucht werden, wie gut die verwendete Ndherungsmethode
die wirkliche Losung approximiert. Zu diesem Zweck wird durch numerische Inte-
gration der Differenzialgleichung (13.1) eine Losung mit hoher Genauigkeit berech-
net (Fall («), Anfangswert U(0) = Ap = 2/3, U(0) = 0). In der Abb.13.5 ist
sowohl die Ndherung (13.8) als auch die Integration des Anfangswertproblemes fiir
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0.6 | b

0.2 f

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Abb. 13.2 Waagerechte Achse ¢, senkrechte Achse U: U(¢) im Fall (x): R = 96, Ay = 2/3;
Konvergenz gegen die periodische Oszillation % cos 50¢

0.6 [ ]

04 r 1

0.2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Abb. 13.3 U(¢) im Fall (8): R = 96, Ay = 1/4; Konvergenz gegen die periodische Oszillation
2
5 cos 50¢
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0.6 1

04 | 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Abb.13.4 U(¢) imFall (y): R = 104, Ap = 1/2; Konvergenz gegen die stationire Losung U = 0

0 0.05 0.1 0.15 0.2

Abb. 13.5 Vergleich zweier Niherungen fiir U(¢) im Fall («): in rot die analytische Niherung
(13.8); in blau eine genaue numerische Niherung
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0 <t < 0,2 wiedergegeben. Ein Vergleich zeigt, dass die Ndherungsmethode trotz
der mutigen Annahmen gute Resultate geliefert hat.

Stabilitiit

Bei dem bisherigen Vorgehen wurde nach der Methode der langsam verédnderlichen
Amplitude eine Nidherungslosung der Differenzialgleichung (13.1) berechnet. Die
anschlieBend durchgefiihrten Uberlegungen zur Stabilitit sollen nun mit anderen
Methoden unter einem anderen Blickwinkel wiederholt werden.

Aufgabe 2
Gegeben ist die Differenzialgleichung des selbsterregten Oszillators

LCU + RCU + U = SCU exp(—U?).

a) Man forme die Differenzialgleichung um in ein System von Differenzialgleichun-
gen 1. Ordnung und ermittle eventuelle stationdre Punkte.

b) Man untersuche mogliche stationdre Punkte auf Stabilitdt und vergleiche das
Resultat mit der vorigen Aufgabe.

Setztman V := U , so erhilt man wegen V = U das System von zwei Differen-
zialgleichungen 1. Ordnung

Uu=v
V=—Vexp(-U")——=V—-—U.
L L LC

Nur fiir U = V = 0gilt U = V = 0, d.h. einziger stationirer Punkt des Systems ist
(Us, Vs) = (0,0).

Um das Losungsverhalten in der Umgebung des stationidren Punktes zu studieren,
wird das System linearisiert. Die partiellen Ableitungen der zweiten Differenzial-
gleichung nach U und V sind

S( 2U) V exp(—=U?) !
L P LC

und
—exp(=U") — —.
7 &xP(=U% — -
Den stationédren Punkt eingesetzt, hat man

y 0 1
<U> = ( 1 S_R> (g) + Terme hoherer Ordnung.
4 —Ic T
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Abb. 13.6 Phasen-Portriit mit Trajektorien-Stiicken in der (U, V)-Ebene fiir R < S: der Fall ()
in magenta startet von (2/3, 0) und windet sich nach innen, und (8) ebenfalls in magenta startet
von (1/4, 0) und windet sich nach auien gegen den eingezeichneten stabilen Grenzzykel (U, V) =
(% cos 507, —20sin 50¢) (in blau). Eingezeichnet ist auch die instabile Ruhelage (U, V) = (0, 0)

Die Eigenwerte A1, A» der Matrix sind durch die quadratische Gleichung

bestimmt,

1{S—R S—R\> 4
Ma2=x + - —
N ) L LC

Das Vorzeichen der Diskriminante

S—R\> 4
A=l—] ——
L LC
zeigt, welcher Typ von stationdrem Punkt vorliegt. Fiir A > 0 sind die Eigenwerte

reell und verschieden. Wegen L > 0, C > 0 gilt /A < |S — R|/L, also haben A,
und A gleiches Vorzeichen. Im Fall A > 0 ist (U, Vi) demnach ein Knoten.
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30 - 1

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Abb. 13.7 Phasen-Portrit in der (U, V)-Ebene: der Fall (y) mit R > S, Konvergenz gegen die
stabile Ruhelage (U, V) = (0, 0)

Fir A < Ound S # R liegt ein Strudel vor (A1, A konjugiert komplex). Die
entarteten Fille A = 0 (ausgearteter Knoten) und A < 0, S = R (Wirbel) lassen
wir hier unberiicksichtigt. Die Stabilitit hingt wiederum vom Vorzeichen von S — R
ab:

(0,0) stabil fir R > S
(0, 0) instabil fiir R < §

Vergleichen wir nun die Ergebnisse der beiden Vorgehensweisen bzw. Aufgaben.
Bei den gewihlten Zahlenwerten (A < 0) liegen Strudel vor. Auf den ersten Blick
scheinen sich die Stabilititsresultate zu widersprechen. Um Klarheit zu gewinnen,
zeichnen wir Phasendiagramme fiir R < S und R > S in den Abbildungen 13.6 und
13.7.

Fir R < § gibt es einen stabilen Grenzzykel und einen instabilen stationéren
Punkt (0, 0). Der Begriff der Stabilitit bezog sich also einmal auf den Grenzzykel,
das andere Mal auf die Ruhelage. Die Resultate beider Aufgaben erginzen sich. Im
Fall R > § ist die Ruhelage (U, V) = (0, 0) stabil, es gibt hier keinen stabilen
Grenzzykel.

Nun halten wir die Steilheit § = 100 fest und variieren den Ohmschen Wider-
stand R, und beobachten asymptotische Losungen. Bei dem Parameterwert R = S
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1 T T T T T

08 .
periodisch, stabil

0.6 [ i
04 g
02 i

0 instabile Ruhelage stabile Ruhelage

80 85 90 95 100 105 110

Abb.13.8 Grenzwert der Amplitude A iiber dem Parameter Ohmscher Widerstand R; Bifurkation:
weicher Stabilitédtsverlust an R = § = 100 (blau: stabile Losungen)

ereignet sich ein Strukturwechsel (Abb. 13.8). Fiir alle R gibt es eine stabile Losung
der Differenzialgleichung; fiir R > § ist die Losung stationdr, und fiir R < S ist
sie periodisch. Die Stabilitidt wechselt an R = S von dem einen Attraktor-Typ zum
anderen. Dieser Ubergang bei R = S ist stetig, bei fallendem R baut sich die Ampli-
tude der periodischen Losung erst langsam auf. Insofern handelt es sich hier um
einen weichen Stabilititsverlust der stationiren Losung.?

Literatur

Magnus, K.: Schwingungen. Teubner, Stuttgart (1976)

2im Gegensatz zum harten Stabilititsverlust bei Nervensignalen in Kap. 11, wo die Amplitude sofort
auf den vollen Wert sprang. Hier wie dort handelt es sich um eine Hopf-Bifurkation: die Geburt
einer periodischen Losung aus einer Ruhelage (Literatur am Ende von Kap. 11).
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Frequenzmodulation 1 4

Bei der Amplitudenmodulation (AM) wird die Amplitude eines Tragers moduliert,
Phase und Frequenz bleiben konstant. Die Frequenzmodulation (FM) dagegen hilt
die Amplitude konstant und variiert die Frequenz (bzw. die Phase), die Frequenz des
Triigers schwankt im Takt der Tonfrequenz. Ahnlich wie bei der Amplitudenmodu-
lation treten auch bei der Frequenzmodulation Seitenfrequenzen auf. Im FM-Fall
sind die Amplituden der Seitenbédnder durch Bessel-Funktionen bestimmt.

Bessel-Funktionen
Die Bessel-Funktionen J,,(x) fiirn = 0, 1, 2, ... sind definiert durch!

1 T
Jp(x) = —/ cos [xsint — nt]dt. (14.1)
T Jo
Aufgabe 1
a) Man zeige fiirn = 0, 1, 2, ... das Verschwinden der beiden folgenden Integrale:
1 T
—/ sin(x sint)sinntdt =0 fiir gerade n, (14.2)
T Jo
1 T
— / cos(xsint)cosntdt =0 fiir ungerade n. (14.3)
T Jo

b) Man zeige fiir J,(x) aus (14.1)

g
Ju(x) = % f sin(x sint) sin(nt)dt  fiir ungerade n,
On (14.4)
J(x) = %/ cos(x sint) cos(nt)dr fiir gerade n.
0

Bessel-Funktionen 1.Art; die Ordnung n darf auch ganzzahlig sein.
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Zunichst wird das Integral in (14.2) mit Hilfe der Substitution z = ¢t — % umgeformt
zu

1 (7% , TN . nmw

— sin (x sin(z + —)) sin (nz + —) dz.

T J_n/2 2 2

Fiir gerade n, n = 2m, erhilt man mit Hilfe der Additionstheoreme

1 /2
— / sin(x cos z) [sin2mz cosmm + 0]dz
T Jm/2

1 /2
= —(—l)m/ sin(x cos z) sinnzdz.
T —n/2

Der Integrand f(¢) := sin(x cos ) sin nt ist wegen
f(=1t) = sin(x cos(—t)) sin(—nt) = — f (1)

eine ungerade Funktion, demnach verschwindet fiir beliebige Integrationsgrenzen o
das Integral

o
/ sin(x cos t) sinnt dr = 0.
—o
Also gilt fiir geradzahlige n die GI.(14.2).

Das zweite Integral in (14.3) wird analog umgeformt, n ist hier ungerade, n =
2m + 1:

b
/ cos(x sin t) cos nt dt
0

7/2 T niw
= / cos (x sin(z + —)) cos (nz + —) dz
—n/2 2 2

/2 T
= f cos(x cos 2) [0 — sin ((2m + 1)z) sin ((2m + 1)—) ] dz
—n/2 2
T /2
= —sin(n—) - cos(x cosz) sinnzdz = 0.
2 —/2

Das Integral verschwindet, da wiederum der Integrand eine ungerade Funktion ist,
also gilt (14.3).
Die Beziehungen (14.4) fiir J,, (x) aus (14.1) folgen mit den Additionstheoremen
unter Verwendung von (14.2) und (14.3). Fiir weitere Eigenschaften der Bessel-
Funktion sei auf die Literatur verwiesen.

Frequenzmodulation

Die Modulation der Frequenz lésst sich in eine Modulation der Phase iiberfiihren,
diese zwei Arten von Modulation sind dquivalent. Mit der folgenden Aufgabe wird
das bei einer derartigen Modulation entstehende Frequenzgemisch berechnet.
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Aufgabe 2
Eine frequenzmodulierte Schwingung ist (vereinfacht) gegeben durch

S(t) =sin(Nt + asint).
Es bezeichnen

sin Nt : unmodulierte Senderwelle, N Trigerfrequenz (ganzzahlig)
sint : Beispiel einer modulierenden Schwingung (Frequenz 1)

o . Konstante (Modulationsindex)

Man zeige: Der Sender strahlt (theoretisch) alle Wellen der Frequenzen N + n,
n=0,1,2...aus.

Anleitung: Additionstheorem; Fourier-Entwicklung der Faktoren; Additionstheo-
reme in ,,umgekehrter” Richtung; man verwende die Bessel-Funktionen aus (14.4).

Anwendung des Additionstheorems der trigonometrischen Funktionen auf S(¢) =
sin(Nt 4 a sint) ergibt

S(t) = sin Nt cos(a sint) 4 cos Nt sin(« sint). (14.5)

Erinnert sei an die Fourier-Koeffizienten, oft mit a,, b, bezeichnet, fir v =
0,1,2,....Speziell wenn f(¢) eine gerade Funktion in ¢ ist, gilt

| 2 [T
ay = —f f@de, a, = —f f(@)cosvtder, b, =0 (v > 1), (14.6)
T Jo T Jo
und wenn f () ungerade ist:
2 T
ay=0 (v=>=0), b= —/ f@)sinvedr (v > 1). (14.7)
7 Jo

Zunichst wird in (14.5) der Faktor cos(« sint), eine gerade Funktion in ¢, in eine
Fourier-Reihe mit Koeffizienten

2 T
a, = — / cos(a sint) cos vt dt
T Jo

entwickelt, fir v = 1,2, ..., und analog ap = % f(;T f()dt. In dem Ausdruck fiir
a, erkennen wir die Bessel-Funktionen (14.4), es gilt

Jo() fallsv =0,
ay = 12J,(x) falls v gerade > 2,
0 falls v ungerade.

2Beim FM-Rundfunk ist N im MHz-Bereich und o im kHz-Bereich.
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Damit lautet die Fourier-Reihe
cos(a sint) = Jo(a) + 2J2(a) cos 2t + 2J4(a) cosdt + ...

Analog bestimmen sich die Koeffizienten der Fourier-Reihe der ungeraden Funktion
sin(a sint) in (14.5):

a, =0 fiiralle v
0 falls v gerade,

v =

|2/ falls v ungerade,
also

sin(a sint) = 2Jy(«) sint + 2J3(a) cos 3t + . ..

Setzt man die beiden Reihen zur Schwingung S zusammen, so ergibt sich

S(t) = Josin Nt + 2Jycos Nt sint + 2J,sin Nt cos 2t +
4+ 2J3cos Nt sin3t 4+ 2J4sin Nt cos4dt + ...,

die J, jeweils Funktionen vom Modulationsindex «. Die einzelnen Produkte lassen
sich aufspalten:

S(t) = Josin Nt + Jy [sin(1 — N)t + sin(N + 1)¢]
+ S [sin(N — 2)t + sin(N + 2)t ]
+ J3[sin(3 — N)t + sin(N + 3)¢ ]
+ Jy[sin(N — 4Dt +sin(N +Dt]+...

also

S(t) = Jo(a) sin Nt + Z Ji(@) [(=DPsin(N — i)t + sin(N +i)t]. (14.8)
i=1

Die Interpretation dieses Ausdrucks zeigt, dass im Signal S unendlich viele Frequen-
zen auftreten:

N+n, n=0,1,2,...

Eine frequenz- (oder phasen-) modulierte Schwingung ist also einem breiten Fre-
quenzband gleichwertig. Wihrend bei AM die Seitenbinder begrenzt sind, ist das
FM-Frequenzband theoretisch unendlich breit.

Die vorliegende Aufgabe 2 beschrinkt sich auf eine Tonfrequenz sinw? mit
o = 1. Fiir eine allgemeinere Tonfrequenz w treten die Frequenzen

N+nw, n=0,1,2,...
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Tab. 14.1 Wf.:rte der ) v 1,(2.2)

Bessel-Funktionen J, («) fiir

a = 2,2, jeweils nur fithrende 0 0,11036

Ziffern, nach Table 9.2 in 1 0,55596

Abramowitz and Stegun 2 0,39505

(1968) 3016233
4| 047647 107!
5| 0,10937 -107!
6| 020660 -1072
7| 033195.1073
8 0,46434 -10~*
9| 0575351073

auf. Wie im Kap. 4 beim Stereo-Rundfunk gesehen, nehmen in einem praktisch wich-
tigen Fall die Frequenzen w Werte bis 60kHz an. Wihrend sich bei der einfachen
Sinus-Modulation der Aufgabe 2 die Frequenzen symmetrisch um die Trigerfre-
quenz N verteilen, kann bei einem allgemeineren Frequenzgemisch die Symmetrie
ebenso wie die Liicken zwischen den Frequenzen verloren gehen.

Fiir die praktische Anwendung der FM-Modulation ist von wesentlicher Bedeu-
tung, wie schnell die zu den Seitenfrequenzen gehdrenden Amplituden abnehmen.
Der Sender-Kanalabstand bedingt eine Beschrinkung der Bandbreite der Seiten-
frequenzen, das heiflt, Frequenzen auferhalb dieser Bandbreite werden abgeschnit-
ten. Um zu sehen, wie sich diese Bandbreitenbeschrinkung auswirkt, miissen wir
die Amplituden (also die Bessel-Funktionen) niher in Augenschein nehmen. Die
Abnahme der Bessel-Funktionen ist an einem Zahlenbeispiel fiir = 2,2 in Tab. 14.1
demonstriert. Dieses Beispiel illustriert, dass die Bessel-Funktionen und damit die
Amplituden der Seitenfrequenzen sehr schnell abnehmen (siehe auch Abb. 14.1).
Diese starke Abnahme der Seitenfrequenzen ist wesentlich fiir die Ubertragungs-
qualitidt: Das Abschneiden der duflersten Frequenzen aufgrund der Beschrinkung
der Bandbreite des Senders wirkt sich praktisch nicht negativ aus.’> Nach (14.8)
bedeutet eine reduzierte Bandbreite das Ersetzen von S(¢) durch die abgebrochene
Reihe

K
Jo(a)sin Nt + Z Ji(@) [(=1) sin(N — i)t + sin(N +i)¢],
i=1

ein zu kleiner Wert von K fiihrt zu horbaren Verzerrungen.

3Ein zusitzliches Stutzen der Bandbreite im Empfinger aufgrund technischer Kompromisse ver-
schlechtert die Wiedergabequalitit.
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Abb. 14.1 Tllustration der Tab. 14.1: Auf der horizontalen Achse ist von den Frequenzen N £ n die
Zahl n aufgetragen, also entspricht die ,,0“ der Tridgerfrequenz N. Auf der vertikalen Achse sind
die Amplituden J,, aufgetragen. Die schnelle Abnahme der Amplituden der Seitenfrequenzen wird
deutlich
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Farbverschliisselung und PAL 1 5

Farbige Darstellung auf Bildschirmen ist ein zentrales Medium unserer Zeit. Beim
klassischen Fernsehen wurden kleine rote, griine und blaue Phosphorscheibchen
einer Bildrohre mit einem Elektronenstrahl zum Leuchten angeregt; neuere Plasma-
oder LED-Bildschirme verwenden kleine Leuchtstoffelemente oder Leuchtdioden.
Die Wirkung der farbigen Leuchtpunkte beruht auf dem Prinzip der additiven Farb-
mischung. Dieser physiologische Prozess im Gehirn mischt und summiert den visu-
ellen Eindruck der Grundfarben R (Rot), G (Griin), B (Blau; Abb.15.1) zu der
gewlinschten Farbempfindung. Schon vor mehr als 100 Jahren nutzten dies die Poin-
tillisten, eine Gruppe von Malern um Seurat: Mosaikartig gesetzte kleine Farbpunkte
aus wenigen Primirfarben erzeugen im Auge bei geniigend grofSem Betrachtungs-
abstand den gewiinschten Eindruck.

Aufnahmekameras erzeugen je einen Farbauszug in rot, griin und blau. Die ent-
sprechenden Signale, beim Fernsehen und bei Filmen von der Zeit ¢ abhiingig, seien
mit B(t), G(t), R(t) bezeichnet.! Aus diesen drei Farbausziigen wird ein Schwarz-
WeiB-Signal und eine kodierte Farbinformation gebildet. Die urspriingliche Intention
der Kodierung war Kompatibilitdt mit der alten Welt des Schwarz-Wei3-Fernsehens
und seinem NTSC-System.” Obwohl diese Kompatibilitit heute keine Rolle mehr
spielt, wird das Grundprinzip der Farbverschliisselung auch in der modernen digita-
len Welt verwendet, wie zum Beispiel in der Fotografie bei JPEG und bei MPEG.

Eine Forderung nach Kompatibilitit ist mathematisch eine Nebenbedingung,
unter der ein System zu optimieren ist. Die Sicherung der Kompatibilitdt zum
Schwarz-Wei-System (nach NTSC beim analogen Farbfernsehen), bei gleichzei-
tig hohem Anspruch an die Qualitdt der Farben, war eine groe Herausforderung.
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Abb. 15.1 wichtige Grundfarben: R (rot), G (griin), B (blau), C (cyan), M (magenta), Y (yel-
low/gelb); Mischfarben sind hier nicht gezeigt. RGB bilden die Grundlage fiir additive Farbmi-
schung, CMY fiir subtraktive Farbmischung. Der Winkel « spezifiziert den Farbton

Beim Fernsehen gab es mit dem PAL-System? einen genialen Fortschritt. Da PAL
aus mathematischer Sicht fasziniert, werden wir im letzten Teil dieses Kapitels auch
dem PAL-System einen angemessenen Raum geben, obwohl es kaum noch verwen-
det wird.

15.1 Farbverschliisselung

Die Ausfiihrungen dieses Abschnitts sind fiir digitale Farbfotografie und fiir Farb-
fernsehen von Bedeutung.

Vom RGB-Modell zum YUV-Modell

Das menschliche Auge ist besonders empfindlich fiir die Farbe Griin, weniger fiir Rot,
und noch weniger fiir Blau. Entsprechend den Empfindlichkeiten des Auges werden
die Daten R, G, B gewichtet, um hieraus das Leuchtdichte-Signal zu bilden. Beim
YUV-Modell ist das

Y(t) := 0,299 R(t) + 0,587 G(¢t) + 0,114 B(¢) (15.1)

3Phase Alternation Line
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bei anderen Modellen auch mit anderen Konstanten. Die Variable Y steht fiir die
Helligkeit des Bildes und liefert die Schwarz-WeiB-Information.* Da dieses Signal
Y fiir Schwarz-Wei-Fernsehgerite wegen der Kompatibilitit zum NTSC-System
ohnehin zu iibertragen war, braucht man nur noch zwei Signale zusétzlich, um im
Empfinger R, G, B zuriickzugewinnen.

Es bleibt das Problem, die Farbart und die Farbsittigung zu verschliisseln. In
Abb. 15.1 sind lediglich die sechs wichtigsten Grundfarben gezeigt. Wir denken
uns nun diese Grundfarben eingebettet in einen Ring mit allen Mischfarben. Dabei
ergeben die Primérfarben mit den Mischfarben einen kontinuierlichen Farbenkreis.
Jede Farbe kann dann mit der Angabe des Winkels o (Abb. 15.1) ausgewihlt werden.
Auch der Radius des Farbenkreises wird genutzt: er gibt die Farbsittigung an. So ist
fiir den Radius 0 die Farbe vollig entsittigt (weil}), fiir den vollen Radius liegt dagegen
100 %-ge Sittigung vor. So kann mit zwei Koordinaten U und V in einer gedachten
Farbebene eindeutig der Farbton (Winkel «) und die Farbsittigung (Vektorlinge
A/ U? + V?2) definiert werden. Man setzt fiir das YUV-Modell

U(t) := 0,493 (B(t) — Y(t)) und V(t):=0.877(R(t)—Y (1)  (15.2)

als die zwei Farbdifferenzsignale.’ Fiir eine Illustration der Signale U und V siehe
das Beispiel der Abb. 15.2 und 15.3.

Eine Abhingigkeit von der Zeit ¢ spielt fiir die folgenden Ausfiithrungen zur Digi-
talisierung keine Rolle. Es geniigt zundchst, wenn wir ein Pixel zu einem Zeitpunkt
betrachten und die Verschliisselung seiner Helligkeits- und Farbinformation.

In Matrix-Form geschrieben, lautet die Y U V -Transformation (15.1)/(15.2)

Y 0,299 0,587 0,114 R
U | =|-0,147407 —0,289391 0,436798 G|. (15.3)
Vv 0,614777 —0,514799 —0,099978 B

Die Dekodierung, also die Riicktransformation (im Empfinger), in Matrix-Form mit
der inversen Matrix geschrieben, ist

1
R 001 14 068%9 Y
G| = _0,49;3-0,587 ~0.877:0.587 U
B

1
1

I 5793 0 v (15.4)
10 114\ (Y
1
1

%

—0,394 —0,581 U
2,03 0 Vv

Mit obigem YUV-Modell arbeitet das Fernsehen. Auch die Verschliisselung des
PAL-Systems (unten beschrieben) arbeitet mit YUV. Die folgenden Ausfiihrungen

4 Luminanz, Lichtstirke. Die Bezeichnung Y in (15.1) hat nichts mit yellow zu tun. Die Konstanten
in (15.1) sind auf Kathodenstrahlrohren zugeschnitten.
3 Chrominanzsignale.
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Abb. 15.2 Ein Farbbild (Quelle: Autor). Die Schwarz-WeiB-Information (Y -Version nach (15.1))
ist in Abbildung 6.4 wiedergegeben; die U- und die V-Komponenten in Abb. 15.3

zur Skalierung sind fiir das PAL-System ohne Belang, aber wichtig fiir die Digitali-
sierung.

Skalierungen als Vorbereitung zur Digitalen Verarbeitung
Aufgrund der technischen Gegebenheiten der Aufnahmegerite ist von

0<R<1, 0<G<l1, 0<B<I1

auszugehen. Fiir die spétere Digitalisierung sollten auch die Y, U, V-Werte in geeig-
net normierten Bereichen liegen, zum Beispiel im Einheitsintervall [0, 1]. Dann hat
man die Diskretisierungsfehler besser in der Hand. Fiir eine Normierung sind Ska-
lierungen notwendig.

Zunichst werden die R, G, B-Werte der sogenannten Gamma-Korrektur unter-
worfen: Statt der drei Variablen R, G, B werden korrigierte R’, G’, B’ verwendet,
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;;

i

o

Abb. 15.3 Zu dem Farbbild von Abb. 15.2 die U- (links) und die V-Information (rechts) nach
(15.2)

wobei jede der drei Variablen R, G, B mit einer Potenzfunktion
x' = Xout = X},

transformiert wird; dabei steht x;, fiir jede der drei Variablen R, G, B.ImFall y = 1,
dem linearen Fall, dndert sich nichts. Der nichtlineare Fall y # 1 kann zur Aufhel-
lung oder Abdunklung des Bildes dienen. Bei der Riicktransformation im Empfanger
wird die inverse Transformation angewendet. Griinde fiir eine y-Korrektur liegen in
unterschiedlicher Intensitéits-Wahrnehmung fiir helle und dunkle Signale, und in den
Eigenschaften verschiedener Bildschirme. Aus den Eigenschaften der Potenzfunk-
tion folgt, dass auch nach Anwendung der y -Korrektur die resultierenden R’, G’, B’-
Werte im Einheitsintervall [0, 1] liegen:

0<R <1, 0<G'<1, 0<B <1. (15.5)
Was fiir Folgerungen hat diese Normierung fiir das Y, U, V-Signal?

Aufgabe 1 Fiir die Gleichung (15.3) nehme man den Zustand nach einer y-
Korrektur an: Die Werte im Vektor der der rechten Seite seien die R', G', B'-Werte,
alle im Intervall [0, 1].

a) In welchem Zahlenbereich liegen dann die Y-, U - und die V -Werte?
b) Wie kann man U und V skalieren, sodass sie in den Zahlenbereich des Intervalls
[-0,5, +0,5] gelangen?

Die GI. (15.3) besteht auf der rechten Seite aus drei Skalarprodukten. Das erste
ist

Y ' =0,299R +0,587G" + 0,114 B'.
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Die Verteilung (15.5) bedeutet, dass die (R’, G, B’)-Werte im Einheitswiirfel liegen,
und das Skalarprodukt sein Maximum und sein Minimum jeweils an einer Ecke des
Wiirfels annimmt. Fiir Y’ ist sofort klar, dass der maximale Wert fiir R = G’ = B’ =
1 angenommen wird mitdem Wert Y/ = 1, und das Minimum fiir R = G’ = B’ = 0.
Die Folgerung ist

0<Y <1
Eine analoge Uberlegung fiir U: Der maximale Wert liegt an der Ecke (R’, G’, B') =
(0, 0, 1) und der minimale an der Ecke (1, 1, 0), und die Folgerung ist
—0,436798 < U < 0,436798,

ziemlich ,.krumme* Werte. Eine weitere Skalierung streckt dieses Intervall auf Ein-
heitsldnge, wenn U durch 2 - 0,436798 = 0,873596 dividiert wird. Schlielich V:
Aus den Werten in (15.3) ergibt sich

—0,614777 < V <0,614777,
und die Werte gelangen wiederum in ein Intervall von Einheitsldnge, wenn V durch

2-0,614777 = 1,229554 dividiert wird.
Das entsprechend skalierte Modell hat einen Namen, es heifit YPbPr-Modell. Mit

U \%
Pb:=—rr—, Pri=-———
0,873596 1,229554
folgt aus (15.3)
Y’ 0,299 0,587 0,114 R’
Pb | =|-0,168736 —0,331264 0,5 G’ (15.6)
Pr 0,5 —0,418688 —0,081312 B’

und
-0,5<Pbh<0,5 —-0,5<Pr=<0,5.

Verglichen mit der Matrix in (15.3) ergeben sich die Koeffizienten in der zweiten
und dritten Zeile der Matrix (15.6) durch Division mit den oben hergleiteten Zah-
len. Das YPbPr-Modell nach (15.6) ist noch analog und gilt unabhiingig von jeder
Diskretisierung, beinhaltet also keine Beschrinkung der Auflésung.

YCbCr-Modell

Die digitalisierte Version des YPbPr-Modells ist das YCbCr-Modell. Aus der Varia-
blen Pb wird Cb, und aus Pr wird Cr. Fiir die Digitalisierung wird jede der drei
GroBen Y', Pb, Pr mit typischerweise 8 Bit kodiert, also mit 2% = 256 Stufen. Das
YCbCr-Modell addiert bei Pb und Pr jeweils den Offset 1 sodass die Variablen im
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Wertebereich von Y’ liegen. Bei der 8-Bit-Kodierung wird nur die Stufen-Nummer
0, ..., 255 angegeben.®

Diese Aspekte sind eher technischer Natur und hier nicht weiter ausgefiihrt. Das
YCbCr-Modell ist der Standard fiir die Verschliisselung von Helligkeit und Farbe
jedes Pixels, 24 Bit werden benotigt. Auch die Konventionen von JPEG und MPEG
arbeiten mit dieser Darstellung. Die Signale Y’, Cb, Cr werden beim digitalen Fern-
sehen getrennt iibertragen, und die im Folgenden beschriebenen Techniken entfallen.

15.2 Analoges Fernsehen

Im Folgenden widmen wir uns der Farbverschliisselung beim klassischen analogen
Fernsehen. Nun geht es nicht um einzelne Pixel, sondern um ein ganzes Bild und seine
zeitliche Verinderung.” Die Digitalisierung beschrinkt sich hier auf die Aufteilung
eines Fernsehbildes in Zeilen.

Quadratur-Amplitudenmodulation

Die zeitabhéngigen Farbdifferenzsignale U und V aus (15.2) werden auf zwei Triger
gleicher Frequenz, die um 7 phasenverschoben sind, aufmoduliert. Diese beiden
Tréager sind sin 27 wt und cos 27 wt mit einer noch zu bestimmenden Trigerfrequenz
. Die beiden modulierten Schwingungen summiert bilden das Farbsignal®

o) = U(t)sin2nwt + V(t) cos 2nwt. (15.7)

Diese Summe von zwei Schwingungen gleicher Frequenz ldsst sich zusammenfassen
zur Schwingung

o) =VU?2 + V2 sinQrot + a),
M (15.8)

U@’

U (t) # 0 vorausgesetzt. Da der Farbton « von ¢ abhéngt, ist das Argument der Sinus-
Funktion eine modulierte Phase. Man kann also das Farbsignal ¢ auffassen als eine
Schwingung, bei der sowohl die Amplitude (Farbsittigung) als auch die Phase (Farb-
ton) moduliert sind. Dieses Verfahren wird auch Quadratur-Amplitudenmodulation
genannt. Ahnlich wie beim Stereo-Rundfunk die hochfrequente Rauminformation
zum Mono-Summensignal tritt, wird beim analogen Farbfernsehen die Farbinforma-
tion ¢ zum Schwarz-Wei3-Signal Y addiert. Es entstehen jeweils Multiplexsignale,
mit denen die Senderwelle moduliert wird.

mit tano =

6im Studiobereich 10 Bit. Das menschliche Auge kann circa 256 Graustufen voneinander unter-
scheiden. Beim hochauflosenden HDTV auch andere Koeffizienten in (15.1)/(15.2)/(15.4).

7(Es wird komplizierter.)

8Die Argumente sind zu verstehen wie in cos(27r wr). Eine solch aufwendige Klammerung wird im
Folgenden hiufig vermieden.
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Ortsabhiingigkeit

Bisher haben wir uns im Wesentlichen mit der Verschliisselung der Farbe beschiftigt.
Bei einem Film sind Helligkeit und Farbe sowohl von der Zeit ¢ als auch vom Ort
auf dem Bild abhingig. Die Farbsignale Y, U, V varieren im Allgemeinen langsam
mit Zeit und Ort. Die Abhéngigkeit von ¢ haben wir formal bereits in (15.1) und
(15.2) vorgesehen. Die Abhingigkeit vom Ort wird iiber die feste Zeilenstruktur des
Fernsehbildes in eine (weitere) Zeitabhiingigkeit aufgelost! Der Kathodenstrahl der
Bildrohre flitzt die Zeilen entlang, in ihrem festen Zeilen-Aufbau. So ist die Orts-
abhingigkeit iiber die in schneller Abfolge abgetasteten Zeilen in einer zusétzlichen
komplizierten Zeitabhédngigkeit enthalten. Darauf geht auch die Wahl der Frequenz
w ein, auch hierin verbirgt sich Mathematik.

Wabhl der Frequenz

Die Frequenzspektren von Leuchtdichtesignal ¥ und Farbsignalen U, V haben
wegen der Zeilenstruktur des Fernsehbildes einen periodischen Charakter. Wir gehen
aus von einem Bildschirm mit 625 Zeilen, der 25 mal in der Sekunde erneuert wird.
Das fiihrt zu einer Bildfrequenz fg = 25 Hz und einer Zeilenfrequenz fz = 15625
Hz (= 625 - 25). Die Zeilen sind dhnlich aufgebaut, vereinfacht stellen wir uns eine
typische Zeile als eine Schwingung Sz mit der Zeilenfrequenz fz als Grundschwin-
gung vor, also etwa

S7(t) = ay cos(2m fzt) + az cos(Qn2 fzt) + az cosRa3 fzt) + ...

Die Verinderungen von Zeile zu Zeile kann man interpretieren als Uberlagerung
einer Schwingung Sg mit Grundfrequenz fg,

Sp(t) = by cos(2r fgt) + by cos(2m2 ft) + bz cos(2n3 fgt) + ...

Vereinfacht deuten wir das Leuchtdichtesignal ¥ (ebenso wie auch die Farbsignale
U und V) als Modulation der Amplitude des Zeilensignals Sz,

Y(1) = Sp(t) - Sz(1).
Dieses Produkt besteht aus der Summe von Produkten der Form
cos(2rkfzt) cos2mv fgt),

mit natiirlichen Zahlen k, v. Ein solcher Ausdruck kann umgeformt werden zu
1 1
5 cos(2rt(kfz —vfB)) + 5 cos(2rt(kfz + vfB)).

Demnach enthilt das Y-Signal die Frequenzen

kfzxvfs (k,v=1,2,3,...). (15.9)
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Fiir k = 1 sind dies die Frequenzen
15625 £ v-25.

Aus dieser Uberlegung folgt, dass ¥, U und V annihernd Balkenspektren haben in
der Form, wie sie in Abb. 15.4 skizziert ist. Fiir das Y -Signal (illustriert in Abb. 15.4)
arbeitet man mit einer Bandbreite von Frequenzen 0 — 5,5 MHz.

Auch die Frequenzen des Farbsignals ¢ sind nach der Amplitudenmodulation der
Tréger in (15.7) ,,balkenformig™ verteilt. Das folgt fiir jeden der beiden Summanden
in (15.7) mit den gleichen Argumenten wie in Kapitel 4 tiber Amplitudenmodulation
und Stereo-Rundfunk. Die Energiemaxima liegen bei den Frequenzen w+kfz +v fg,
firk,v =1,2,.... Das ist schematisch in Abb. 15.5 gezeigt.

Aus Griinden der Kompatibilitit von Schwarz-Wei-Empfiangern und Farb-
empfiangern muss innerhalb der Bandbreite des Y-Schwarz-Weif3-Signals von 5,5
MHz auch die Farbinformation untergebracht werden; letztere hat eine Bandbreite

Amplitude

f; 2f, 3f, af, Frequenz

Abb.15.4 Frequenzen (15.9) vonY und GréBenordnung der zugehorigen Amplituden, schematisch

Amplitude
w-2f; w-f, o+, W+2f;

Abb. 15.5 Energie der Frequenzen des Farbsignals ¢ aus (15.7); die horizontale Achse zeigt die
Frequenzen an. Die Energiewerte der diskreten Frequenzen sind hier stark vereinfacht als Dreiecke
zusammengefasst
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Farbinformation

f 2fZ 7z [0}

Abb. 15.6 Spektrum des Multiplexsignals Y + ¢, schematisch

von 1,5 MHz.? Hierzu bieten sich die ,.Liicken” zwischen den Vielfachen der Zei-
lenfrequenz fz an (Abb. 15.4). Exakt die Mitte der Liicken der Frequenzen des SW-
Signals sind die ungeraden Vielfachen der halben Zeilenfrequenz f7/2, also

(2n-—1){;.

Man schiebt die Farbinformation in den oberen Bereich des Frequenzbandes, weil
dortdie Y-Amplituden nur noch schwach sind, und deswegen gegenseitige Storungen
verringert werden. Das NTSC-System wihlt n = 284, also

15625
oNTSC = 567 -~ = 44296875 Hz.

Die Abb. 15.6 zeigt das Prinzip: Unter Ausnutzung der Kammstruktur der Spektren
von Y, U, V gelingt es, durch geeignete Wahl von w die Frequenzen von SW-Signal
und Farbinformation weitgehend zu entkoppeln. Beim PAL-System (eine Variante
des NTSC-Systems) hat es sich aus technischen Griinden als sinnvoll gezeigt, die
Tréagerfrequenz w geringfiigig aus der Liicken-Mitte herauszuschieben:

w = wnTSC + 25 + % =4433618,75 Hz.

Farbton und Farbsittigung im NTSC-System

Laufzeitverzogerungen auf dem Ubertragungsweg Sender-Empfinger fiihren zu Sto-
rungen des Farbtons. Das wird in der folgenden Aufgabe diskutiert, die das NTSC-
System zusammenfasst.

9Fiir den Farbeindruck geniigt eine geringere Auflosung als fiir die Grau-Stufen des Schwarz-Weif-
Signals, da das Auge fiir Farben weniger empfindlich ist als fiir Hell-Dunkel-Kontraste.
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Aufgabe 2 Es bezeichnen R(t), G(t), B(t) das Rot-, Griin-, Blau-Signal (Farbaus-
ziige) der Aufnahmekamera und sin2mwt, cos2nwt die Trdgerschwingungen mit
w =4433618,75 Hz.

Kodierung: Es werden gebildet

(i) Leuchtdichtesignal (Schwarz-Weif3-Bild):

Y(t) =0,299 R(t) + 0,587 G(¢) + 0,114 B(¢).

(ii) Farbdifferenzsignale:

U@)=0,493(B(t) —Y (1)), V() = 0,877 (R(t) — Y(1)).

Aus den drei Signalen Y, U,V lisst sich B, G, R zuriickgewinnen. Das ist der
Kern des NTSC-Systems.

Mit den Farbdifferenzsignalen werden die zweium % phasenverschobenen Triger-
schwingungen amplitudenmoduliert (DSB-Modulation: der Triger wird ausgesiebt),

U(t)sin2rwt und V() cos2mwt .

Diese beiden Signale zusammen mit Y bilden das Multiplexsignal, in welchem die
gesamte Bildinformation enthalten ist.

Multiplexsignal beim PAL-System:

(i) Farbartsignale:

o(t) = U(t)sin2rwt + V(t) cos 2rwt 15.10)
Y(t) = U(t)sin2xrwt — V() cos 2m wt as.

(ii) Multiplexsignal:

M) = Y(@)+ ¢(t), v-teBildzeile (vungerade)
lro + ¥ (), (v+ 1)-teBildzeile(PAL-Zeile,vungerade).
Mit M(t) wird die hochfrequente Senderwelle amplitudenmoduliert (ESB-
Modulation: ein Seitenband wird ausgesiebt).

Farbverfilschungen durch Storungen:

Auf dem Ubertragungsweg Sender-Empfinger konnen Laufzeitverzogerungen T
bei den Farbsignalen auftreten: der Empfinger erhdlt aus dem Multiplexsignal nur
die gestorten Signale

(1) ==t —1) , Y(t): =Y —71)

zuriick. Das verursacht Farbverfdlschungen auf dem Bildschirm des Empfingers.
Hierbei konnen sich verindern

e der Farbton (deﬁniert durch den Winkel tana = %), und

o die Farbsdittigung (Abstand zum Nullpunkt ~U? + V2).
Beim reinen NTSC-System dndert sich im Wesentlichen der Farbton:
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a) Unter den Annahmen U(t — 1) = U(t), V(t — 1) = V(t) zeige man:
Bei Bezugnahme auf die Trdgerschwingungen der Referenztrdger sin2mwwt,
cos 2w wt interpretiert der Empfinger den Laufzeitunterschied t als verdnderte
Amplituden Uy, Vi, Uy, V, der Farbartsignale:

@ (t) = U(t, t)sin2mwt + Vi (¢, T) cos 2w wt (15.11)
Y (t) = Us(t, T) sin 2wt — Vo (t, T) cos 2mwt. ’
b) Uy, Vi und Uj, V; entstehen aus U, V durch Koordinatentransformation (Dre-
hung um den Winkel 21 wt : Anderung des Farbtons). Man ermittle den Drehwin-
kel.
c) Man zeige

VU2 + V2 = \/U12+ V2 :\/U22+ v}

(keine Abschwdchung der Farbsdittigung)

Im Vergleich mit den hochfrequenten Trigerschwingungen sin 27 wt und cos 27 wt
sind die Farbinformationen U (¢) und V (¢) niederfrequenter, und deswegen robuster
gegen Laufzeitverzogerungen t — t — t. Dies driicken wir aus durch die verein-
fachenden Annahmen

Ut—1t)=U@), Vid—1)=V().

Mit Hilfe der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen und nach Ein-
fiihrung der Abkiirzung € := 2w wt erhiélt man

() =t —1)
=U(t)sinRrwt — 2rwt) + V() cosRrwt — 2mwt)
=U(t)sin2mwwt cose — U(t) cos2mwt sine€
+V(t) cos 2wt cos € + V (¢t) sin 2w wt sin €
=[U(t)cose + V(t)sine ] sin2mwwt
+[—U(@)sine + V(t)cose ] cos2mwt
= U (t, t)sin2wwt + Vi (¢, T) cos 2w wt,

wobei die Uj und V] durch die Ausdriicke in eckigen Klammern definiert sind. Ganz
analog berechnen wir

Y () :=U@)sinRrwt —e) — V(t) cosQRmwt — €)
=[U(t)cose — V(t)sine ] sin 2w wt
—[U(t)sine + V(t) cose | cos2mwt
= Up(t, t)sin 2wt — Vo(t, T) cos 2mwt.
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Damit sind die durch Laufzeitverzdgerungen veridnderten Amplituden der Farbartsi-
gnale ermittelt. Diese gestorten Amplituden lassen sich in Matrixschreibweise wie

folgt ausdriicken:
Ui\ [ cose sine
Vi)~ \—sine cose
U\ _ (cose —sine
Vo) = \sine cose
Wegen cos(e) = cos(—e€) und —sin(e) = sin(—e) sind diese Transformationen
Drehungen um die Winkel —e und +¢. Da der Winkel den Farbton festlegt, inter-
pretiert der Empfinger die Laufzeitverzogerungen als Farbverfalschungen. Wegen

des negativen Vorzeichens von V in der vr-Zeile verschieben sich die Farbtone bei
beiden Zeilen in die gleiche Richtung. Das lésst sich wie folgt berechnen:

U 1%
0 (1) = JUR+ V2. | —— -
172 2 [172 2
Ui +V; Ui +Vj
24 y2 g : Vi
=4/ Ui +V{-sinQrowt +a —€) mit tan(a —€) = U
1

denn nach (15.12) und (15.8) gilt

( ) (¢ — Zeile), (15.12)

U
Vv
U .
(V) (Y — Zeile). (15.13)

sin 2w wt + cos 27 wt

Vi —Usine + Vcose —tane+% tana — tane

_ : — = = tan(a — €)
Ui Ucose + Vsine l—|—%tan6 1+ tanaxtane

und analog mit (15.13)

1%
Yo (t) = JUZ + V2 - sin@rowt —a —€), mit tan(a + €) = 72
2

Grafisch sind diese Drehungen in Abb. 15.7 dargestellt.
Aus diesen Uberlegungen folgt, dass bei der Drehung die Vektorlinge (Farbsiit-
tigung) erhalten bleibt. Eine einfache Rechnung bestitigt das:

U + Vi = U?cos® € + V*sin’ e + 2U V sine cos €
+U?sin® € + V2 cos?
=U?+ V2,

€ —2UV sinecose

und analog fiir U22 + V22.
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v, |
vV + ¢ v + A
v, + Y o
o
U U, I ITANY
-V + —€ v
-V, v

Abb. 15.7 Drehung der Farbton-Information: Die unverfilschten Signale nach (15.10) in blau,
die gestorten Signale nach (15.11) in rot. Links: die ¢-Zeile, rechts: die ¥-Zeile; «: der korrekte
Farbton, e: die Farbton-Verfalschung. Im rechten Bild im ersten Quadranten ist das Signal v von
Aufgabe 3 angedeutet

15.3 PAL-System

In Aufgabe 2 wurde bereits eine von Zeile zu Zeile abwechselnde Polung der
V-Komponente erwihnt. Diese wechselnde V-Polung in (15.10) wird beim PAL-
Fernsehen vorteilhaft zur Verringerung des Farbfehlers ausgenutzt. Exemplarisch
wird dies in der folgenden Aufgabe an einer ¢-Zeile besprochen. Zur Erhaltung des
richtigen Farbtons wird zusitzlich zur aktuellen ¢-Zeile auch die vorherlaufende
Y-Zeile benotigt. Zur Speicherung wird diese ,,alte” ¥ -Information in der Vorzeile
in eine Verzogerungsleitung gegeben, an deren Ende die yr-Information der vorigen
Zeile gleichzeitig mit dem aktuellen ¢-Signal zur Verfiigung steht.

Aufgabe 3 (PAL-Prinzip)
Durch geeignete Schaltungen im Empfinger konnen die Farbartsignale . (t) um
die Dauer einer Bildzeile (64 us) verzogert und transformiert werden in X (t), mit

VYI(t) = Ua(t — 64us, T) sin 2wt + Va(r — 64us, T) cos 2w wt.

(Beachte das + Zeichen im Vergleich zu (15.10).)

a) Man zeige: Unter den Annahmen

Us(t, 1) = Us(t — 64us, t), Vaolt,7) = Vo(t — 64us, 1)
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(d. h. nur vernachldssigbare Farbdnderung von Zeile zu Zeile) erhdlt man durch
Bildung von

1
3 (@ () +Yf (1))

das ungestorte Signal ¢(t) zuriick mit lediglich um den Faktor cos €, € = 2nwr,
abgeschwiichter Farbamplitude.
(Umwandlung storender Farbtonverfilschungen in kaum wahrnehmbare Farbab-
schwdchung)

b) Wie grofs ist die Farbabschwdichung (Entsdttigung) bei ¢ = 20° (i.A. grofiter in
der Praxis vorkommender Laufzeitunterschied) ?

Die V-Komponente des ,alten” v, -Signals der Vorzeile (aus der Verzogerungs-
leitung) wird also zuriickgepolt, es ergibt sich 1. Wie bei der Losung von Aufgabe
2 festgestellt wurde, haben die Fehler von ¢, und v, die gleiche Richtung (ver-
gleiche Abb. 15.7). Durch das Zuriickpolen von V bei Bildung von ¢ erhilt der
Fehler die entgegengesetze Richtung. Bei Addition der Signale ¢, und v mit ihren
entgegengesetzten Fehlern heben sich die Farbfehler weitgehend auf:

o (t) + w:‘(t) = [Ui(t, ) + Us(t, T)]sin 2wt + [V1(¢, T) + Va(t, T)] cos 2wt
= [2U(t) cos €] sin 2w wt + [2V () cos €] cos 2 wt
= 2cose€ - ¢(t).

Demnach hat das Signal

1
3 (1) + Y7 (1)) = cose - p(1),
unter den Voraussetzungen
Uy(t,t) = Us(t — 64us, ), Vo(t,t) = Vo(t —64us, 1),

den gleichen Farbton o wie das gesendete Signal ¢(¢). Lediglich die Amplitude
(Farbsittigung) ist mit dem Faktor cos € versehen, also abgeschwicht. Dieses Prinzip
des PAL-Systems sei noch einmal zusammengefasst:

Die Umpolung der V-Komponente vor der Ubertragung und das Zuriickpolen danach ermog-
lichen eine Verlagerung des Farbfehlers vom Farbton weg (wo er sehr stort) hin zur Farbsét-
tigung (z.B. cos 20° = 0,94). Der Betrachter nimmt eine solche Entsittigung kaum wahr.

Grafisch deutet sich der PAL-Kunstgriff schon teilweise in Abb. 15.7 an, diese Abbil-
dung wird in Abb. 15.8 fortgesetzt.

In der dritten Aufgabe wurde der Farbfehler einer ¢-Zeile diskutiert. In analoger
Weise kann der Farbfehler der y/-Zeile behandelt werden: So hat der Farbton des
Signals

1 * \k
5 (e tor)
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Abb. 15.8 Das PAL-System AV *
geometrisch: Das e ¢
unverfilschte Signal in blau, " Pt i ,’/ K

das gestorte in rot. Die Y - . P

beiden Punkte markieren die
Originalfarbe sowie die
geringfiigig entsittigte Farbe

v

v, Vorzeile

die gewiinschte Eigenschaft. Wenn also die V-Komponente der vorhergehenden ¢ -
Zeile in ¢} umgepolt wurde, muss abschliefend noch einmal umgepolt werden, um
die richtige Phasenlage zu erhalten.

PAL in komplexen Variablen

Mit Hilfe von komplexen GroBen'? lisst sich das PAL-Prinzip knapp darstellen. Das
bringt keine neuen Erkenntnisse gegeniiber der oben diskutierten Darstellung mit
reellen Zahlen, macht aber das Potenzial komplexer Zahlen deutlich.

Aufgabe 4 Die Ubertragung der zwei Farbdifferenzsignale U(t), V (t) durch DSB-
Modulation zweier um % phasenverschobener Trigerschwingungen ldsst sich formal
als Ubertragung eines komplexen Signals deuten: Es seien

D) =U+iV =vU2+ V2el® und V(a) = D(a)

die Farbartsignale, die wir hier als von t unabhdngig betrachten. Der Farbton o
ist durch tano = % bestimmt. Im Multiplexsignal wird in der v-ten Bildzeile das
komplexe Farbsignal ® und in der (v + 1)-ten Bildzeile (PAL-Zeile) das konjugiert-
komplexe Farbsignal WV iibertragen (v ungerade). Auf dem Ubertragungsweg Sender-
Empfinger konnen Laufzeitverzogerungen t auftreten. Diese Laufzeitverzogerungen
verursachen storende Farbverfilschungen auf dem Bildschirm.

a) Man zeige, dass sich die gestorten Signale

O, :=P(ax—¢) und Y, :=V¥(x+¢€), €=2nwr,

19§ ist die komplexe Einheit.
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mit Hilfe einer komplexen Grofle C (€) darstellen lassen als
P, =Ce)P(a), Ve =C(e)¥ ().
b) Bildet man im Empfinger das Signal
3 (Pe + W),
erhdlt man das ungestorte Signal ® in abgeschwdchter Form zuriick.

Die komplexen Grofien @, W, und v, entsprechen den reellen Groflen ¢, ¥, und
¥¥. Man erhilt durch einfache Umformungen

O, =/U2+ V2e@ O = e € (a)
und
Y = O(a+e€) =VU2+ V2 i@te)
= e € P(a) = e € U(a).

Die Drehung um den Winkel —e steckt in dem Faktor C(¢) := e €. Das ungestorte
Signal erhilt man wie folgt:

(@ + W) = L™ @ (o) + e U(w))
— %(efie 4 eie) d ()

=cose O ().

Die Interpretation ist natiirlich die gleiche wie bei der reellen Darstellung: Der Farb-
ton (&) bleibt erhalten, die Farbsittigung wird geringer um den Faktor cos €.

Literatur
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Anhang

Verwendete Mathematische Methoden und Begriffe

Kapitel Mathematische Methoden und Begriffe

1 Regenbogen elementare Geometrie, Differenzialrechnung

2 Kireiskolbenmotor Parameterdarstellung

3 Plattenspieler elementare Geometrie, Minimierung,
Differenzialrechnung, Newtonverfahren

4  Stereo-Rundfunk Trigonometrie

5 Digitale Tonaufzeichnung Bindrzahlen

6 Bild- und Datenstruktur ~ Eigenwerte, elementare Stochastik

7 Bildkompression Matrizen

8 Navigation mit Filtern Optimierung, Matrizen

9 Berechnung des Sinus Trigonometrie, Taylorreihe

10 Herzschlag qualitative Methoden bei Differenzial-
gleichungen

11 Nervenimpulse Differenzialgleichungen, Stabilitét,

periodische Losungen

12 Populations-Dynamik Differenzengleichungen

13 Oszillator-Schwingungen Differenzialgleichungen, Methode von
Van der Pol, Fourierreihe, Stabilitit

14 Frequenzmodulation Besselfunktionen, Fourierentwicklung,
Trigonometrie

15 Farbfernsehen und PAL ~ Trigonometrie, Koordinatentransformation,
komplexe Zahlen
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Ausloschung, 35, 94 *
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Axon, 112 Datenstruktur, 61
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DSB-Modulation, 161, 166 Gesetz, dynamisches, 86
Dualzahl, 57, 58 Gleichgewichtslage, 100
Gleichung
E logistische, 124
Ebene, 5, 9, 66 quadratische, 141
Effizienz, 92 Gleichungssystem, 85
Eigengerade, 102 Gradient, 64, 83
Eigenvektor, 61, 66, 102 GradmaB, 7
Eigenwert, 61, 66, 101, 113, 129, 141 Grenzzykel, 116, 119, 142
Eigenwertproblem, 64
Einseitenband-Modulation (ESB), 43 H
Einzugsbereich, 121 Hauptachsen-Transformation, 66
entier-Funktion, 54 HDTYV, 157
Epidemie, 123 Herzschlag, 99
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Extremum, 6 Hotelling-Transformation, 66
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F
Farbart, 153 I
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Farbfernsehen, 151 Infektion, 124
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Farbmischung Integration, numerische, 118, 137
additive, 151 Ionen-Pumpe, 111
subtraktive, 152 Iteration, 81, 124, 126
Farbsittigung, 153, 163, 165
Farbton, 157, 164 J
Farbverfalschung, 161, 163 JPEG, 61, 67,71, 73,75, 151, 157
Fehler, relativer, 93
Fernsehen, analoges, 157 K
FitzHugh, 111 Kalman-Filter, 87
Fixpunkt, 128 Kapazitit eines Kondensators, 136
floor-Funktion, 54 Kaustik, 12
Fotografie, 71, 151 Kipppunkt, 120
Fourier-Reihe, 133, 147 Knoten, 102, 114, 141

Fourier-Transformation, 73 Kompression, 75
Frequenz, 40, 48, 135, 145, 148, 158 Kompressionsmethode, 71
Frequenzmodulation, 145 Konvergenz, 92

Funktion Kopernikus, 13

gerade, 147 Korrelation, 62, 64, 66, 83
ungerade, 6, 146-148 Kosinus, Berechnung, 96
Kosinus-Transformation

G diskrete, 71
Gamma-Korrektur, 154 inverse, 72
GauBscher Algorithmus, 82 Kosinussatz, 29
GauBsches arithmetisch-geometrisches Mittel, Kovarianz, 64, 67, 82
23 Kreisbewegung, 17

Generatorpotenzial, 112 Kropfungswinkel, 30
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Lagrange-Multiplikator, 64
Laufzeitverzogerung, 160, 162
Legendre-Form, 22

Leibniz, 13

Leuchtdichte, 158, 161
Lichtbrechung, 1

Lichtstirke, 153

linear unabhéngig, 132
Linearisierung, 8, 81, 101, 113, 140
Linearkombination, 65

Losung, stationdre, 101, 113, 128, 143
Luminanz, 153

M
Mantisse, 97
Markowitz, 66
Matrix, 72, 73, 82, 101, 113, 141, 153
inverse, 153
Maximum, 7, 64
Membranpotenzial, 112
Messung, 79, 83
Methode
analytische, 131
der kleinsten Quadrate, 82
Minimierung, 30, 83
Modulation, 157
MP3-Verfahren, 59
MPEG, 59, 72, 75, 151, 157
Multiplexsignal, 45, 157, 161, 166
Muskelfaser, 99
Muster in Daten, 61

N
Navigation, 79
Nervenimpuls, 111, 120
Newton, 13
Newton-Verfahren, 33, 113
Norm, 82

Euklidische, 82
Normalverteilung, 82
NTSC-System, 151, 160, 161
Nyquist, 56

(o)

Oberschwingung, 133
Optimierung, 30, 36, 63
orthogonal, 65, 76
Orthogonalsystem, 64
Oszillator, 131

P
PAL-System, 152, 160, 164, 165

Parameterdarstellung, 16
Paschke, 13

PCA. siehe Principal Component
Permeabilitit von Nerven, 111
Phase, 146, 157
Phasendiagramm, 127
Phasenebene, 103, 118
Phasenwechsel, 42, 50

Photo, 71

Pilotton, 44

Planetenbewegung, 19
Pointillist, 151
Populations-Dynamik, 123
Positionsbestimmung, 79
Potenzfunktion, 155
Potenzreihe, 92, 134

Principal Component (PCA), 61, 66
Projektion, 63

Psychoakustik, 59

Ptolemaus, 13
Puls-Code-Modulation (PCM), 54, 56
Pulsamplitudenmodulation, 54
Punkt, stationérer, 101, 140
Pythagoras, 30

Q

Quadratur-Modulation, 157
Quadrophonie, 50
Quantisierung, 75

R

Radio-Daten-System (RDS), 48
Red Book, 56

Regenbogen, 1

Rekursion, 86

Restglied, 93

RGB-Modell, 152, 161

Risiko, 66

Ruhepotenzial, 118
Ruhezustand, 99

S

Satellitenbahn, 79
Schallplatte, 25
Schwarz-Weif3-Signal, 157, 161
Schwebung, 43
Schwellenverhalten, 112
Schwellenwert, 115, 120
Schwingkreis, 131
Seitenband, 41, 148
Seitenfrequenz, 149
Shannon, 56

Simulation, 123, 125, 127
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Singuldarwert, 67
Sinus, Berechnung, 89, 96
Skalarprodukt, 63, 77, 82, 86, 155
Skalierung, 154
Skatingkraft, 37
Snellius, 1
Speicheraufwand, 58
Spurfehlerwinkel, 26
stabil, 102
Stabilitit, 114, 119, 140, 142, 143
Stabilitétsverlust, 143

harter, 119, 143

weicher, 143
Steilheit einer Schaltung, 131, 137
Stereo-Rundfunk, 39
Stimmen von Musikinstrumenten, 43
Strudel, 114, 142
Strukturwechsel, 143
Studenten-Migration, 126
Substitution, 146

T

Taylor-Entwicklung, 86, 92, 93
Tiefpassfilter, 56

Tonarm, 25

Tonaufzeichnung, digitale, 53
Tonsignal, 53

Tonspannung, 54
Trigerfrequenz, 147, 149
Tridgerschwingung, 157
Trajektorie, 101, 117
Transformation, 66
Transposition, 63, 76, 82
Trennung der Variablen, 135, 136
Treppenfunktion, 55
Trigonometrie, 6, 16, 21, 41
Tschebyschow, 31
Tschebyschow-Entwicklung, 96

U
Ungenauigkeit einer Messung, 79

A\
Van der Pol, 132
Variable, komplexe, 166
Varianz, 82, 83
Variation der Konstanten, 135
Verfahren, numerische, 22, 32, 68, 89, 111
Verhalten
asymptotisches, 133, 136
globales, 103
lokales, 101
Verzerrung, 26, 36
Viertaktmotor, 20

W

‘Wachstum, 124
exponentielles, 124, 125

Wankelmotor, 13, 18

Werbung, 126, 130

Wirbel, 142

Y

YCbCr-Modell, 156
YPbPr-Modell, 156
YUV-Modell, 153

Z

Zahl, komplexe, 97, 114
Zeilenstruktur, 158
Zufallsvariable, 79, 82, 87
Zufallsvektor, 62
Zweiseitenband-Modulation, 42
Zykloide, 18

Zykloidenpendel, 13
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