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Laguerre-Differentialgleichung

® Benannt nach Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886)
® Aus Artikel von 1879, in dem er [} exp(—z)/x dx analysierte

vy’ (x) + (1 —2)y (z) + ny(z) =0, neNy, zeR
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[o] lele]

Losen der Differentialgleichung

wy” (x) + (1 — z)y (x) + ny(z) = 0

Potenzreihenansatz

=$ G2 ()

k=0

® Die Losungen der DGL sind die Laguerre-Polynome
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Laguerre-Polynome vom Grad 0 bis 7
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Orthogonalitat

¢ Beweis: Umformen in Sturm-Liouville-Problem (siehe Paper)

((p(x)y (x))) + q(z)y(z) = Aw(z)y(z)
(ze ™™y (2))) +0 ylx)=n e
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Orthogonalitat

¢ Beweis: Umformen in Sturm-Liouville-Problem (siehe Paper)

((p(x)y (x))) + q(z)y(z) = Aw(z)y(z)
(ze "Y' (2))) +0 y(z)=n e ”

¢ Definitionsbereich (0, 00)
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[eJele] )

Orthogonalitat

¢ Beweis: Umformen in Sturm-Liouville-Problem (siehe Paper)
((p()y' () + q(x)y(z) = dw(2)y(x)
(e ™™y (x))) +0  ylz)=mn ™"

¢ Definitionsbereich (0, 00)

® Gewichtsfunktion w(z) = e~
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rieren der Gamma-Funktion

Orthogonalitat

® Beweis: Umformen in Sturm-Liouville-Problem (siehe Paper)

((p(x)y (x))) + q(z)y(z) = Aw(z)y(z)
(ze "Y' (2))) +0 y(z)=n e ”

¢ Definitionsbereich (0, 00)

® Gewichtsfunktion w(z) = e~

/ e *Ly(z)Lp(z)dx =0, n#m, n,meN
0
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Gauss-Quadratur

Idee

® Polynome konnen viele Funktionen approximieren
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Gauss-Quadratur

Idee
® Polynome konnen viele Funktionen approximieren

® Wenn Verfahren gut fiir Polynome funktioniert, sollte es auch fiir andere
Funktionen funktionieren
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Gauss-Quadratur

Idee
® Polynome konnen viele Funktionen approximieren

® Wenn Verfahren gut fiir Polynome funktioniert, sollte es auch fiir andere
Funktionen funktionieren

® |ntegrieren eines Interpolationspolynom
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Gauss-Quadratur

Idee
® Polynome konnen viele Funktionen approximieren
® Wenn Verfahren gut fiir Polynome funktioniert, sollte es auch fiir andere
Funktionen funktionieren
® |ntegrieren eines Interpolationspolynom

® Interpolationspolynom ist durch Funktionswerte f(z;) bestimmt = Integral kann
durch Funktionswerte berechnet werden
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Gauss-Quadratur

Idee
® Polynome konnen viele Funktionen approximieren

® Wenn Verfahren gut fiir Polynome funktioniert, sollte es auch fiir andere
Funktionen funktionieren

® |ntegrieren eines Interpolationspolynom

® Interpolationspolynom ist durch Funktionswerte f(z;) bestimmt = Integral kann
durch Funktionswerte berechnet werden

® Evaluation der Funktionswerte an geeigneten Stellen
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Gauss-Quadratur

1 n
/1 f(x)dx =~ Zf(m,)AZ
- =1

® Exakt fiir Polynome mit Grad 2n — 1
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Gauss-Quadratur

® Exakt fiir Polynome mit Grad 2n — 1
® |nterpolationspolynome miissen orthogonal sein

® Stiitzstellen x; sind Nullstellen des Polynoms
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Gauss-Quadratur

1 —1

Exakt fiir Polynome mit Grad 2n — 1

Interpolationspolynome miissen orthogonal sein

Stiitzstellen z; sind Nullstellen des Polynoms
Fehler:

(2n n
= f / I(x)*dx, wobeil(x)= H(.’E —x;)
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Gauss-Laguerre-Quadratur

® Erweiterung des Integrationsintervall von [—1,1] auf (a,b)
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Gauss-Laguerre-Quadratur

® Erweiterung des Integrationsintervall von [—1,1] auf (a,b)

® Hinzufiigen einer Gewichtsfunktion
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Gauss-Laguerre-Quadratur

® Erweiterung des Integrationsintervall von [—1,1] auf (a,b)
® Hinzufiigen einer Gewichtsfunktion

® Bei uneigentlichen Integralen muss Gewichtsfunktion schneller als jedes
Integrationspolynom gegen O gehen
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Gauss-Laguerre-Quadratur

® Erweiterung des Integrationsintervall von [—1,1] auf (a,b)
® Hinzufiigen einer Gewichtsfunktion

® Bei uneigentlichen Integralen muss Gewichtsfunktion schneller als jedes
Integrationspolynom gegen O gehen

= Fiir Laguerre-Polynome haben wir den Definitionsbereich (0,00) und die
Gewichtsfunktion w(z) = e™*

/O T i~ S flan A
=1
i

(n+ 1)2 [Lypg (2:))°

wobei A; = und z; die Nullstellen von L, (z)
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Fehler der Gauss-Laguerre-Quadratur

1\2
R, = %f@")(f), 0<&<oo

10
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Gamma-Funktion

e
il Verallgemeinerung der Fakultit
sl
J I'(n)=(n—-1)!
3t Integralformel
27 0
J 1 I'(z) = / " e dr, Rez>0
T 0
SN 5+ %  Funktionalgleich
75@ -3 1 2 3 4 5 unktionalgleichung
-1
- 2I(z) =T(2+1)
1-3 Reflektionsformel
-4
I'z)ra—-z) = fii Y/
/\ @r 2= g firsgZ
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Anwenden der Gauss-Laguerre-Quadratur auf I'(z)

12
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Anwenden der Gauss-Laguerre-Quadratur auf I'(z)
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Anwenden der Gauss-Laguerre-Quadratur auf I'(z)

n

I'(z) = / e dr & Zf(xz)Az = Zazz_lAi
0 i=1

=1

T

wobei A; =
(n+ 1) [Ln1(2)]

5 und x; die Nullstellen von L, ()

12



Quadratur Gamma-Funktion

Fehlerabschatzung

n! 2
Ra(€) = %f@” ©

(ot

(2n)!

, 0<é<

® Funktion ist unbeschrankt

® Maximum von R,, gibt oberes Limit des Fehlers an

Approximieren der Gamma-Funktion

13
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Fehlerabschatzung

n! 2
Ra(€) = %f@” ©

(ot

(2n)!

, 0<é<

® Funktion ist unbeschrankt
® Maximum von R,, gibt oberes Limit des Fehlers an

= Schwierig ein Maximum von R, () zu finden

Approximieren der Gamma-Funktion

13
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Einfacher Ansatz

10° — =2 — ne6  — a-10[]
10% n=4 n=_8 .
A
107! \ AT T T T A
102 (1] AT AT L
105 nﬂ' // //
10 AR pf\! /
Y
1011 qﬂﬂ Al

-5 0 5 10 15 20 25 30

Z

Relativer Fehler des einfachen Ansatzes fiir verschiedene reele Werte von z und Grade n der
Laguerre-Polynome

14
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Wieso sind die Resultate so schlecht?

Beobachtungen
® Wenn z € Z relativer Fehler — 0
® Gewisse Periodizitat zu erkennen

® Fiir grosse und kleine z ergibt sich ein schlechter relativer Fehler

Es gibt Intervalle [a, a 4+ 1] mit minimalem relativem Fehler

a ist abhangig von n

15
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® Fiir grosse und kleine z ergibt sich ein schlechter relativer Fehler

Es gibt Intervalle [a, a 4+ 1] mit minimalem relativem Fehler
® ¢ ist abhangig von n
Ursache?

® Vermutung: Integrand ist problematisch

15
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Wieso sind die Resultate so schlecht?

Beobachtungen
® Wenn z € Z relativer Fehler — 0
® Gewisse Periodizitat zu erkennen

® Fiir grosse und kleine z ergibt sich ein schlechter relativer Fehler

Es gibt Intervalle [a, a 4+ 1] mit minimalem relativem Fehler
® ¢ ist abhangig von n

Ursache?
® Vermutung: Integrand ist problematisch

= Analysieren von f(z) und dem Integranden

15
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40 L L L | IWEAT
—_— 7= —45 —_— z=05
— z=-20 —— z=10
30 N— z=-10 —— =20
— =05 —— =45 /
—— 2=00 /
20 1+ \
WL /
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X

16
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Integrand z*e™"

10\

—_— =10 ——— z=20 f
g | — =-05 — z=30 /
— 2=00 — 7240 /
| — =05 — z=45 |
61 — z=1.0 /
A \\ N
N / \\
5 ANAN / \
\\: TN \;
\\ \
—

[\8)

10~ 107! 10° 10!

17
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Neuer Ansatz?

Vermutung
® Es gibt Intervalle [a(n),a(n) + 1] in denen der relative Fehler minimal ist
® a(n) >0

18
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Neuer Ansatz?

Vermutung
® Es gibt Intervalle [a(n),a(n) + 1] in denen der relative Fehler minimal ist
® a(n) >0

Idee

= Berechnen von I'(z) im geeigneten Intervall und dann mit Funktionalgleichung
zuriickverschieben

18
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Neuer Ansatz?

Vermutung
® Es gibt Intervalle [a(n),a(n) + 1] in denen der relative Fehler minimal ist
® a(n) >0

Idee

= Berechnen von I'(z) im geeigneten Intervall und dann mit Funktionalgleichung
zuriickverschieben

Wie finden wir a(n)?

® Minimieren des Fehlerterms mit zusatzlichem Verschiebungsterm

18
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Neuer Ansatz?

Vermutung
® Es gibt Intervalle [a(n),a(n) + 1] in denen der relative Fehler minimal ist
® a(n) >0

Idee

= Berechnen von I'(z) im geeigneten Intervall und dann mit Funktionalgleichung
zuriickverschieben

Wie finden wir a(n)?
® Minimieren des Fehlerterms mit zusatzlichem Verschiebungsterm =- Schwierig
das Maximum des Fehlerterms zu bestimmen

® Empirisch a(n) bestimmen = Sinnvoll, da Gauss-Quadratur nur fiir kleine n
praktischen Nutzen hat

18
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15.0
12.5
= 10.0 *S
7.5 1 n
L(z)m ——— ) z2tmlg,
5.0 (z = m)m ; ' '

I
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Z

Optimaler Verschiebungsterm m* in Abhangigkeit von z
und n

19
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Schatzen von m*

Juadratur

Gamma-Funktion

17 1
15 4
13 4
11 1
[
7 4
54
3 4

0.02 1

0.00 1

—0.02 1

—0.04 1

Q

Approximieren der Gamma-Funktion

00000000 e000

an+f3
1.34093n + 0.854093
[m — Re z|

20
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1078 b

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Relativer Fehler mit n = 8, unterschiedlichen Verschiebungstermen m und z € (0,1)

21
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T T
17— n=2
1073 —Z—— n=4
Z_n=6 \/\/\/\Y/\/\/\/\/\/\\
10° 4 =—— n=38
(_ n=10 N\ /" \
1077 I I I I
10~

. 'Q(YYYYWY\YQ‘

Z

(el

Relativer Fehler mit n = 8, Verschiebungsterm m* und z € (-5,5)

22
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Vergleich mit Lanczos-Methode

Maximaler relativer Fehler fir n =6
® Lanczos-Methode < 1012
e Unsere Methode ~ 106

23
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