
1 Integration S493,507

1.1 Tricks S495

Linearität S495∫
k(u+ v) = k

(∫
u+

∫
v

)
Partialbruchzerlegung S15,498∫

f(x)

Pn(x)
dx =

n∑
k=1

∫
Ak

x− rk
dx

Elementartransformation S496∫
f(λx+ ℓ) dx =

1

λ
F (λx+ ℓ) + C

Partielle Integration S497∫
u dv = uv −

∫
v du

Potenzenregel S496∫
un · u′ = un+1

n+ 1
+ C n ̸= −1

Logaritmusregel S496∫
u′

u
= ln |u|+ C

Allgemeine Substutution S497
x = g(u), und dx = g′(u) du∫

f(x) dx =

∫
(f ◦ g) g′ du =

∫
f ◦ g

(g−1)′ ◦ g
du

Universalsubstitution S504

t = tan(x/2) sin(x) = 2t

1 + t2

dx =
2 dt
1 + t2

cos(t) = 1− t2

1 + t2

Womit∫
f(sin(x), cos(x), tan(x)) dx =

∫
g(t) dt

1.2 Uneigentliches Integral S520

∞∫
a

f dx = lim
B→∞

B∫
a

f dx

b∫
−∞

f dx = lim
A→−∞

b∫
A

f dx

∞∫
−∞

f dx = lim
A→+∞
B→−∞

B∫
A

f dx

Wenn f im Punkt u ∈ (a, b) nicht definiert ist.
b∫

a

f dx = lim
ϵ→+0

u−ϵ∫
a

f dx+ lim
δ→+0

b∫
u+δ

f dx (1.2.1)

1.3 Cauchy Hauptwert S523

Der C.H. (oder PV für Principal Value auf Englisch)
eines uneigentlichen Integrals ist der Wert, wenn in ei-
nem Integral wie (1.2.1) beide Grenzwerte mit der glei-
che Geschwindigkeit gegen 0 sterben.

C.H.
b∫

a

f dx = lim
ϵ→+0

 u−ϵ∫
a

f dx+

b∫
u+ϵ

f dx


Zum Beispiel x−1 ist nicht über R integrierbar, wegen
des Poles bei 0. Aber intuitiv wie die Symmetrie vor-
schlagt

C.H.
∞∫

−∞

1

x
dx = 0

1.4 Majorant-, Minorantenprinzip und
Konvergenzkriterien S521,473,479,481

Gilt für die Funktionen 0 < f(x) ≤ g(x) mit x ∈ [a,∞)

konvergiert
∞∫
a

g dx =⇒ konvergiert
∞∫
a

f dx

Die selbe gilt umgekehrt für Divergenz. Wenn 0 <
h(x) ≤ f(x)

divergiert
∞∫
a

h dx =⇒ divergiert
∞∫
a

f dx

g und h heißen Majorant und Minorant bzw.

2 Implizite Ableitung S448

(af)′ = af ′ (u(v(x)))′ = u′(v)v′

(uv)′ = u′v + uv′
(u
v

)′
=
u′v − uv′

v2(∑
ui

)′
=

∑
u′i (lnu)′ = u′

u

(f−1)′ =
1

f ′(f−1(x))

Alle normale differenziazionsregeln für f(x) gelten. All-
gemeiner für die implizite Funktion F (x, y) = 0

dy = y′ dx ∂F

∂x
+
∂F

∂y
y′ = 0

3 Differentialgeometrie
3.1 Ebene Kurven S250

3.1.1 Darstellungen und Umwanldung

Sei Λ : x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ I eine glatte Jordankur-
ve. Beispiel im Abb. 1.
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Abbildung 1: Die ebene Kurve Λ(t) kann Explizit y(x)
(in diesem Fall nicht), Implizit u(x, y) = 0, Polar r(φ)
oder in Parameterform (x(t), y(t)) dargestellt werden.

Polar zu Kartesian

r =
√
x2 + y2 tanφ = y/x

x = r cosφ y = r sinφ

Parametrisch zu explizit Sei ϕ̇ ̸= 0 oder ψ̇ ̸= 0.
Im Falle ϕ̇ ̸= 0, wechselt ϕ̇ in der Umgebung von t das
Vorzeichen nicht, ϕ ist dort streng monoton. Daher gilt

t = ϕ−1(x) y = ψ(t) = ψ ◦ ϕ−1(x) = f(x)

Wenn ψ̇ ̸= 0 ist dann x = ϕ ◦ ψ−1(y)

3.1.2 Bogenlänge S251,514

Weitere Formeln (z.B. polar) findet man in Tab. 1.

ℓ =

b∫
a

√
1 + (f ′)2 dx =

t1∫
t0

|ċ| dt

3.1.3 Umparametrisierung nach Bogenlänge

Sei die Kurve Λ(t), t ∈ I mindestens einmal differen-
zierbar, und ℓ die Bogenlänge (gemäß §3.1.2) im Inter-
vall. Die Umparametrisierung Λ(s) ist dann

s = ℓt =⇒ Λ(s) = Λ(t/ℓ)

Die neue Parametrisierung hat Λ′ = 1 (nach s diffe-
renziert), d.h. die erste Ableitung ist der tangent Ein-
heitsvector!

3.1.4 Tangente und Normalvektor S251,252

Für eine ebene Kurve Λ(t) τ, t ∈ I, der Vektor Λ̇(τ) ist
immer an Λ(τ) tangent. Λ̈(τ) ist zur Kurve normal.

Λ̇ =
dy
dx =

ẏ

ẋ
=
r′ sinφ+ r cosφ
r′ cosφ− r sinφ

Λ̈ =
d2y

dx2 =
ÿẋ− ẍẏ

ẋ3

Man kann auch die Tangentengleichung und die Nor-
malengleichung zur Zeitpunkt τ finden

T : y − ψ(τ) =
ψ̇

ϕ̇
(x− ϕ(τ))

N : y − ψ(τ) = − ϕ̇

ψ̇
(x− ϕ(τ))

3.1.5 Krümmung und Krümmungsradius S254

Siehe Tab. 1 für die Rechnungsformeln und Abb. 2 für
eine graphische Deutung.

κ = lim
∆s→0

∆θ

∆s
=

dθ
ds R = 1/κ

Eine gerade hat κ = 0 und R = ∞. Entsprechend der
Orientierung der x-Achse, entspricht einer κ > 0 eine
Linkskrümmung und κ < 0 eine Rechtskrümmung.

Der Krümmungskreis hat Maßzahl ρ = 1/|κ| und
Mittelpunkt Pc gemäß

Pc =

(
xc
yc

)
=

(
x
y

)
+

1

κ
n̂

Wobei n̂ = Λ̈
0 ist der Normalvektor.

3.1.6 Konvexität

Sei die Kurve Λ durch f ∈ C2 auf [a, b] gegeben.

• f ist auf (a, b) konvex (bzw. konkav), wenn κ ≥ 0
(bzw. κ ≤ 0) ∀x ∈ (a, b).

• f ist auf (a, b) streng konvex (bzw. konkav), wenn
κ > 0 (bzw. κ < 0) ∀x ∈ (a, b).

• Hat in Λ in P einen Wendepunkt, dann κ(P ) = 0.

3.1.7 Evoluten und Evolventen S262

y

x

θ
θ +∆θ

∆θ∆
s

R

x x+∆x

Abbildung 2: Krümmung und Krümmungskreisradien
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3.2 Raumkurven S263

3.3 Kurven 2. Ordnung – Kegelschnitt
S212

Die Polarform für die allgemeine Gleichung der Kurver
2. Ordnung ist

r =
p

1 + ε cosφ (3.3.1)

Der parameter ε ändert die Gestalt folgendermaßen

• ε = 0 Kreis

• ε ∈ (0; 1) Ellipse

• ε = 1 Parabel

• ε > 1 Hyperbel

3.3.1 Kreis S204

Kartesisch (x− Cx)
2 + (y − Cy)

2 = r2

Parameter x = cx +R cos t y = cy +R sin t

3.3.2 Ellipse S205

Kartesisch
(
x− Cx

a

)2

+

(
y − Cy

b

)2

= 1

Parameter x = a cos t y = b sin t

3.3.3 Hyperbel S207

Kartesisch
(
x− Cx

a

)2

−
(
y − Cy

b

)2

= 1

Parameter x = a cosh t y = b sinh t

3.3.4 Parabel S210

Kartesisch y = ax2 + bx+ c
Parameter x = t y = at2 + bt+ c

4 Reihen
4.1 Bemerkenswerte Rehien S19,477

Arithmetische Reihe Sei a1 ∈ R und d ∈ R \ {0},
dann aus der arithmetischen Folge ⟨ak⟩ mit ak = a1 +
(k − 1)d erhält man die Reihe ⟨An⟩ mit:

An = a1 +

n∑
k=1

(k − 1)d = a1 + d+ 2d+ · · ·+ (n− 1)d

=
n

2

(
2a1 + (n− 1)d

)
=
n

2
(a1 + an)

Geometrische Reihe Sei a1 ∈ R und q ∈ R\{0; 1}.
Aus der geometrischen Folge ⟨ak⟩ mit ak = a1q

k erhält
man die Reihe ⟨Gn⟩ mit:

Gn = a1

n∑
k=1

qk−1 = a1
1− qn

1− q

Harmonische Reihe Aus der folge ⟨ak⟩ mit ak =
1/k erhält man die Reihe ⟨Hn⟩ mit:

Hn =

n∑
k=1

= 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

4.2 Unendlichen S470,477

4.2.1 Konvergenzkriterien S472

Sei ⟨an⟩ eine Folge die Reihe s =
∞∑

n=1

an.

Cauchy’sches S475

Wurzelkriterium von Cauchy S474

α = lim sup
n→∞

n
√

|an| α < 1 =⇒ konvergent

Quotientenkriterium von d’Alambert S474

Leibniz’sches S476

Integralkriterium S475 Sei f(x) ≥ 0, x ∈ [1;∞)
und f ↓. Merkt man dass:

S =

n∫
1

f(x) dx ≤
n∑

k=1

ak ≤
n∫

2

f(x− 1) dx = S

Somit folgt:

konvergiert
∞∫
1

f(x) dx =⇒ konvergiert s
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Notation
Rot markierte Zahlen wie zB S477 sind Hinweise auf
die Seiten im “Bronstein” [2]

• Cn ist der Menge der glatten n-mal differenzier-
bären Funktionen.

• Das Zeichen ∀ bedeutet “für alle”

3



License
An2E-ZF (c) by Naoki Pross

An2E-ZF is licensed under a Creative Commons
Attribution-ShareAlike 4.0 Unported License.

You should have received a copy of the
license along with this work. If not, see

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

4

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/


Ta
be

lle
1:

R
ec

hn
un

ge
n

be
z.

eb
en

e
K

ur
ve

n

E
be

ne
K

ur
ve

n
K

ar
te

si
ch

y
=
f
(x
)

P
ol

ar
r
(φ

)
P

ar
am

et
er

c
(t
)
=

(x
(t
),
y
(y
))

A
ns

tie
g

S4
48

f
′

r′
sin

φ
+
r

co
sφ

r′
co

sφ
−
r

sin
φ

ẋ
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,ċ
)

dt

Bo
ge

nl
än

ge
S2

51
,5

14

b ∫ a

√ 1
+
(f

′ )
2

dx
β ∫ α

√ (r
′ )
2
+
r2

dφ
t 1 ∫ t 0

√ ẋ2
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